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Â ïîñîáèè íà ïðèìåðå íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê íà ãðóïïàõ
Ëè ðàññìîòðåíû òàêèå âîïðîñû, êàê âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû, ïðè÷èííàÿ ñòðóêòóðà,
ñâÿçü ñ òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè (îáùåé è ñïåöèàëüíîé), ãåîäåçè÷åñêèå, ýëåìåíòû
õðîíîìåòðè÷åñêîé òåîðèè Ñèãàëà. Ïî íåîáõîäèìîñòè, ïðèâîäÿòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè
ãðóïï è àëãåáð Ëè, à òàêæå êâàíòîâîé ìåõàíèêè (â åå èçëîæåíèè, îñíîâàííîì íà
ïîíÿòèè èíäóöèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ãðóïïû ñèììåòðèè). Ôîðìàëüíî, òåêñò
ñîñòîèò èç äâåíàäöàòè ëåêöèé, ïðî÷èòàííûõ âòîðûì èç àâòîðîâ â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì
óíèâåðñèòåòå îñåíüþ 2004 ãîäà.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòîâ,
âûïîëíÿþùèõ êóðñîâûå è äèïëîìíûå ðàáîòû. ñâÿçàííûå ñ èíâàðèàíòíûìè ìåòðèêàìè
íà ãðóïïàõ Ëè. Çàâåðøàþùàÿ ÷àñòü (ïîñâÿùåííàÿ DLF-òåîðèè) âûâîäèò ÷èòàòåëÿ íà
ïåðåäíèé êðàé ñîâðåìåííîé (2005 ãîä) íàóêè, âîîðóæàÿ åãî ñðåäñòâàìè è èäåÿìè
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ (ñ âîçìîæíûìè ïðèëîæåíèÿìè â
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå).

Òå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå íå îïðåäåëåíû â òåêñòå ïîñîáèÿ, ìîãóò áûòü íàéäåíû â [ÑÃ-
79] (ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû) èëè â (ïÿòèòîìíèêå) "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Ýíöèêëîïåäèÿ".
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Ñ Î Ä Å Ð Æ À Í È Å

Ë - 1 Ïðèìåðû ãðóïï. Ñäâèãè è èõ äèôôåðåíöèàëû
Ë - 2 Àëãåáðû Ëè
Ë - 3 Àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè. Äåéñòâèÿ ãðóïï
Ë - 4 Ââåäåíèå èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè íà ãðóïïå
Ë - 5 Ãåîäåçè÷åñêèå è êðèâèçíà
Ë - 6 Ìèð Ìèíêîâñêîãî (ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè), óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

(îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè)
Ë - 7 Ââåäåíèå â õðîíîìåòðèþ Ñèãàëà
Ë - 8 Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé
Ë - 9 Ïàðàëëåëèçàöèÿ ðàññëîåíèé è êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà
Ë - 10 Ðåàëèçàöèÿ âûøåèçëîæåííîãî íà ïðèìåðå "îäíîìåðíîé õðîíîìåòðèè"
Ë - 11 Äâóñòîðîííå èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè íà ÷åòûðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè
Ë - 12 Íà÷àëà DLF-òåîðèè
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Ë-1

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé,
óäîâëåòâîðÿþùåé òðåì àêñèîìàì: 1) àññîöèàòèâíîñòü, 2) ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû, 3)
íàëè÷èå îáðàòíîãî ýëåìåíòà (äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ãðóïïû).

Ïðèìåð 1. "Îñíîâíàÿ àôôèííàÿ"ãðóïïà. Ìíîæåñòâî G åå ýëåìåíòîâ
åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò
("åäèíèöà"ãðóïïû):

1 = (0, 0, 0). (1)

Óìíîæåíèå â ãðóïïå çàäàåòñÿ òàê:

x · y = z = (x1 + y1e
x3 , x2 + y2e

x3 , x3 + y3). (2)

Óïð.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ãðóïïà G.
Íåêîòîðûå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà: (x · y) · w = x · (y · w), àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ.
Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ê x; äàí x, íàéòè v, îáðàòíûé ê x èç x · v = v · x = 1.
Îòâåò:

v = x−1 = (−x1e
−x3 ,−x2e

−x3 ,−x3). (3)

Ìàòðè÷íàÿ ìîäåëü ýòîé æå ãðóïïû

X =




ex3 0 x1

0 ex3 x2

0 0 1


 . (4)

Óïð. 2. Äîêàçàòü, ÷òî G̃ = {X} ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ
óìíîæåíèå ìàòðèö).

Çàìå÷àíèå. Îòîáðàæåíèå f : G → G̃; f(x) = X, êîòîðîå óïîðÿäî÷åííîé òðîéêå
÷èñåë èç G ñîïîñòàâëÿåò ìàòðèöó (4) èç G̃, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì èçîìîðôèçìà (îäíîé
ãðóïïû íà äðóãóþ). Òàêàÿ áèåêöèÿ ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèå: f(x · y) = X · Y, åäèíèöà
ïåðåõîäèò â åäèíèöó, îáðàòíûé ê x ïåðåõîäèò â îáðàòíûé ê X. Íàñ èíòåðåñóþò
ãðóïïû Ëè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì
("ïîâåðõíîñòüþ"), à îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè îòîáðàæåíèÿìè. Â òàêîé
ñèòóàöèè è èçîìîðôèçìîì ãðóïï Ëè ñ÷èòàåòñÿ ëèøü òîò (àëãåáðàè÷åñêèé) èçîìîðôèçì,
êîòîðûé äèôôåðåíöèðóåì. Ïîäîáíûå óòî÷íåíèÿ ïîäðàçóìåâàþòñÿ è â äàëüíåéøåì (îíè
íå âñåãäà áóäóò ÿâíî ôîðìóëèðîâàòüñÿ).

Óïð. 3. Äîêàçàòü, ÷òî ðàññìîòðåííûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Ëè, à óêàçàííûé
èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï Ëè.

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, èçîìîðôíûå ãðóïïû îáîçíà÷àþòñÿ îäíîé è
òîé æå áóêâîé.

Ïðàâûé ñäâèã Ry îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé: Ry(x) = x · y.
Ëåâûé ñäâèã Lx äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: Lx(y) = x · y. Ýòè îòîáðàæåíèÿ îáðàòèìû:

(Ry)
−1 = Ry−1 , (Lx)

−1 = Lx−1 .
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Ïóñòü äàíî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : G → G, f(x) = z (G � ïîâåðõíîñòü). Íà ïðèìåðå
ðàçìåðíîñòè 3, íàïîìíèì ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà (= êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ); îíî
îáîçíà÷àåòñÿ df èëè f∗. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ (â òî÷êå a èç G) êàê (ëèíåéíîå) îòîáðàæåíèå èç
(êàñàòåëüíîãî â a) ïðîñòðàíñòâà Ta â Tf(a), çàäàâàåìîå ñëåäóþùåé ìàòðèöåé (ñîñòàâëåííîé
èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ):

df =




z1,1 z1,2 z1,3

z2,1 z2,2 z2,3

z3,1 z3,2 z3,3


 ,

çäåñü zi,m = ∂zi/∂xm ïîäñ÷èòàíû ïðè x = a.
Óïð. 4. Íàéòè äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f = Ry â åäèíèöå è äèôôåðåíöèàë

îòîáðàæåíèÿ h = Lx â åäèíèöå
Îòâåò:

df = dRy =




1 0 y1

0 1 y2

0 0 1


 , dh = dLx =




ex3 0 0
0 ex3 0
0 0 1


 .

Îïðåäåëåíèå. Åñëè âñåãäà x·y = y·x, òî òàêàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé
(èëè àáåëåâîé).

Ïðèìåð (äâóìåðíîé ìàòðè÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû).

H =








1 0 x1

0 1 x2

0 0 1






 .

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî H â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè H
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî (çàäàííîãî â G) óìíîæåíèÿ.

Óïð. 5. Äîêàçàòü ÷òî ýòà (ìàòðè÷íàÿ) H- ïîäãðóïïà â G.
Çàìå÷àíèå. H çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x3 = 0.

Ë-2

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
Ëè, åñëè (äîïîëíèòåëüíî ê âåêòîðíîé ñòðóêòóðå) â íåì çàôèêñèðîâàíà áèëèíåéíàÿ
àíòèñèììåòðè÷íàÿ îïåðàöèÿ [, ], óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó ßêîáè: [a, [b, c]] +
[b, [c, a]] + [c, [a,b]] = 0 (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ a,b, c èç L).

Âåêòîð [a,b] íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì (èëè ñêîáêîé Ëè) âåêòîðîâ a èb.
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Ïðèìåð 1. Â êàæäîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî âçÿòü [a,b] = 0. Òàêàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíîé (èëè àáåëåâîé).

Ïðèìåð 2. (Ìàòðè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâíîé àôôèííîé àëãåáðû Ëè) Çàôèêñèðóåì
ñëåäóþùèå òðè ìàòðèöû:

e1 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 , e2 =




0 0 0
0 0 1
0 0 0


 , e3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 .

Íàïîìíèì ðÿä Òåéëîðà äëÿ exp t â íóëå: et = 1 + t + t2/2! + . . . + tn/n! + . . . Òàêîé ðÿä
âñåãäà ñõîäèòñÿ è äëÿ ìàòðèö t.

Óïð. 1. exp(x1e1) = (x1, 0, 0), exp(x2e2) = (0, x2, 0), exp(x3e3) = (0, 0, x3). Çäåñü
èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ èç Ëåêöèè 1:

(x1, 0, 0) =




1 0 x1

0 1 0
0 0 1


 , (0, 0, x3) =




ex3 0 0
0 ex3 0
0 0 1


 è ò.ä.

Óïð. 2. Ïðîâåðèòü, ÷òî (x1, 0, 0) · (0, x2, 0) = (0, x2, 0) · (x1, 0, 0) = (x1, x2, 0);
(x1, x2, 0) · (0, 0, x3) = (x1, x2, x3) 6= (0, 0, x3) · (x1, x2, 0). Îñíîâíàÿ àôôèííàÿ àëãåáðà Ëè
(ðàçìåðíîñòè 3) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìàòðèö (-âåêòîðîâ) e1, e2, e3, ïðè÷åì
ñêîáêîé Ëè [a,b] ÿâëÿåòñÿ ("îáû÷íûé") êîììóòàòîð (ìàòðèö a èb): [a,b] = a · b− b · a.

Óïð. 3. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òàêîãî êîììóòàòîðà (â ëþáîé ðàçìåðíîñòè) âûïîëíåíî
òîæäåñòâî ßêîáè; ÷òî îí áèëèíååí è àíòèñèììåòðè÷åí.

Îïðåäåëåíèå (èçîìîðôèçìà àëãåáð Ëè L, L̃). Ýòî òàêàÿ ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ f
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L íà L̃, ÷òî f([a,b]) = [f(a), f(b)] ïðè âñåõ a,b èç L.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ("àáñòðàêòíàÿ") àëãåáðà Ëè èçîìîðôíà ìàòðè÷íîé àëãåáðå Ëè
(äîïóñêàåò ìàòðè÷íóþ ðåàëèçàöèþ). Äëÿ ãðóïï Ëè � ýòî óæå íå òàê.

Óáåäèòåñü, ÷òî
[e3, e1] = e1, [e3, e2] = e2. (2.1)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.1) íàçûâàþòñÿ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Îíè òî è çàäàþò
ñòðóêòóðó (àáñòðàêòíîé) àëãåáðû Ëè (êîãäà íè÷åãî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ î ïðèðîäå åå
ýëåìåíòîâ). Â (2.1) ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî [e1, e2] = 0 (òðèâèàëüíûå êîììóòàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ îáû÷íî íå ïðèâîäÿòñÿ).

Â ðàçìåðíîñòè n òàáëèöà êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé òàêîâà:

[ei, ej] =
n∑

k=1

Ck
ijek, (2.2)

(çäåñü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i < j èëè èìåòü â âèäó, ÷òî âñåãäà Ck
ji = −Ck

ij). Íå çàáóäüòå, ÷òî
e1, e2, . . . , en � ýòî âåêòîðû (íåêîòîðîãî) áàçèñà â L. Èíäåêñû i, j, k ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
îò 1 äî n; êîãäà âûáðàíû äâà áàçèñíûõ âåêòîðà, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.2)
åñòü ðàçëîæåíèå èõ êîììóòàòîðà ïî âåêòîðàì (ýòîãî æå) áàçèñà. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå
ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî (òàê îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Ck

ij; íà ñàìîì-òî äåëå
ýòî íå ñîâñåì êîíñòàíòû - âåäü èçìåíèâ áàçèñ â äàííîé àëãåáðå Ëè ìû ïîëó÷èì, âîîáùå
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ãîâîðÿ, äðóãèå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ; òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêîâà: {Ck
ij} îáðàçóþò(

1
2

)
-òåíçîð).
Êàæäîé ãðóïïå Ëè G áóäåò ñîïîñòàâëåíà (åå) àëãåáðà Ëè L(G) (ñì Ë-3).
Îïðåäåëåíèå. (ëîêàëüíîãî èçîìîðôèçìà ãðóïï G, G̃). Ýòî òàêàÿ ãëàäêàÿ áèåêöèÿ h

íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè u åäèíèöû â G íà îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü åäèíèöû â G̃,
÷òî h(p · q) = h(p) · h(q) ïðè âñåõ p,q èç u.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå (ôóíäàìåíòàëüíîå) óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà. Ãðóïïû G, G̃ ëîêàëüíî èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ àëãåáðû

Ëè L(G), L(G̃) èçîìîðôíû. Äëÿ êàæäîé àëãåáðû Ëè L ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðóïïà G, ÷òî
L(G) èçîìîðôíà L.

Ïðèìåðîì ëîêàëüíîãî èçîìîðôèçìà äâóõ îäíîìåðíûõ ãðóïï Ëè ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå
h(t) = eit ÷èñëîâîé ïðÿìîé R íà îêðóæíîñòü S (â ïëîñêîñòè x, y), ðàññìàòðèâàåìóþ êàê
ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîäóëÿ îäèí. Ãðóïïîâûå îïåðàöèè: â R � ñëîæåíèå
â S � óìíîæåíèå (êîìïëåêñíûõ ÷èñåë).

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî èìååòñÿ ëèøü îäíà îäíîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè � àáåëåâà.
Â ðàçìåðíîñòè äâà, êðîìå àáåëåâîé àëãåáðû, èìååòñÿ (ñîîòâåòñòâóþùàÿ) îñíîâíàÿ
àôôèííàÿ àëãåáðà Ëè. Îíà ìîæåò áûòü çàäàíà òàáëèöåé [e2, e1] = e1. Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ
íåàáåëåâà àëãåáðà Ëè åé èçîìîðôíà. Ñïèñîê àëãåáð Ëè (äàííîé ðàçìåðíîñòè) â
ðàçìåðíîñòè òðè (è âûøå) � áåñêîíå÷åí.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V -àëãåáðû Ëè L. V íàçûâàåòñÿ
ïîäàëãåáðîé (Ëè), åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ëè (òîé, ÷òî èìååòñÿ â L):
[a,b] ∈ V ïðè âñåõ a,b ∈ V.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîä [V, W ] ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ [c,d], ãäå c ∈ V,d ∈ W,òî
ïðåäûäóùåå óñëîâèå âûãëÿäèò òàê: [V, V ] ⊂ V .

Îïðåäåëåíèå. [L,L] íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé (íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî [L,L] âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé).

Îïðåäåëåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, åñëè [L, V ] ⊂ V (ÿñíî, ÷òî
òàêîå V ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé).

Èíîãäà èäåàëû íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîäàëãåáðàìè.
Îïðåäåëåíèå. Öåíòð C àëãåáðû Ëè: C = {a ∈ L : [a,b] = 0 äëÿ ëþáîãîb ∈ L} (ýòî

âñåãäà èäåàë).
Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ ñóììà W âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ L, L̃ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé

ñóììîé (àëãåáð Ëè L è L̃), åñëè êîììóòàòîð â W çàäàåòñÿ ïðàâèëîì c = (a, ã),d = (b, b̃) ⇒
[c,d] = ([a,b], [ã, b̃]).

Îáîçíà÷åíèå: W = L ⊕ L̃ (ò.å. îáîçíà÷åíèå � òî æå, ÷òî äëÿ ïðÿìîé ñóììû äâóõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ). Äëÿ êàæäîé àëãåáðû Ëè ââîäèòñÿ (ïî èíäóêöèè) âåðõíèé
öåíòðàëüíûé ðÿä: L(1) = [L,L], L(2) = [L(1), L(1)], . . . , L(k+1) = [L(k), L(k)], . . . è íèæíèé
öåíòðàëüíûé ðÿä: L1 = [L,L], L2 = [L,L1], . . . , Lk+1 = [L,Lk], . . . Èõ ýëåìåíòàìè
ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èäåàëû. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî âñåãäà Lk ⊃ L(k).

Îïðåäåëåíèå. L íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî Lm = 0;
ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî m : L(m) = 0.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè ðàçðåøèìà. Îñíîâíàÿ
àôôèííàÿ àëãåáðà (â êàæäîé ðàçìåðíîñòè) ðàçðåøèìà, íî íå íèëüïîòåíòíà.
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Ïðèìåð. Òàáëèöà [l̄3, l̄2] = [l̄1]çàäàåò íèëüïîòåíòíóþ (òðåõìåðíóþ) àëãåáðó Ëè. Îíà
íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè Ãåéçåíáåðãà.

Ë-3

Àëãåáðà Ëè L(G) ãðóïïû Ëè G.
Ïîä (îïðåäåëåííûì ðàíåå) dLx áóäåì ïîíèìàòü åãî çíà÷åíèå â åäèíèöå. Òåì ñàìûì,

dLx ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì èç T â Tx (òàê êàê G ïàðàìåòðèçîâàíà, òî dLx

ÿâëÿåòñÿ è ìàòðèöåé � îíà ñîñòàâëåíà èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñì.
Ë-1).

×åðåç ∂1, ∂2, ∂3, îáîçíà÷àåì ("ïîäâèæíûé") êîîðäèíàòíûé ðåïåð íà G. ßñíî, ÷òî ýòî
áàçèñ âåêòîðíûõ ïîëåé: âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå b̄ íà G ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé: b̄ =
b1∂1 +b2∂2 +b3∂3 (îïðåäåëÿåìûå îäíîçíà÷íî êîýôôèöèåíòû b1, b2, b3 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
îò x).

Êàê ∂1, ∂2, ∂3, òàê è äðóãèå âåêòîðíûå ïîëÿ b̄ � âñå îíè ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè
îïåðàòîðàìè (ïåðâîãî ïîðÿäêà). Ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ òàêîãî îïåðàòîðà b̄ íà (ãëàäêóþ)
ôóíêöèþ f , çàäàííóþ íà G, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ h, îáîçíà÷àåìàÿ b̄(f) (èëè b̄f). Êîììóòàòîð
äâóõ òàêèõ îïåðàòîðîâ ââîäèòñÿ êàê èõ êîìïîçèöèÿ (â ïðÿìîì ïîðÿäêå) ìèíóñ êîìïîçèöèÿ
â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî
ïîðÿäêà (ò.å. âåêòîðíîå ïîëå).

Ê çàäàííîìó âåêòîðíîìó ïîëþ ìîæíî ïðèìåíèòü äèôôåðåíöèàë (íàïðèìåð, ëåâîãî
èëè ïðàâîãî ñäâèãà). Ïîëó÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì, åñëè îíî èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî âñåõ ëåâûõ ñäâèãîâ.

Çàìå÷àíèå. Âîò íàãëÿäíîå ïîíÿòèå î ëåâîèíâàðèàíòíîì âåêòîðíîì ïîëå: íàäî âçÿòü
îòäåëüíûé âåêòîð (óäîáíî áðàòü òàêîé âåêòîð â åäèíèöå) è ïðèìåíèòü ê íåìó âñåâîçìîíûå
ëåâûå ñäâèãè (òîãäà-òî è ïîëó÷èòñÿ âåêòîð â êàæäîé òî÷êå, ò.å. âåêòîðíîå ïîëå).

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðàâîèíâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Èçâåñòíî, ÷òî
êîììóòàòîð äâóõ ïðàâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ïðàâîèíâàðèàíòíûì
âåêòîðíûì ïîëåì (àíàëîãè÷íî � äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ).

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà Ëè L(G) ãðóïïû Ëè G � ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ëåâîèíâàðèàíòûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà G.

Ïîëó÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî ðàçìåðíîñòü ãðóïïû),
â íåì åñòü ñêîáêà Ëè (êîììóòàòîð), âûïîëíÿþòñÿ âñå íåîáõîäèìûå (äëÿ àëãåáðû Ëè)
ñâîéñòâà.

Çàìå÷àíèå. [∂i, ∂j] = 0, ÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî âòîðûõ (ñìåøàííûõ) ÷àñòíûõ
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ïðîèçâîäíûõ.
Ïðèìåð. Âåðíåìñÿ ê (òðåõìåðíîé) îñíîâíîé àôôèííîé àëãåáðå Ëè G. Ââåäåì

ëåâîèíâàðèàíòíûé áàçèñ: l̄1 = ex3∂1, l̄2 = ex3∂2, l̄3 = ex3∂3, (ýòî âåêòîð-ñòîëáöû ìàòðèöû
dLx) è ïðàâîèíâàðèàíòíûé áàçèñ: r1 = ∂1, r2 = ∂2, r3 = x1∂1+x2∂2+∂3 (ýòî âåêòîð-ñòîëáöû
ìàòðèöû dRx).

Óïð. Íàéòè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ. Óáåäèòåñü, ÷òî àëãåáðà ðàçðåøèìà, íî íå
íèëüïîòåíòíà.

Çàìå÷àíèå. "Ïðàâîèíâàðèàíòíûå"êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíû
ëåâîèíâàðèàíòíûì ïî çíàêàì. Ýòî âåðíî â îáùåì ñëó÷àå: íåêîòîðûå àâòîðû îïðåäåëÿþò
L(G) êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðàâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Òàêèå äâå àëãåáðû
(ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êîììóòàöèîííûõ òàáëèö) íàçûâàþòñÿ
äóàëüíûìè. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå àâòîðû âìåñòî ∂1, ∂2, ∂3 èñïîëüçóþò ē1(x), ē2(x), ē3(x)
(÷òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü ýòèõ âåêòîðîâ îò x).

Óïð. Äîêàçàòü, ÷òî äóàëüíûå àëãåáðû èçîìîðôíû.
Óïð. Óáåäèòåñü, ÷òî ïîëÿ l̄1, l̄2, l̄3 êîììóòèðóþò ñ r̄1, r̄2, r̄3 (îïÿòü-òàêè, ýòî âåðíî â

ñëó÷àå ïîëåé íà ëþáîé ãðóïïå Ëè).
Çàìå÷àíèå. ×òîáû íàéòè àëãåáðó Ëè äàííîé ãðóïïû, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü

ëîêàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ýòîé ãðóïïû (äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï ãëîáàëüíûå
ïàðàìåòðèçàöèè íåâîçìîæíû).

Êîãäà ïàðàìåòðèçàöèÿ (ëîêàëüíàÿ èëè ãëîáàëüíàÿ) âûáðàíà, òî ïîëåçíî ïðåäñòàâëÿòü,
÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó x ïðîõîäÿò òðè (â îáùåì ñëó÷àå � ïî ÷èñëó èçìåðåíèé)
êîîðäèíàòíûå ëèíèè. Âåêòîðû ∂1, ∂2, ∂3 ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê (ñîîòâåòñòâóþùèì)
êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì è îáðàçóþò (ò.í. êîîðäèíàòíûé) áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
Tx(G).

Ïîíÿòíî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå èìååòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûé áàçèñ (èç âåêòîðîâ l̄1, l̄2, l̄3)
è ïðàâîèíâàðèàíòíûé áàçèñ (èç âåêòîðîâ r̄1, r̄2, r̄3).

Äåéñòâèÿ ãðóïï
Îïðåäåëåíèå. Äåéñòâèå F (ãðóïïû Ëè ) íà (ìíîãîîáðàçèè )X � ýòî îòîáðàæåíèå

F : G × X → X ñ óñëîâèåì g → F (g, ∗) åñòü ãîìîìîðôèçì G â ãðóïïó âñåõ
(äèôôåðåíöèðóåìûõ) ïðåîáðàçîâàíèé X. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè åãî
ÿäðî òðèâèàëüíî. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè ïðè âñÿêîì x èç X òà ïîäãðóïïà,
êîòîðàÿ ïåðåâîäèò x â x, ñâîäèòñÿ ê òðèâèàëüíîé. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì,
åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû x, y èç X íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû, êîòîðîå
x ïåðåâîäèò â y.

Íàïîìíèì, ÷òî ÿäðî (äåéñòâèÿ) kerF = {g ∈ G : g(x) = x, ∀x ∈ X}. Îðáèòîé (òî÷êè
x ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {g(x) : g ∈ G}.

Ïðèìåð. X = R2, X 3 x = (x1, x2).
Â äàííîì ïðèìåðå ãîìîìîðôèçì F (g, ∗) (èç îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ) ñîïîñòàâëÿåò

ìàòðèöå

g =




et 0 a1

0 et a2

0 0 1




ïðåáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè R2, äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå: x −→ (x1e
t + a1, x2e

t + a2).
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Ìîæíî îáîçíà÷èòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ĝ, òîãäà ĝ(x) = (x1e
t + a1, x2e

t + a2) = (y1, y2).
Ìíîãèå àâòîðû îáîçíà÷àþò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå òîé æå áóêâîé, ÷òî è èñõîäíûé ýëåìåíò
ãðóïïû G. Òîãäà ôîðìóëà òàêîâà: g(x) = (y1, y2), (òàêîå óïðîùåíèå íåðåäêî èñïîëüçóåòñÿ
è â íàøåì òåêñòå).

Íàäååìñÿ, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå âû ñðàçó ðàñïîçíàëè îñíîâíóþ àôôèííóþ ãðóïïó G.
Òåïåðü åå íàçâàíèå ñòàëî áîëåå îáîñíîâàííûì, âåäü ýòà ôîðìóëà îçíà÷àåò ÷òî G äåéñòâóåò
(íà ïëîñêîñòè) àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè � ãîìîòåòèåé è ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè.
Ýòî äåéñòâèå ýôôåêòèâíî è òðàíçèòèâíî. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.

Çàìå÷àíèå. Åñëè âìåñòî óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x1, x2) ââåñòè âåêòîð-ñòîëáåö




x1

x2

1


 ,

òî äåéñòâèå ïðåâðàùàåòñÿ â ìàòðè÷íîå: íàäî ìàòðèöó




x1

x2

1


 óìíîæèòü (ñëåâà) íà

ìàòðèöó g.
Ïðèìåð. Ïóñòü X = S2 (ñòàíäàðòíî âëîæåííàÿ â R3), G = O(3) � ñîâîêóïíîñòü

âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ò.å. èçîìåòðèé, äâèæåíèé) â R3. Ïîíÿòíî, ÷òî G
äåéñòâóåò íà S2. Ýòî äåéñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì. Îíî òðàíçèòèâíî.

Îïðåäåëåíèå. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ïðîñòî òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû
ýëåìåíòîâ x, y íàéäåòñÿ â òî÷íîñòè îäíî ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû G, ïåðåâîäÿùåå x â y.

Ïðèìåð. Äåéñòâèå ãðóïïû Ëè (íà ñåáå ñàìîé) ëåâûìè ñäâèãàìè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî
òðàíçèòèâíûì. Àíàëîãè÷íî � äëÿ ïðàâûõ ñäâèãîâ.

Ë-4

Ïðèìåð. (Óíèòàðíàÿ) ãðóïïà U(2), îïðåäåëåíèå:

U(2) = {z : z∗ = z−1}.

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî z - ýòî 2 × 2 ìàòðèöà ñ (âîîáùå ãîâîðÿ) êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè. Ïðîâåðüòå, ÷òî ââåäåííîå ìíîæåñòâî ìàòðèö îáðàçóåò (ìàòðè÷íóþ) ãðóïïó.
Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ: |det z| = 1. (Íî ñàì îïðåäåëèòåëü
det z ìîæåò áûòü êîìïëåêñíûì ÷èñëîì.)

Âàæíîé ïîäãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ

SU(2) = {z ∈ U(2) : det z = 1}.
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Ìàòðèöà èç ýòîé ïîäãðóïïû ìîæåò áûòü çàäàíà êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè
[

a b
−b a

]
∈ SU(2), a, b : aā + bb̄ = 1.

Åñëè ââåñòè âåùåñòâåííûå ïåðåìåííûå x, y, u, v ïî ôîðìóëàì a = x + iy, b = u + iv, òî
ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì ÷òî òîïîëîãè÷åñêè ãðóïïà SU(2) � ýòî ñôåðà S3.

Àëãåáðà Ëè u(2). Ïîä ìàòðèöàìè Ïàóëè îáû÷íî ïîíèìàþòñÿ

σ0 =

[
1 0
0 1

]
, σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Ñòàíäàðòíûé áàçèñ àëãåáðû Ëè u(2) ñîñòîèò èç ìàòðèö iσm ßñíî, ÷òî u(2) ðàâíà
ïðÿìîé ñóììå (îäíîìåðíîãî) öåíòðà è ïîäàëãåáðû su(2). Öåíòð ïîðîæäåí ìàòðèöåé iσ0,
à iσ1, iσ2, iσ3 � áàçèñ su(2).

Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(3) = {A ∈ M3(R) : AT = A−1}, çäåñü ÷åðåç M3(R) îáîçíà÷åíî
ïðîñòðàíñòâî âñåõ 3× 3 ìàòðèö ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè.

Ïîäãðóïïà SO(3) = {A ∈ O(3) : detA = 1}. Õîðîøî èçâåñòíî 2-íàêðûòèå SU(2) →
SO(3). Åãî ÿäðî ðàâíî {1,−1} ⊂ SU(2). Èçâåñòíî, ÷òî SO(3) íåîäíîñâÿçíà; ãðóïïà æå
SU(2), áóäó÷è òðåõìåðíîé ñôåðîé, îäíîñâÿçíà. Ýòî íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ãðóïï. Â õðîíîìåòðèè Ñèãàëà íåðåäêî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â U(2) :

z =
√

det z u, u ∈ SU(2).

Äðóãèìè ñëîâàìè îáùèé ýëåìåíò z ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòà
[

λ 0
0 λ

]
èç öåíòðà

ãðóïïû íà ýëåìåíò èç ïîäãðóïïû SU(2). Åãî ìîæíî îñóùåñòâèòü è âòîðûì ñïîñîáîì
z = −

√
det z·(−u). Ïàðà (u,−u) îïðåäåëÿåò ìàòðèöó A èç SO(3). Ïîëó÷èëîñü îòîáðàæåíèå

U(2) → SO(3). Ýòî ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ. U(2) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
ðàññëîåíèÿ, ñëîé - îäíîìåðíàÿ îêðóæíîñòü, áàçà � ãðóïïà SO(3).

Çàìå÷àíèå 1. U(2) íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì öåíòðà è SU(2) (â ñìûñëå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãðóïï).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ìàòðèöà ā (îíà æå � è âåêòîð, êàê ýëåìåíò àëãåáðû Ëè)
âçÿòà èç u(2), òî zā åñòü ñîîòâåòñòâóþùåå ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå, à āz �
ïðàâîèíâàðèàíòíîå; çäåñü z "ïðîáåãàåò"âñþ U(2).

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð: íà ïîâåðõíîñòÿõ è íà ãðóïïàõ.
Êîãäà îí çàäàí, òî ïðè âûáîðå òî÷êè ïîâåðõíîñòè G è äâóõ âåêòîðîâ â ýòîé òî÷êå

(÷òî âñåãäà îçíà÷àåò: âåêòîðû a, b ëåæàò â êàñàòåëüíîì ê G ïðîñòðàíñòâå â ýòîé òî÷êå)
îïðåäåëåíî ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ 〈a, b〉
(èëè (a, b)). Êîíå÷íî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îáùèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
êîììóòàòèâíîñòü è ëèíåéíîñòü. Íàñ, â îñíîâíîì, áóäåò èíòåðåñîâàòü ëîðåíöåâî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì).

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð çàâèñèò (âîîáùå ãîâîðÿ) îò òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè. Åñëè íà (÷àñòè)
ïîâåðõíîñòè ââåäåíû êîîðäèíàòû, òî êîýôôèöèåíòû gij ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ÿâëÿþòñÿ
÷èñëîâûìè ôóíêöèÿìè ýòèõ êîîðäèíàò. Âîò êàêîâà ôîðìóëà â ðàçìåðíîñòè äâà:

〈a, b〉 = g11a1b1 + g12a1b2 + g21a2b1 + g22a2b2.
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Â íåêîòîðûõ òåêñòàõ èñïîëüçóåòñÿ (èíîãäà - ïî óìîë÷àíèþ) ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ
Ýéíøòåéíà: ïîä gija

ibj ïîíèìàåòñÿ
n∑

i,j=1

gija
ibj, ò.å. çíàê ñóììû îïóñêàåòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïðàâèëüíåå ââîäèòü âåðõíþþ èíäåêñàöèþ êîìïîíåíò âåêòîðîâ (è
âåêòîðíûõ ïîëåé), òàê êàê ýòî òåíçîð òèïà

(
1
0

)
; ìåòðè÷åñêèé æå òåíçîð � òèïà

(
0
2

)
(äâàæäû

êîâàðèàíòíûé). Åãî ìîæíî ïåðåäåëàòü â äâàæäû êîíòðàâàðèàíòíûé (ýòî ïåðåõîä ê
îáðàòíîé ìàòðèöå, ïåðåõîä â êàæäîé òî÷êå):

[
gmk

]
= [gij]

−1.
Åñëè ìåòðèêà çàäàíà "íà ôîíå"ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî ÷èñëî gij = gjiðàâíî 〈∂i, ∂j〉 (ò.å.,

ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ êîîðäèíàòíîãî ðåïåðà â ýòîé òî÷êå). Èíîãäà ìåòðèêà
çàäàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïîäâèæíîìó ðåïåðó v̄1, v̄2, . . . , v̄n; òîãäà gij = 〈v̄i, v̄j〉.

Ëîðåíöåâà ñèãíàòóðà - ýòî êîãäà îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû îòðèöàòåëüíî,
à âñå îñòàëüíûå - ïîëîæèòåëüíû (èíîãäà - íàîáîðîò).

Îïðåäåëåíèå. Ìåòðèêà íà ãðóïïå Ëè M íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè
âñåãäà

〈
dLxā, dLxb̄

〉
=

〈
ā, b̄

〉
, çäåñü ā, b̄ � âåêòîðû â 1, x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â

M. Àíàëîãè÷íî � ïðàâîèíâàðèàíòíîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûáðàíà ôîðìà (îíà çàäàåò
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèøü â îäíîé òî÷êå, óäîáíî âçÿòü â êà÷åñòâå ýòîé òî÷êè åäèíèöó
ãðóïïû). Çàòåì ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ (ëåâûõ èëè ïðàâûõ) çàäàåòñÿ ìåòðèêà íà âñåé ãðóïïå.

Ïðèìåð. Íà îñíîâíîé àôôèííîé ãðóïïå M ðàçìåðíîñòè äâà ââåäåì
ëåâîèíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó (ò.å., ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ) ìåòðèêó. Èñïîëüçóåì
ðàíåå ââåäåííûå êîîðäèíàòû, íî x1, x2 îáîçíà÷àåì ÷åðåç x, y (÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò
èçëèøíåé èíäåêñàöèè). Ôîðìó â åäèíèöå çàäàåì åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðû l1, l2 (ñì. ñîîòâåòñòâóþùóþ ëåêöèþ)
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð (èëè ïîäâèæíûé áàçèñ). Òàê êàê

∂x = ∂1 = e−yl1, ∂y = ∂2 = l2,

òî ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ êîîðäèíàòíîãî áàçèñà òàêîâû

〈∂1, ∂1〉 = e−2y, 〈∂2, ∂2〉 = 1, 〈∂1, ∂2〉 = 0;

òåì ñàìûì
ds2 = e−2ydx2 + dy2, (4.1)

(ñðàâíèòå ñ îáùèì âûðàæåíèåì â êîîðäèíàòàõ x1, x2 : ds2 =
2∑

i,j=1

gijdxidxj).

Ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî dx, dy ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè îäíî-
ôîðìàìè (òî÷íåå, ïîëÿìè îäíî-ôîðì: âåäü îíè çàäàíû â êàæäîé òî÷êå).
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Ë-5

Òàêèå ïîëÿ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
(äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = f(x)): âûðàæåíèå dy = f ′(x)dx ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì
îäíî-ôîðìû dy ïî (áàçèñíîìó ïîëþ) dx, êîýôôèöèåíò â ýòîì ðàçëîæåíèè ðàâåí f ′(x),
îí çàâèñèò îò òî÷êè, âîîáùå ãîâîðÿ. Òàêèå ðàçëîæåíèÿ èìåþò ìåñòî è â n-ìåðíîì
ñëó÷àå (íàïðèìåð, dz = 2ydx + 2xdy äëÿ ôóíêöèè z(x, y) = 2xy.) Îíè àíàëîãè÷íû óæå
ðàññìîòðåííûì íàìè ðàçëîæåíèÿì âåêòîðíûõ ïîëåé ïî áàçèñíûì âåêòîðíûì ïîëÿì.
(Ïîòî÷å÷íî) îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ôîðìû ñòåïåíè 1 íà âåêòîðíîì ïîëå. Íàïðèìåð,

dx(∂1) = 1, dx(∂2) = 0, dy(∂1) = 0, dy(∂2) = 1 (5.1)

è òðåáîâàíèå ëèíåéíîñòè ïîëíîñòüþ çàäàþò dx, dy êàê ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû
(äåéñòâóþùèå íà âåêòîðíûõ ïîëÿõ). Óñëîâèå (5.1) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì äóàëüíîñòè. Âîò
åãî n−ìåðíûé âàðèàíò:

dxm(∂k) = δmk =

{
1, åñëè m = k
0, åñëè m 6= k,

(5.2)

(áàçèñ dx1, dx2, . . . , dxn êî-êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T ∗
x äóàëåí áàçèñó ∂1, ∂2, . . . , ∂n

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx).
Ôîðìû ñòåïåíè îäèí ìîæíî ïåðåìíîæàòü (ïîëó÷àÿ ôîðìû ñòåïåíè äâà). Òàêàÿ ôîðìà

íàì óæå âñòðåòèëàñü: â ðàâåíñòâå (4.1) (dx)dx îáîçíà÷åíà êàê dx2 à êîýôôèöèåíò ïðè
dxdy ðàâåí íóëþ. Âîò áîëåå ñîâðåìåííûé âàðèàíò îáîçíà÷åíèé: íå dx1dx2, à dx1 ⊗ dx2,
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôîðì.

Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî, òî äëèíà êðèâîé (çàäàííîé
ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(t), a ≤ t ≤ b) ïîäñ÷èòûâàåòñÿ òàê

b∫

a

√
〈ẋ, ẋ〉 dt, ẋ = {ẋ1, . . . , ẋn} =

dx

dt
, (5.3)

çäåñü a, b - íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t. Ìîæíî äàæå ââîäèòü (5.3) â
êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ.

Ôîðìóëîé (4.1) áûëà ââåäåíà (ëåâîèíâàðèàíòíàÿ) ðèìàíîâà ìåòðèêà íà îñíîâíîé
àôôèííîé ãðóïïå G. Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ãåîäåçè÷åñêèå ìîãóò áûòü ââåäåíû
êàê ëîêàëüíî-êðàò÷àéøèå êðèâûå (íàïðèìåð, íà ñôåðå - ýòî îêðóæíîñòè áîëüøîãî
ðàäèóñà). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





ẍ1 +
∑n

i,j=1 Γ1
ijẋiẋj = 0

. . .
ẍn +

∑n
i,j=1 Γn

ijẋiẋj = 0
(5.4)

çäåñü êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ìåòðèêîé ïî ôîðìóëàì

Γk
ij =

n∑
m=1

gkm

2

(
∂gmi

∂xj

+
∂gmj

∂xi

− ∂gij

∂xm

)
. (5.5)
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Èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò ñâîéñòâî Γk
ij = Γk

ji.
Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, òî (5.4) - ýòî

îïðåäåëåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ.
Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó (4.1).
Óïðàæíåíèå. Íàéòè êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè.
(Îòâåò: Γ1

12 = −1, Γ2
11 = e−2y, à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ)

Ñîñòàâèâ ñèñòåìó, (5.4), ââåäÿ z = ey, ïîëó÷èì èíòåãðàë

z2 + (x− a)2 = b (5.6)

(ñ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì a è ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì b).
Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò âåðõíþþ ïîëóîêðóæíîñòü (òàê êàê z > 0) ñ öåíòðîì íà

(ãîðèçîíòàëüíîé) îñè. Ïîëó÷èëàñü ìîäåëü äâóìåðíîé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî: åå òî÷êè
åñòü òî÷êè (x, z) ñ ïîëîæèòåëüíûì z, åå ïðÿìûå - ïîëóîêðóæíîñòè è âåðòèêàëüíûå ëó÷è
(ñ íà÷àëîì íà îñè x, ýòî îñîáûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû). Íà òàêîé ìîäåëè ëåãêî ïîíÿòü
íåçàâèñèìîñòü (çíàìåíèòîãî!) ïÿòîãî ïîñòóëàòà ãåîìåòðèè Åâêëèäà.

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ ïîíÿòèé îïðåäåëÿåìûõ ìåòðèêîé Ïóñòü äàíû
âåêòîðíûå ïîëÿ a = am∂m, y = ym∂m.

Îïðåäåëåíèå. Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (y ïî a) - ýòî âåêòîðíîå ïîëå Day,
i−êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà

(Day)i =
∂yi

∂xm

am + Γi
jmyjam.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîðîì êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ (òðèëèíåéíûé) îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé íà âåêòîðíûõ ïîëÿõ x, y, z ïî ôîðìóëå

Rxy(z) = Dx(Dyz)−Dy(Dxz)−D[x,y]z,

(çäåñü [x, y] � êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé).
Êîìïîíåíòû Ri

jkm (ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñó âåêòîðíûõ ïîëåé e1, e2, . . . , em)
îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâ Rekem(ej) = Ri

jkmei.
Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ êîìïîíåíò çàäàåò òåíçîð òèïà

(
1
3

)
, íàçûâàåìûé òåíçîðîì

êðèâèçíû (èëè òåíçîðîì Ðèìàíà).
Çàìå÷àíèå 1. Ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî âûðàçèòü ýòè êîìïîíåíòû ÷åðåç êîýôôèöèåíòû

ñâÿçíîñòè. Èç ïîëó÷àþùåéñÿ ôîðìóëû (ïðèâîäèòü çäåñü êîòîðóþ íåò íåîáõîäèìîñòè),
ñëåäóåò, ÷òî åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ðàâíû íóëþ (êàê ôóíêöèè), òî è âñå
êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ðàâíû íóëþ (â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
ïëîñêîå.)

Çàìå÷àíèå 2. Â (íàïðèìåð, îðòîíîðìèðîâàííîì) áàçèñå åâêëèäîâà (èëè
ïñåâäîåâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà âñå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ðàâíû íóëþ (÷òî ñðàçó
æå ñëåäóåò èç ôîðìóë (5.5)), òàêèå ïðîñòðàíñòâà - ïëîñêèå. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî â
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ (ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà!) ÷àñòü Γi

jk îòëè÷íà îò íóëÿ (äåëî
â òîì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Γi

jk íå çàäàåò òåíçîð, ýòî òàê íàçûâàåìûé îáúåêò ñâÿçíîñòè - ñ
áîëåå ñëîæíûì, íåæåëè òåíçîðíûé, çàêîíîì ïåðåñ÷åòà êîìïîíåíò ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé). Êîìïîíåíòíû æå ëþáîãî òåíçîðà (â òîì ÷èñëå è òåíçîðà
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êðèâèçíû) îñòàþòñÿ íóëÿìè (åñëè ýòî áûëè âñå íóëè â íåêîòîðîé èñõîäíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò). Ïîýòîìó âûðàæåíèå íóëåâîé òåíçîð êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Îïðåäåëåíèå. Òåíçîðîì Ðè÷÷è íàçûâàåòñÿ ñâåðòêà òåíçîðà êðèâèçíû (ïî âåðõíåìó
è âòîðîìó íèæíåìó èíäåêñàì): Rjm = Ri

jim.
Ó (äâàæäû êîâàðèàíòíîãî) òåíçîðà Ðè÷÷è ìîæíî ïîäíÿòü îäèí èíäåêñ (ïóñòü -

ïåðâûé, íî ýòî íåâàæíî, òàê êàê òåíçîð Ðè÷÷è ñèììåòðè÷åí): Rm
k = gmiRik.

Ïîëó÷àåòñÿ òåíçîð òèïà
(
1
1

)
(òàêæå íàçûâàåìûé òåíçîðîì Ðè÷÷è, èíîãäà - îïåðàòîðîì

Ðè÷÷è; ïîíÿòíî, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû òîæå áûâàåò ðàçíûõ òèïîâ - ó èñõîäíîãî òåíçîðà
ìîæíî âåðõíèå èíäåêñû îïóñêàòü, à íèæíèå ïîäíèìàòü).

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé S (ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé) íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ (òî÷êè), ðàâíàÿ Rm

m, ò.å. ýòî ñâåðòêà (â äàííîì ñëó÷àå - ïðîñòî ñëåä) îïåðàòîðà
Ðè÷÷è.

Ë-6

Íàïîìíèì öåïî÷êó, ïðèâåäøóþ íàñ îò ìåòðèêè g ê ñêàëÿðíîé êðèâèçíå S :

g −→ Γi
jk −→ R −→ Ric −→ S.

Íà ïåðâûõ äâóõ ýòàïàõ ïîìèìî àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðèìåíÿëîñü
äèôôåðåíöèðîâàíèå, äâà ïîñëåäíèõ áûëè "÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèìè".

Ïîä óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ)
ïîíèìàþòñÿ ðàâåíñòâà

Ric− gS/2 = T.

Â ïðàâîé ÷àñòè T � ýòî ñóììà òåíçîðà ýíåðãèè-íàòÿæåíèÿ âåùåñòâà è òåíçîðà
ýíåðãèè-íàòÿæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ (åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü
çàäàíà) ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
(âòîðîãî ïîðÿäêà) äëÿ îòûñêàíèÿ ìåòðèêè g. Òåíçîð Ric − gS/2 íåðåäêî íàçûâàþò
òåíçîðîì Ýéíøòåéíà.

Â ñîâðåìåííîé (2005 ãîä) ôèçèêå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ (ïðàâäîïîäîáíîé,
"ðåàëèñòè÷åñêîé") ïðàâîé ÷àñòè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äîìèíàíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå
óñëîâèÿ [Kr-80, p.71]. Ýòè óñëîâèÿ ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè
(ïîäñ÷èòûâàåìàÿ ïðîèçâîëüíûì íàáëþäàòåëåì) äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíà,
à ïîäñ÷èòûâàåìûé íàáëþäàòåëåì âåêòîð q ïîòîêà ýíåðãèè äîëæåí áûòü
íåïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì.
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Ïîÿñíåíèÿ. Èìååòñÿ â âèäó ìãíîâåííûé íàáëþäàòåëü, ò.å., åäèíè÷íûé
âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð v. Ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå T (v,v) òåíçîðà T
íà ýòîì âåêòîðå (åñëè æå ñèãíàòóðà ìåòðèêè âûáðàíà -,+,+,+, òî −T (v,v) íàçûâàåòñÿ
ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè). Âåêòîð q ðàâåí îáðàçó âåêòîðà v ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà T .
Ëîðåíöåâà ìåòðèêà (äàæå â îäíîì ñîáûòèè) çàäàåò ñâåòîâîé êîíóñ (â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå), ñîñòîÿùèé èç ñâåòîâûõ (èíîãäà ãîâîðÿò: èçîòðîïíûõ) âåêòîðîâ.
Âðåìåíèïîäîáíûå âåêòîðû íàïðàâëåíû "âíóòðü"ýòîãî êîíóñà ("ââåðõ"èëè "âíèç"), à
ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå - "âáîê".

Äàëüíåéøèå Ëè-àëãåáðàè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû.
Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò a àëãåáðû Ëè ïî ôîðìóëå ada(b) = [a, b] çàäàåò

ëèíåéíûé îïåðàòîð ada ("àä", îò àíãë. adjoint).
Îïðåäåëåíèå. (Êâàäðàòè÷íàÿ) ôîðìà Êèëëèíãà àëãåáðû Ëè � ýòî

B(x, x) = Tr(adx ◦ adx).

Ïî êâàäðàòè÷íîé ôîðìå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ
ôîðìà. Îíà ìîæåò áûòü çàäàíà êàê Tr(adx ◦ ady), ñëåä êîìïîçèöèè.

Ïðèìåð. Àëãåáðà Ëè sl(2,R) (îíà èçîìîðôíà su(1,1)).
[e1, e2] = −e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2.

ad1 =




0 0 0
0 0 −1
0 −1 0


 , ad2 =




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 , ad3 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 , adx =




0 −x3 x2

x3 0 −x1

x2 −x1 0


 ,

B(x, x) = 2x2
1 + 2x2

2 − 2x2
3.

Çàìå÷àíèå. Áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ
adi = adei

, adx = xiadi = x1ad1 + x2ad2 + x3ad3.
Ïîëó÷èëàñü (íåâûðîæäåííàÿ, äèàãîíàëüíàÿ) ìàòðèöà g = [gij] = diag{2, 2,−2}.
Íàïîìíèì ÷òî (ëèíåéíûé) îïåðàòîð U íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûì (ïî îòíîøåíèþ

ê ôîðìå 〈·, ·〉), åñëè 〈a, Ub〉+ 〈Ua, b〉 = 0, ∀a, ∀b.
Îïð. Ôîðìà 〈·, ·〉 íà àëãåáðå Ëè íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé, åñëè

〈a, [b, c]〉+ 〈[b, a], c〉 = 0

êàêîâû áû íè áûëè âåêòîðû a, b, c(äðóãèìè ñëîâàìè, âñå îïåðàòîðû U = adb

êîñîñèììåòðè÷íû).
Çàìå÷àíèå. Åñëè íà ãðóïïå Ëè ââîäèòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà g, èñõîäÿ èç

èíâàðèàíòíîé ôîðìû íà àëãåáðå Ëè, òî g îêàçûâàåòñÿ è ïðàâîèíâàðèàíòíîé (ò.å., òàêàÿ g �
áè-èíâàðèàíòíà). Çíà÷åíèå â åäèíèöå îïåðàòîðà êðèâèçíû ïîäñ÷èòûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè
([Mi-76, ñ.105]):

Rxy = (1/4)ad[x,y].

Òåîðåìà. Ôîðìà Êèëëèíãà èíâàðèàíòíà.
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Åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé: àëãåáðà Ëè ïðîñòà, åñëè îíà íåàáåëåâà è íå ñîäåðæèò
íåòðèâèàëüíûõ èäåàëîâ; àëãåáðà Ëè ïîëóïðîñòà, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé
ïðîñòûõ àëãåáð; àëãåáðà Ëè êîìïàêòíà, åñëè åå ôîðìà Êèëëèíãà çíàêîîïðåäåëåíà.

Ïðèìåðû â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ.
Dim = 1 : àáåëåâà; dim = 2 : àáåëåâà è [e2, e1] = e1; ÿñíî, ÷òî e1 ïîðîæäàåò èäåàë;

dim = 3 : åñòü äâå ïðîñòûå àëãåáðû Ëè � su(1, 1) (îíà æå sl(2, R)), íåêîìïàêòíà; su(2)
(îíà æå so(3)) � êîìïàêòíà; dim = 4 : ïðîñòûõ àëãåáð íåò (ôîðìà Êèëëèíãà âñåãäà
âûðîæäåíà).

Òåîðåìà. Àëãåáðà Ëè ïîëóïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ôîðìà Êèëëèíãà
íåâûðîæäåíà.

Çàìå÷àíèå. Îáùàÿ ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ (è êëàññèôèêàöèÿ) àëãåáð Ëè âåñüìà
ñëîæíà (êðîìå òîãî, íå äëÿ âñåõ êëàññîâ àëãåáð Ëè îíà çàâåðøåíà). Ïðèâåäåì åùå îäèí
ýëåìåíò ýòîé òåîðèè.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü L, V � àëãåáðû Ëè (îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè). Åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé âåêòîð a â L è òàêîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî h îïåðàòîðà ada, ÷òî h íå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì íè äëÿ êàêîãî îïåðàòîðà adv â V, òî L, V íå èçîìîðôíû.

Ýòî ñîîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà (áîëåå ïðîñòîé) ìåòîä
ñðàâíåíèÿ öåíòðàëüíûõ ðÿäîâ "íå ñðàáàòûâàåò".

Ïðèìåð. Îñíîâíàÿ àôôèííàÿ àëãåáðà Ëè L (ðàçìåðíîñòè 3) íå èçîìîðôíà àëãåáðå
Ëè V ãðóïïû äâèæåíèé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. V çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè [e1, e3] =
e2, [e3, e2] = e1 (ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðíûå ïîëÿ, ãåíåðèðóþùèå ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû
è åâêëèäîâû ïîâîðîòû, ðàâíû

∂x, ∂y, x∂y − y∂x.

Ìèð Ìèíêîâñêîãî êàê àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ìèðîì Ìèíêîâñêîãî ìîæíî ïîíèìàòü ÷åòûðåõìåðíîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî M ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈., .〉 ëîðåíöåâîé ñèãíàòóðû (íàïðèìåð,
-,+,+,+). Òåì ñàìûì, â íåêîòîðîì áàçèñå (íàçûâàåìîì îðòîíîðìèðîâàííûì) çíà÷åíèå
òàêîãî (ëîðåíöåâà) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà âåêòîðàõ v,w ðàâíî

〈v, w〉 = −v0w0 + v1w1 + v2w2 + v3w3.

Çàìå÷àíèå. Ïðàâèëüíåå ñ÷èòàòü, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì, à íå âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì. Ýòî î÷åíü áëèçêèå ïîíÿòèÿ: â àôôèííîì íåò âûäåëåííûõ ýëåìåíòîâ (÷òî
áîëåå åñòåñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè: âñå ñîáûòèÿ ðàâíîïðàâíû).
Âîò ñòðîãîå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V. Ìíîæåñòâî W íàçûâàåòñÿ
àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì (èñõîäíîå V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì,
àññîöèèðîâàííûì ñ W ), åñëè (àáåëåâà ãðóïïà) V äåéñòâóåò íà W ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî
(ñì. Ë-3).

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ñîáûòèé ïðåäñòàâèìà ïîâåðõíîñòüþ
(÷åòûðåõìåðíîé), à âåêòîðû (íà ïîâåðõíîñòè) ïðèíàäëåæàò êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâàì
â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ ("ñîáûòèÿõ"). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñëåäóåò èìåòü â âèäó
óæå â ñëó÷àå (ïëîñêîãî, ò.å. ñ ðàâíûì íóëþ òåíçîðîì êðèâèçíû) àôôèííîãî ìèðà
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Ìèíêîâñêîãî. Äàæå â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðàâèëüíåå íå îòîæäåñòâëÿòü êàñàòåëüíûå
ïðîñòðàíñòâà (ñîñòîÿùèå èç âåêòîðîâ) ñ ñàìèì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì (ñîñòîÿùèì èç
òî÷åê, "ñîáûòèé").

Ýëåìåíòû õðîíîìåòðè÷åñêîé òåîðèè È. Ñèãàëà.
Èðâèíã Ñèãàë (ÑØÀ, 1918-1998) áûë îäíèì èç êðóïíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ äâàäöàòîãî

ñòîëåòèÿ (ñì.[AMS-99] è [JFA-02]). Ïîñëå Âòîðîé Ìèðîâîé âîéíû îí ïðîâåë äâà
ãîäà â Ïðèíñòîíå, ãäå áûë â ïåðâûé ðàç (ýòèõ íàãðàä ó íåãî òðè) íàãðàæäåí
ïðåìèåé Ãóããåíõàéìà. Ñðåäè ïðî÷èõ îòëè÷èé - èçáðàíèå â Íàöèîíàëüíóþ Àêàäåìèþ
(ÑØÀ) â 1973 ãîäó è íàãðàæäåíèå Ïðåìèåé Ãóìáîëüäòà â 1981. Â ×èêàãñêîì
óíèâåðñèòåòå (1948-1960) ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì çàùèòèëîñü ïÿòíàäöàòü ÷åëîâåê (ðå÷ü
èäåò î PhD, â ÑØÀ íåò äâóõñòóïåí÷àòîé ñèñòåìû äèññåðòàöèé), à â Ýì-Àé-Òè (ýòî
çíàìåíèòàÿ Ìàññà÷óñåòòñêàÿ Òåõíîëîæêà), íà÷èíàÿ ñ 1960 ãîäà, çàùèòèëè äèññåðòàöèè
äâàäöàòü ïÿòü åãî ñòóäåíòîâ. Èç [AMS-99, ññ.658-659]: "Ñèãàë ñ÷èòàë, ÷òî âñåëåííàÿ
àäåêâàòíî ìîäåëèðóåòñÿ óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé êîíôîðìíîé êîìïàêòèôèêàöèè
D ìèðà Ìèíêîâñêîãî M. Åãî ñëåäîâàíèå ýòîé èäåå áûëî ñòðàñòíûì è èñêëþ÷èòåëüíî
ïëîäîòâîðíûì (áîëåå 120 ñòàòåé ïî õðîíîìåòðèè, ìíîãèå èç íèõ áûëè îïóáëèêîâàíû
âåäóùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè, ôèçè÷åñêèìè è àñòðîíîìè÷åñêèìè æóðíàëàìè; ïðèìå÷.
àâòîðîâ)... Ïî÷åìó æå ýòà åãî äåÿòåëüíîñòü äî ñèõ ïîð íåäîñòàòî÷íî çàìå÷åíà? Îò÷àñòè -
èç-çà áåñêîìïðîìèññíîñòè (è äàæå "áîåâèòîñòè") íàó÷íûõ äèñêóññèé Ñèãàëà. Íî âåëèêà
è "çàñëóãà"ñïåöèàëèñòîâ â êîñìîëîãèè è òåîðèè ÷àñòèö: îíè óïîðíî ñòàðàþòñÿ óäåðæàòü
ñâîè "ïîçèöèè"... Çíà÷èìîñòü õðîíîìåòðè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè Ñèãàëà ñìîãóò îöåíèòü
ëèøü áóäóùèå ïîêîëåíèÿ."

Ýðìèòîâà ìîäåëü ìèðà Ìèíêîâñêîãî è îòîáðàæåíèå Êýëè.
Â ôèçèêå õîðîøî èçâåñòíû ìàòðèöû Ïàóëè σ0, σ1, σ2, σ3, ñì. ëåêöèþ 4. Ñ èõ

ïîìîùüþ (âåêòîðíûé) ìèð Ìèíêîâñêîãî M ïðåäñòàâèì â âèäå ñîâîêóïíîñòè âñåõ äâà
íà äâà ýðìèòîâûõ ìàòðèö h = x0σ0 + x1σ1 + x2σ2 + x3σ3; (òîãäà ih - êîñîýðìèòîâà).
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîñîýðìèòîâûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ (ââåäåííîé â ëåêöèè 4) àëãåáðîé Ëè
u(2). Ýêñïîíåíòû ýòèõ ìàòðèö ïîðîæäàþò ãðóïïó U(2). Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå
îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïåðåõîäà îò ìàòðè÷íîé àëãåáðû Ëè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå Ëè:

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå Êýëè äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

c(h) = (1 + ih/2)(1− ih/2)−1.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 1 − ih/2 íå ðàâåí íóëþ (òåì
ñàìûì, îòîáðàæåíèå Êýëè îïðåäåëåíî íà âñåì ìèðå Ìèíêîâñêîãî M).

Èçâåñòíî ÷òî îáðàç c(M) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì U(2).
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Ë-7

Ìèð Ìèíêîâñêîãî M âëîæåí â D = U(2) (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ). Íà ãðóïïå Ëè D
ìîæíî òàê ââåñòè áèèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó, ÷òî îòîáðàæåíèå Êýëè áóäåò êîíôîðìíî.
Èìåííî òàêîé âûáîð ñäåëàí â ðàáîòàõ Ñèãàëà ñ ñîàâòîðàìè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå Êýëè ïåðåíîñèò èç M â D êîíôîðìíóþ ñòðóêòóðó.

Íàïîìíèì ÷òî, îòîáðàæåíèå f îäíîãî (ðèìàíîâîãî èëè ïñåâäîðèìàíîâîãî)
ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì, åñëè 〈f∗a, f∗b〉 = h 〈a, b〉.

Çäåñü (âñþäó ïîëîæèòåëüíàÿ) ôóíêöèÿ h ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò òî÷êè x (íî íå îò
âûáîðà âåêòîðîâ â äàííîé òî÷êå). Åñëè h(x) = const, òî ýòî ãîìîòåòèÿ (äèëàòàöèÿ);
åñëè h(x) ðàâíà åäèíèöå (âî âñåõ òî÷êàõ), òî òàêîå f íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé (åñëè ðå÷ü
èäåò î ïðåîáðàçîâàíèè îäíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåðìèí äâèæåíèå).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðè÷èííîñòè, íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò (êîìïàêòíîãî) ìèðà D ê åãî
óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé D̃ (ñ òîïîëîãèåé öèëèíäðà R1×S3 íàä ñôåðîé S3 = SU(2)).
Äåëî â òîì, ÷òî â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè âñåãäà èìååòñÿ ò.í. ìàøèíà âðåìåíè
(ò.å., íàïðàâëåííàÿ â áóäóùåå êðèâàÿ, âîçâðàùàþùàÿñÿ â ñâîå íà÷àëüíîå ñîáûòèå).

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàïðàâëåííûõ â áóäóùåå âðåìåíèïîäîáíûõ êðèâûõ (èñõîäÿøèõ
èç åäèíèöû ãðóïïû D̃) îáðàçóåò ïîëóãðóïïó (ò.å., ìíîæåñòâî çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ). Ïðèìåíÿÿ ëåâûé (èëè ïðàâûé � âåäü ìåòðèêà áèèíâàðèàíòíà!) ñäâèã
ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî J+

x � ïðè÷èííîå áóäóùåå ñîáûòèÿ x
Ïðè÷èííàÿ ñòðóêòóðà ìèðà D̃� ýòî ñåìåéñòâî {J+

x : x ∈ D̃} (â ñïåöèàëüíîé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè ïðè÷èííàÿ ñòðóêòóðà ìèðà M ââîäèòñÿ êàê ñåìåéñòâî ïðè÷èííûõ
êîíóñîâ {K+

x }). Ìîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå Êýëè ïåðåâîäèò îäíó ïðè÷èííóþ
ñòðóêòóðó â äðóãóþ: c(K+

x ) = J+
c(x) ïðè âñåõ x èç M.

Âàæíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü q - ïðåîáðàçîâàíèå ìèðà D̃. Åñëè q(J+

x ) = J+
q(x) ïðè âñåõ x èç D̃, òî

ïðåîáðàçîâàíèå q êîíôîðìíî. Ëþáîå êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìèðà D̃ ñîõðàíÿåò åãî
ïðè÷èííóþ ñòðóêòóðó.

Ïîíÿòíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìèðà D̃ îáðàçóåò ãðóïïó.
Ýòó ãðóïïó Ëè áóäåì îáîçíà÷àòü G. Èçâåñòíî, ÷òî L(G) = su(2, 2). Ýòè (è äðóãèå)
äåòàëè áóäóò ïðèâåäåíû íèæå. Èíòåðåñíî, ÷òî â ìèðå Ìèíêîâñêîãî íå âñå (ëîêàëüíûå)
êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëåíû ãëîáàëüíî. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ìèðà D
ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü âñåõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èíîãäà ãîâîðÿò
òàê: êîíôîðìíàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò â D ãëîáàëüíî. Â M îíà äåéñòâóåò ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè.

Ïðè êëàññèôèêàöèè ÷àñòèö è âçàèìîäåéñòâèé ìèðà D̃ ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé ìîæíî îñóùåñòâëÿòü â (êîìïàêòíîì) ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè U(2) = D. Çàòåì
ýòè êîíñòðóêöèè ïîäíèìàþòñÿ (ýòî ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé òåðìèí) íà D̃. Ïðèìåðîì
ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíîå äåéñòâèå. Ââåäåì åãî íà D.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé G = SU(2, 2) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ÷åòûðå íà
÷åòûðå ìàòðèö g (ñ áëî÷íîé ñòðóêòóðîé)

g =

[
A B
C D

]
, (7.1)
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÷òî áëîêè A,B,C,D ÿâëÿþòñÿ äâà íà äâà ìàòðèöàìè ñ (âîîáùå ãîâîðÿ) êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè, ïðè ýòîì det g = 1, A∗A− C∗C = 1, B∗B −D∗D = −1, A∗B = C∗D.

Âîò äåéñòâèå òàêîãî g íà ýëåìåíò z ìèðà U(2) :

gz = (Az + B)(Cz + D)−1. (7.2)

Ìîæíî äîêàçàòü (èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (7.1) è ïðèíàäëåæíîñòü ìàòðèöû z óíèòàðíîé
ãðóïïå), ÷òî ïðè ëþáûõ g è z ôîðìóëà (7.2) çàäàåò ýëåìåíò èç D = U(2). Êðîìå òîãî,
âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ (7.2) ÿâëÿþòñÿ êîíôîðìíûìè (ïî îòíîøåíèþ ê âûøåóïîìÿíóòîé
áèèíâàðèàíòíîé ìåòðèêå íà D).

Åùå îäíîé âàæíîé (âåùåñòâåííîé) ãðóïïîé Ëè ÿâëÿåòñÿ SL(2, C) � ñîâîêóïíîñòü
âñåõ äâà íà äâà (êîìïëåêñíûõ) ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì. Îíà ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé ãðóïïû Ëîðåíöà (òî÷íåå, åå êîìïîíåíòû åäèíèöû). Ýòî
(äâóëèñòíîå) íàêðûòèå íå ïðèâîäèòñÿ, òàê êàê â êîíòåêñòå íàøåãî èçëîæåíèÿ ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî SL(2, C) è åñòü ãðóïïà Ëîðåíöà Λ0. Îíà øåñòèìåðíà. Åñëè äîïóñòèòü
ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü, òî ïîëó÷àåòñÿ ãðóïïà Λ ðàçìåðíîñòè 7 (ò.í. ðàñøèðåííàÿ
ãðóïïà Ëîðåíöà) ñ îáùèì ýëåìåíòîì S = et/2L (çäåñü t ∈ R, L ∈ SL(2, C)). Òàêîé
ìíîæèòåëü ñîîòâåòñòâóåò ãîìîòåòèè.

Çàôèêñèðóåì ñëåäóþùåå äåéñòâèå ãðóïïû Λ íà (ýðìèòîâîì) ìèðå Ìèíêîâñêîãî M :

x → etLxL∗. (7.3)

Ðàñøèðåííîé ãðóïïîé Ïóàíêàðå P íàçûâàåòñÿ ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Λ è âåêòîðíîé
ãðóïïû M. Åñëè (S, f) è (T, h) � ýëåìåíòû P, òî èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî (ST, S(h) + f).
Çäåñü S(h) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (7.3). Â òåðìèíàõ ýòèõ îáîçíà÷åíèé ââåäåì è äåéñòâèå
ãðóïïû P íà M :

x → SxS∗ + f. (7.4)

Ñòàíäàðòíîé ãðóïïîé ñîâðåìåííîé (2005 ãîä) òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ
(äåñÿòèìåðíàÿ) ãðóïïà Ïóàíêàðå P0 (îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû P, ïîëó÷àþùåéñÿ
ïðè íàëè÷èè ëèøü åäèíè÷íîãî ìíîæèòåëÿ). Â ðàìêàõ õðîíîìåòðèè, P èçîìîðôíà
ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé (7.2), êîòîðûå ïåðåâîäÿò ýëåìåíò ìèíóñ åäèíèöà â
ñåáÿ (ò.í. ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà).

Çíà÷åíèå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî ðàññìîòðåíèå
D = U(2) (âìåñòî íà÷àëüíîãî âåêòîðíîãî M) íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå èñõîäíîé "Ïóàíêàðå-
èíôîðìàöèè".

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì b èç P â G = SU(2, 2) ñ óñëîâèåì

b(g)c(h) = c(g(h)), (7.5)

çäåñü h - èç M, à c - ýòî îòîáðàæåíèå Êýëè.
Ïîÿñíåíèå. Â ðàâåíñòâå (7.5) g(h) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (7.4), à ñëåâà èìååòñÿ â âèäó

äðîáíî-ëèíåéíîå äåéñòâèå (7.2).
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Çàôèêñèðóåì áàçèñ Lij (âñåãäà Lji = −Lij) â àëãåáðå Ëè su(2, 2). Òàáëèöà
êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé òàêîâà:

[Lim,Lmk, ] = −emLik, (8.1)

çäåñü èíäåêñû i,m, j, k ïðèíèìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ îò −1 äî 4, à e−1 = e0 = 1, e1 = e2 =
e3 = e4 = −1. ßñíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðû ðàâíà 15. Òàê êàê G = SU(2, 2) � ìàòðè÷íàÿ,
òî è {Lij} ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè (îíè ïðèâîäÿòñÿ â íåñêîëüêèõ òåêñòàõ).

Òàê êàê çàäàíî äåéñòâèå ãðóïïû G íà D, òî êàæäûé âåêòîð Lij ïîðîæäàåò âåêòîðíîå
ïîëå. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Lij, íåæèðíûé øðèôò. ×òîáû íàéòè åãî çíà÷åíèå íà ôóíêöèè f
â z, íàäî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü f(g−1z) ïî t, ïðè t = 0. Çäåñü g = exp(tLij)� ýêñïîíåíòà
îò ìàòðèöû. Åñëè ñîñòàâèòü òàáëèöó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ýòèõ âåêòîðíûõ
ïîëåé, òî ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷àþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ (8.1):

[Lim, Lmk, ] = emLik, (8.2)

Çàìåòèì, ÷òî U(2) íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì öåíòðàëüíîé ïîäãðóïïû
è SU(2). Â ýòîì ñìûñëå äâóëèñòíàÿ íàêðûâàþùàÿ (ãðóïïà S1 × SU(2)) óñòðîåíà
ïðîùå. Ôèêñèðóåòñÿ íàêðûòèå, ïåðåâîäÿùåå ïàðó (eit, V ) â ìàòðèöó eitV, çäåñü V - èç
SU(2). Â ðàáîòàõ Ñèãàëà S1 × SU(2) ïàðàìåòðèçóåòñÿ (èçáûòî÷íûìè) êîîðäèíàòàìè
u−1, u0, u1, u2, u3, u4 : u2

−1 + u2
0 = u2

1 + u2
2 + u2

3 + u2
4 = 1.

Äåéñòâèå ãðóïïû G íà U(2) ìîæíî ïîäíÿòü äî äåéñòâèÿ íà S1 × SU(2) = D(2). Â
÷àñòíîñòè, â îäíîé èç òàáëèö âñå âåêòîðíûå ïîëÿ Lij íà D(2) íàéäåíû êàê ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X0, X1, X2, X3; ýòè áàçèñíûå ïîëÿ
âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X0 = L−10, X1 = L14 − L23, X2 = L24 − L31, X3 = L34 − L12. (8.3)

Òàê êàê ìèð Ìèíêîâñêîãî M âëîæåí è â D(2), òî ãåíåðàòîðû T0, T1, T2, T3 ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç X0, X1, X2, X3 è, êîíå÷íî æå, ÷åðåç Lij :

T0 =
1

2
(L−10 + L04), T1 =

1

2
(L−11 + L14), T2 =

1

2
(L−12 + L24), T3 =

1

2
(L−13 + L34).

Ýëåìåíòû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.
Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå (êîíå÷íîìåðíîå) ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G - ýòî åå

ãîìîìîðôèçì U â ãðóïïó GLn(R) èëè GLn(C). Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè
U - èíúåêöèÿ.

Òåì ñàìûì, åñëè ïðåäñòàâëåíèå òî÷íîå, òî èñõîäíàÿ ãðóïïà ðåàëèçóåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ
ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (îáîçíà÷àåìûõ Ug : g ∈ G), äåéñòâóþùèõ â
ôèêñèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L (íàçûâàåìîì ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ).
Ïðîñòðàíñòâî L ìîæåò íå áûòü êîíå÷íîìåðíûì (äëÿ ïðåäñòàâëåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ
êîíå÷íîìåðíûìè).
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Îïðåäåëåíèå. Ïðåäñòàâëåíèÿ U, V íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîé èçîìîðôèçì Q ïðîñòðàíñòâ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé, ÷òî

Vg = QUgQ
−1, ∀g ∈ G. (8.4)

Îïðåäåëåíèå. Åñëè (çàìêíóòîå) ïîäïðîñòðàíñòâî L1 ñîäåðæèòñÿ â L è Ug(L1) ⊂ L1

ïðè âñåõ g èç G, òî L1− íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, à ñóæåíèå U1

ïðåäñòàâëåíèÿ U ñ L äî L1 íàçûâàåòñÿ ïîäïðåäñòàâëåíèåì.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè òàêîå L1 ñóùåñòâóåò, òî èñõîäíîå L íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì.

Èíà÷å - íåïðèâîäèìûì.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè òàêîå L1 ñóùåñòâóåò, òî â ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå L/L1 ìîæíî

çàäàòü ôàêòîð-ïðåäñòàâëåíèå. Îíî äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

fg(a + L1) = Ug(a) + L1. (8.5)

Íàïîìíèì, ÷òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî L/L1 ýòî {a + L1 : a ∈ L}.
Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìîé ñóììîé U = U1 ⊕ U2 ïðåäñòàâëåíèé U1 è U2 íàçûâàåòñÿ

ïðåäñòàâëåíèå U äåéñòâóþùåå â L1 ⊕ L2 ïî ôîðìóëå

Ug(l1, l2) = (U1g(l1), U2g(l2)). (8.6)

Óïðàæíåíèå. Â òàêîì ñëó÷àå, U/U1 ýêâèâàëåíòíî U2.
Îïðåäåëåíèå. Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íàéäåòñÿ èíâàðèàíòíîå äîïîëíåíèå.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè â (êîìïëåêñíîì) ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ U èìååòñÿ

(ýðìèòîâî) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âñå îïåðàòîðû Ug óíèòàðíû,
òî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì.

Ïðèìåð. G = R, dim L = 2,

Ug =

[
eikg λ(eikg − eik̃g)

0 eik̃g

]
.

Çäåñü k, k̃ � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå, à ïîñòîÿííàÿ λ ìîæåò áûòü è êîìïëåêñíûì
÷èñëîì. ßñíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî {x : x2 = 0} èíâàðèàíòíî. Ïîäïðåäñòàâëåíèå U1

äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå: U1g

[
x1

0

]
=

[
eikgx1

0

]
.

Ôàêòîð-ïðåäñòàâëåíèå òàêîâî:fg

[
C
x2

]
=

[ C
eik̃gx2

]
.

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì λ = 0, íàäåëÿåì íàøå L ýðìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì〈[
x1

x2

]
,

[
y1

y2

]〉
= x1ȳ1 + x2ȳ2. ßñíî, ÷òî íàøå ïðåäñòàâëåíèå � óíèòàðíî.

Ââåäåì U2 : U2g

[
0
x2

]
=

[
0

eik̃gx2

]
. Äåëàåì âûâîä, ÷òî f ∼= U2, à U = U1 ⊕ U2.
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Ë-9

Ïîíÿòèå ïàðàëëåëèçàöèè ðàññëîåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì ÿâëÿåòñÿ âàæíûì
ýëåìåíòîì õðîíîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà. Íàïîìíèì â ñâÿçè ñ ýòèì íåñêîëüêî ïîëîæåíèé
êâàíòîâîé ìåõàíèêè (â åå ñîâðåìåííîì èçëîæåíèè).

Ýëåìåíòû êâàíòîâîé ìåõàíèêè
Êàæäîìó îáúåêòó ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî ñîñòîÿíèå (÷àñòî íàçûâàåìîå âîëíîâîé

ôóíêöèåé, íî ýòîò ïîñëåäíèé òåðìèí öåëåñîîáðàçíåå óïîòðåáëÿòü â áîëåå
ñïåöèàëèçèðîâàííîé ñèòóàöèè, à èìåííî - ÏÎÑËÅ ïàðàëëåëèçàöèè). Åñëè â êà÷åñòâå
îáúåêòà ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà (ñì. ñëåäóþùóþ ëåêöèþ), æèâóùàÿ
â íåêîòîðîì ìèðå W , òî ñîâîêóïíîñòü åå âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
îïðåäåëåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâà ñå÷åíèé (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ,
ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì è ò.ä. - â äàííîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè óòî÷íÿòü ýòè
äåòàëè) íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñ áàçîé W. Íà ýòîé ñòàäèè ñîñòîÿíèÿ åùå íå
ïðèíèìàþò ÷èñëîâûõ (äëÿ ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû) èëè âåêòîðíûõ (äëÿ ÷àñòèö íåíóëåâîãî
ñïèíà) çíà÷åíèé. Íåîáõîäèì ïåðåõîä îò "àáñòðàêòíûõ"ñå÷åíèé ê ïàðàëëåëèçîâàííûì
ñå÷åíèÿì (ò.å., ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì). Çàòåì ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà. Íàáëþäàåìûå äåòàëèçèðóþòñÿ êàê äåéñòâóþùèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
îïåðàòîðû è ò.ä. (ñì. ïðîñòåéøèé ïðèìåð, ïðèâîäèìûé â ëåêöèè 10). Ïðîöåäóðà
ïàðàëëåëèçàöèè âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ïàðàëëåëèçóþùåé (÷åòûðåõìåðíîé)
ïîäãðóïïû N â ãðóïïå G. Çäåñü G− ýòî îñíîâíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè ìèðà W . Íà÷èíàÿ
ñ ýòîãî ýòàïà, N êàê áû çàìåíÿåò èñõîäíûé ìèð ñîáûòèé (òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì ìèðà W ; ñì. dim = 1 ïðèìåð
óæå â ýòîé ëåêöèè, ðîëü N áóäåò èãðàòü ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà K).

Âî âòîðîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ îñíîâîïîëàãàþùèì ñïîñîáîì ìîäåëèðîâàíèÿ
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è èõ âçàèìîäåéñòâèé (â ðàìêàõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè) ñòàë ìåòîä
èíäóöèðîâàíèÿ. Ïðîöèòèðóåì È. Ñèãàëà ([Se-86, ñ.133], ïåð. àâò.): "Ãëàâíûì ôèëîñîôñêèì
èòîãîì ýòîé äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ, âîçìîæíî, âûâîä î òîì, ÷òî èíäóöèðîâàííûå
ïðåäñòàâëåíèÿ íå ïðîñòî âàæíû ñàìè ïî ñåáå; äåëî â òîì, ÷òî îíè îïðåäåëÿþò è
äåéñòâèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï, ïðèìå÷. àâò.) â îäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿõ.
Òåì ñàìûì, âîçíèêàåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ìàðêèðîâêà ñîñòîÿíèé â ïðîñòðàíñòâå
ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî ñîâåðøåííî íåáõîäèìî ïðè ðàññìîòðåíèè ëîêàëüíûõ íåëèíåéíûõ
âçàèìîäåéñòâèé è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïîñòðîåíèé ñâÿçàííûõ ñ ïðè÷èííîñòüþ. Õîòÿ
íåïðèÿçíü è ñîïðîòèâëåíèå ãðóïïåíïåñòó ("Gruppenpest", ò.å., ïîäõîäó, áàçèðóþùåìóñÿ
íà òåîðèè ãðóïï, ïðèìå÷. àâò.) ñî ñòîðîíû ïðàêòè÷åñêîé ôèçèêè ïðîäîëæàëèñü íåñêîëüêî
äåñÿòèëåòèé, íî íåäàâíî îíà ñäàëàñü (it has surrendered)..."

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âåñüìà ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ Ëè-àëãåáðàè÷åñêîå (à íå Ëè-
ãðóïïîâîå) ðàññìîòðåíèå. Òàêàÿ ýôôåêòèâíîñòü èìååò ìåñòî â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèé
ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï Ëè.

Â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè G− ýòî (äåñÿòèìåðíàÿ) ãðóïïà
Ïóàíêàðå, à â êà÷åñòâå ïàðàëëåëèçóþùåé ïîäãðóïïû ïðàêòè÷åñêè âñåãäà (çà÷àñòóþ -
"ïî óìîë÷àíèþ") âûáèðàëàñü âåêòîðíàÿ ãðóïïà ìèðà Ìèíêîâñêîãî M. Ïðîáëåìû âûáîðà
ïàðàëëåëèçàöèè íå âîçíèêàëî åùå è ïîòîìó, ÷òî ðàññìîòðåíèå íà÷èíàëîñü ñ âîëíîâûõ
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ôóíêöèé (ò.å., ñ ïàðàëëåëèçîâàííûõ ñå÷åíèé, ñì. âûøå). Èíäóöèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ïî
ïîäãðóïïå Ëîðåíöà (òàêîé ïîäõîä áûë çàÿâëåí çíàìåíèòîé ñòàòüåé Þ. Âèãíåðà [Wi-39]).

Âàæíîñòü ïàðàëëåëèçàöèè îòìå÷àåòñÿ, íàïðèìåð, â [PaSe-82a]. Íà ññ. 98-116 ýòîé
ñòàòüè ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä êàê îáùèõ, òàê è õðîíîìåòðè÷åñêèõ òåîðåì. Â
äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ ãðóïïû Ñèãàëà èñïîëüçîâàëàñü ëèøü îäíà èç ïàðàëëåëèçàöèé,
îñíîâàííûõ íà ìèðå D ("left curved parallelization"). Èíîãäà îíà ñðàâíèâàëàñü ñ ïëîñêîé
ïàðàëëåëèçàöèåé (îïðåäåëÿåìîé âåêòîðíîé ãðóïïîé ìèðà M).

Èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå: íà ïðîñòðàíñòâå åãî ñå÷åíèé çàäàåòñÿ
èíäóöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü çàäàíà çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G. Òîãäà îïðåäåëåíî ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî X = G/H = {gH : g ∈ G} (êîíå÷íî, gH = {gh : h ∈ H}).

Äîëæíî áûòü çàäàíî (èíà÷å êîíñòðóêöèÿ åùå íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà), ëèíåéíîå
ïðåäñòàâëåíèå R ïîäãðóïïû H â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå F. Âåêòîð
Rh(f) îáîçíà÷àåì ïðîñòî hf . Ýòî ò.í. èíäóöèðóþùåå ("çàòðàâî÷íîå"èëè "ñïèíîâîå")
ïðåäñòàâëåíèå. Áóäåò ïîñòðîåíî èíäóöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, ýòî ò.í.
èíäóöèðîâàíèå ïî Ìàêêè.

Â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè G × F ââåäåì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼:
(g, f) ∼ (gh−1, hf), h ∈ H.

Ìíîæåñòâî E = (G × F )/ ∼, èíà÷å îáîçíà÷àåìîå G ×H F , áóäåò ïðîñòðàíñòâîì
àññîöèèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ ñ áàçîé X. (Ìåæäó ïðî÷èì, G → G/H ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåðîì ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ - îíî, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì). Ïðîåêöèÿ π
èíäóöèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ çàäàåòñÿ óñëîâèåì êîììóòàòèâíîñòè ñëåäóþùåé äèàãðàììû

G× F
α−−−→ Gyπ1

yπ2

E
π−−−→ G/H

Ïðîåêöèè α, π1 è π2 ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè. Âñåãäà ñëîåì ýòîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî, èçîìîðôíîå èñõîäíîìó F (ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî E ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ñ
òèïîâûì ñëîåì F ).

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå E (ëåâîå) äåéñòâèå ãðóïïû G :

(g, f)
g1−−−→ (g1g, f)yπ1

yπ1

π1(g, f)
g1−−−→ π1(g1g, f).

Äåéñòâèå îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ óñëîâèåì êîììóòàòèâíîñòè ýòîé äèàãðàììû. È, íàêîíåö,
âîò êàêîâî çíà÷åíèå â x (ò.å. òî÷êà â ñëîå íàä x) ïðåîáðàçîâàííîãî ñå÷åíèÿ Ug(s):
(Ugs)(x) = gs(g−1x) (çäåñü s - èñõîäíîå ñå÷åíèå; äðóãèìè ñëîâàìè g−1 äåéñòâóåò íà
àðãóìåíò, à g äåéñòâóåò "ñíàðóæè", íà "çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ", - ïî òîëüêî ÷òî
ââåäåííîé ôîðìóëå). Âíóòðåííåå æå äåéñòâèå - êàíîíè÷åñêîå äåéñòâèå íà ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâå.

Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [PaSe-82a] îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê ò.í.
"ïàðàëëåëèçîâàííûì"ñå÷åíèÿì. Òàêèå ñå÷åíèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
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F çàòðàâî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Íå âäàâàÿñü â äðóãèå äåòàëè, ïðèâåäåì ôîðìóëó
"ïàðàëëåëèçîâàííîãî äåéñòâèÿ"(ò.å. èíäóöèðîâàííîãî äåéñòâèÿ íà ïàðàëëåëèçîâàííûõ
ñå÷åíèÿõ): (Ugs)(k) = Rg∗s(ϕ(g−1)k), k ∈ N .

Äëÿ ïàðàëëåëèçàöèé èç îïðåäåëåííîãî êëàññà, ýëåìåíò g∗ òàêîâ: g∗ =
x0k

−1g(ϕ(g−1)k)x−1
0 , çäåñü x0 - ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç N, à ÷åðåç ϕ îáîçíà÷åíî

íåêîòîðîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïàðàëëåëèçóþùåé ïîäãðóïïå N. Äðóãèìè ñëîâàìè, g∗

åñòü ïðîèçâåäåíèå ïÿòè ýëåìåíòîâ â G. Íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ìîãóò âûáèðàòüñÿ
ðàçíûå ïàðàëëåëèçóþùèå ãðóïïû (îíè äîëæíû áûòü ïîäãðóïïàìè G). Òàêîé ýëåìåíò g∗

âñåãäà ïîïàäàåò â H.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì

G = SU(1, 1) =

{[
A B
C D

]
: D = Ā, C = B̄, AD −BC = 1

}
.

Èçâåñòíî, ÷òî G èçîìîðôíà ãðóïïå SL(2, R). Ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà K â
G : K =

{[
z 0
0 z

]
:| z |= 1

}
.

Çàôèêñèðóåì íàêðûòèå z−→q = z2. Íà îêðóæíîñòè S1 = {q} ââåäåì (äðîáíî-
ëèíåéíîå) äåéñòâèå ãðóïïû G : q

g−→ (Aq + B)(Cq + D)−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H
ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó òî÷êè −1 èç S1: H = {g ∈ G : g(−1) = −1}. H ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà è êàê ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ýëåìåíòíîâ g èç ãðóïïû G, ðåçóëüòàò ñîïðÿæåíèÿ
êîòîðûõ ìàòðèöåé Ω = 1√

2

[
1 1
−1 1

]
ÿâëÿåòñÿ âåðõíå-òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé: H = {g ∈

G : Ω−1gΩ âåðõíå-òðåóãîëüíà}.
Óïð. Ýëåìåíò g =

[
A B
C D

]
ãðóïïû G ïðèíàäëåæèò H ⇔ ImA = ImB (ðàâåíñòâî

ìíèìûõ ÷àñòåé äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë).
Óïð. Ìíîæåñòâî H ðàâíî îáüåäèíåíèþ H0 è −H0; ò.å.−H0 ïîëó÷àåòñÿ èç H0

óìíîæåíèåì íà −1; çäåñü H0 ñîäåðæèò 1 =

[
1 0
0 1

]
.

Çàìå÷àíèå. H0 ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòíîé åäèíèöû (ãðóïïû H.)
Óïð.

H0 =

{
(t, p) =

[
1 + it/4 it/4
−it/4 1− it/4

] [
ch −sh
−sh ch

]
, −∞ < t, p < ∞

}
,

çäåñü ch = coshp
2
, sh = sinhp

2
.

Óïð. Åñëè ðàññìàòðèâàòü G êàê ïîâåðõíîñòü â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R4, òî
G : x2 + y2 − u2 − v2 = 1.

Ïîÿñíåíèå.Òî÷êà èç R4 åñòü (x, y, u, v); çàôèêñèðóåì ñëåäóþùóþ âçàèìîñâÿçü òàêèõ
÷åòûðåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ êîìïëåêñíûìè (ââåäåííûìè âûøå) ÷èñëàìè: A,B, C, B :
A = x + iy, B = u + iv. Òîãäà H åñòü ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð.

Â ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè (êîãäà ðàçìåðíîñòü ìèðà D ðàâíà 4), Ñèãàëîì è
Ïàíàéòöåì áûëà ââåäåíà ëåâàÿ D-ïàðàëëåëèçàöèÿ è ïðàâàÿ D -ïàðàëëåëèçàöèÿ. Â íàøåì
ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü "ìèðà ñîáûòèé"D ðàâíà 1 (èìååòñÿ ëèøü "âðåìÿ"), ïîýòîìó åñòü
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ëèøü îäíà D−ïàðàëëåëèçàöèÿ (íåò ðàçëè÷èÿ ìåäó "ëåâîé"è "ïðàâîé"ïàðàëëåëèçàöèÿìè,
òàê êàê "ïàðàëëåëèçóþùàÿ"ãðóïïà êîììóòàòèâíà).

Óïð. Ðàçëîæåíèå g = kh â ãðóïïå G îäíîçíà÷íî (çäåñü k ∈ K, h ∈ H0).
Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì K è H0 (íî ýòî

ëèøü òîïîëîãè÷åñêè: ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèè G íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï K, H0).

Âîñïðîèçâåäåì êîíñòðóêöèþ èíäóöèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ áàçîé G/H0. Îáùèé
ýëåìåíò áàçû îáîçíà÷àåì k. Íå áóäåì ïîêà êîíêðåòèçèðîâàòü çàòðàâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
R, à îãðàíè÷èìñÿ îòûñêàíèåì ýëåìåíòà g∗.

Ë-10

G× F
α−−−→ G

π1

y π2

y
E

Π−−−→ G/H0

(g, f̃)
α−−−→ g = kh

π1

y π2

y
(k, f)

Π−−−→ k

Òåì ñàìûì, â íàøåì èíäóöèðîâàííîì ðàññëîåíèè âûáðàíà òðèâèàëèçàöèÿ. Îòìåòèì,
÷òî f = qf̃ , òàê êàê [(g, f̃)] = {(gq−1, qf̃) : q ∈ H0}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðà (k, f) âûáðàíà ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà [(g, f̃)].
À âîò êàê êîíêðåòèçèðóåòñÿ äåéñòâèå â ïðîñòðàíñòâå E èíäóöèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ:

(g, f̃)
g1−−−→ (g1g, f̃)

π1

y
yπ2

(k, f)
g1−−−→ (kg1g, v)

Ïîÿñíåíèÿ. ×åðåç kg, hg îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû (îíè
îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî) â ðàçëîæåíèè g = kh. Êðîìå òîãî,

v = hg1gf̃ = hg1g(h
−1
g f).

Ôîðìóëà èíäóöèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (äëÿ ïàðàëëåëèçîâàííûõ ñå÷åíèé) òàêîâà:

Ug(s)(k) = Rg∗S(g−1k).

Çäåñü R - èíäóöèðóþùåå (êîíå÷íîìåðíîå) ïðåäñòàâëåíèå â F, ýëåìåíò g∗ ïîäãðóïïû
H0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî g è k. Â íàøåì ïðèìåðå ïðèìåíèìà ôîðìóëà èç [PaSe-82a]:
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g∗ = x0k
−1g(g−1k)x−1

0 = x0k
−1gk̃x−1

0 .

Çäåñü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ âûøåóïîìÿíóòîå G−äåéñòâèå íà ãðóïïå K.
Îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäúåìîì äðîáíî-ëèíåéíîãî G−äåéñòâèÿ íà G/H, à K ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíîé
íàêðûâàþùåé ïðîñòðàíñòâà G/H. Â ðàáîòàõ ãðóïïû Ñèãàëà ýëåìåíò x0 áûë âûáðàí
òàêèì:

x0 =

[
i 0
0 −i

]
.

Åñëè ÷åðåç
[

w 0
0 w̄

]
îáîçíà÷èòü g−1k, ÷åðåç

[
z 0
0 z̄

]
îáîçíà÷èòü k è âçÿòü g =

[
ch −sh
−sh ch

]
, òî g∗ =

[
wz̄ch −w̄z̄sh
−wzsh w̄zch

]
.

Ñêàëÿðíîå ðàññëîåíèå íàä dim = 1 ìèðîì è ïîñòðîåíèå ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà.

Ôîðìàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû G = SU(1, 1) îñòàâëÿåì òåìè æå (ñì.
Ëåêöèþ 8), íî òåïåðü èíäåêñû i, k, m ïðèíèìàþò ëèøü òðè çíà÷åíèÿ: −1, 0, 4. Â ÷àñòíîñòè,
L−10 ãåíåðèðóåò âðåìÿ, S = −L−14 ïîðîæäàåò ìàñøòàáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ("ñêåéëèíã").

Åñëè âûáðàí âåêòîð L, òî g(t) = exp(tL) - ýòî ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû. Åñëè âûáðàíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, òî îïðåäåëåíà
è îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Îñòàâèì îáîçíà÷åíèå g(t) äëÿ òàêîãî îïåðàòîðà. Åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî t, ïðè t = 0, ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì èñõîäíîãî âåêòîðà L. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé âåêòîð èç àëãåáðû Ëè
ïðåäñòàâëåí ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ (êîòîðîå íàäåëÿåòñÿ
ñòðóêòóðîé ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ñì. íèæå).

Â ðàáîòå [OrSe-89] (ïîëíûé ñïèñîê ðàáîò Ñèãàëà, ïðèâåäåí â [JFA-02]) ÷åðåç θ
îáîçíà÷åíà êîîðäèíàòà íà îêðóæíîñòè S1 (ñì. ëåêöèþ 9). Èìåííî, z = eiθ, à ÷åðåç bn

îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ einθ. Åñëè n ïðèíèìàåò âñå öåëûå çíà÷åíèÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà âñåõ C∞ - ôóíêöèé íà S1; åñëè æå n ïðèíèìàåò âñå ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ,
òî ïîëó÷àåòñÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà âñåõ C∞ -ôóíêöèé íà ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé
ïîäãðóïïå K, äâóëèñòíîé íàêðûâàþùåé äëÿ S1.

Èíäóöèðóþùåå ïðåäñòàâëåíèå òàêîâî: Rh = epw; çäåñü h ïðèíàäëåæèò ñòàöèîíàðíîé
ïîäãðóïïå òî÷êè −1, w - ôèêñèðîâàííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, Rh

åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèÿ (íà ÷èñëî epw) â îäíîìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå F
èíäóöèðóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîëó÷àþùååñÿ èíäóöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
G = SU(1, 1) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì âåñà w.

Òåîðåìà (ñì. [OrSe − 89]). Ïóñòü w = 1/2, à áàçîé ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ K.
Ïîëó÷àþùååñÿ ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé R+ è R−, ïîðîæäàåìûõ âåêòîðàìè
bn ñ ïîëîæèòåëüíûìè (ñîîòâåòñòâåííî: îòðèöàòåëüíûìè) ïîëóöåëûìè n. Ïðåäñòàâëåíèÿ
R+, R− íåïðèâîäèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îíî èñïîëüçóåò òàê íàçûâàåìûé K−êîíå÷íûé áàçèñ, ïîçâîëÿþùèé
âåñòè Ëè-àëãåáðàè÷åñêîå (âìåñòî Ëè-ãðóïïîâîãî) ðàññìîòðåíèå. Ãåíåðàòîð âðåìåíè T (â
ëèòåðàòóðå åãî íåðåäêî íàçûâàþò ãàìèëüòîíèàíîì), ò.å. îáðàç âåêòîðà L−10, åñòü −i∂θ.
ßñíî, ÷òî Tbn = nbn. Äèëàòàöèÿ ïðåäñòàâëåíà îïåðàòîðîì S = sin θ∂θ + 1

2
cos θ.

27



Ïîëó÷àåòñÿ ÷òî Sbn = 1
4
(2n + 1)bn+1 − 1

4
(2n− 1)bn−1.

Òàê êàê ýòè äâà îïåðàòîðà ïîðîæäàþò àëãåáðó Ëè L = su(1, 1), òî äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü ïðîñòðàíñòâ R+, R− îòíîñèòåëüíî ýòèõ äâóõ îïåðàòîðîâ
(è îòñóòñòâèå ìåíüøèõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðñòðàíñòâ). Îáà óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç
ïðèâåäåííîãî çàêîíà äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ T è S. Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà
îãðàíè÷åí (ñ îäíîé ñòîðîíû) íà êàæäîì èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ (òàêîå ñâîéñòâî
íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ). Âîò êàê ìîæíî ââåñòè óíèòàðíóþ ñòðóêòóðó
â êàæäîì èç (äâóõ) íåïðèâîäèìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ: ïîòðåáóåì, ÷òîáû áàçèñ {bn} áûë
îðòîíîðìèðîâàííûì. Ýòèì óñëîâèåì ìû ââåëè ýðìèòîâû ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.
Îïåðàòîðû T è S - êîñîýðìèòîâû. Ýòèìè äàííûìè (íàä óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé)
îïðåäåëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(−∞,∞). Ýòî ò.í. ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
ñâîáîäíîé (â äàííîì ñëó÷àå - ñêàëÿðíîé) ÷àñòèöû. Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ àïïàðàò
ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé,
êîòîðàÿ, êîíå÷íî, áûëà áû áîëåå óìåñòíà â dim = 4, à íå â íàøåé dim = 1 ñèòóàöèè).

Ë-11

Ýëåìåíòû DLF−òåîðèè.
Ïîä DLF−òåîðèåé ïîíèìàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ, ðàññìàòðèâàþùàÿ âìåñòî ìèðà

Ìèíêîâñêîãî M ñðàçó òðîéêó ìèðîâ. Ýòà òåîðèÿ ( ñ íàèìåíåå ðàçðàáîòàííîé LF−÷àñòüþ)
ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì õðîíîìåòðèè Ñèãàëà, îñíîâàííîé íà (ââåäåííîì âûøå) ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè D. Ìèðû L è F áóäóò ââåäåíû íèæå.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò õîðîøî èçâåñòåí [Mi-76]:
Òåîðåìà 1. Ìåòðèêà íà ãðóïïå Ëè áèèíâàðèàíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(ñîîòâåòñòâóþùàÿ) ôîðìà â àëãåáðå Ëè èíâàðèàíòíà.
Çàìå÷àíèå 1. Èíâàðèàíòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ôîðìà â ïðîñòîé àëãåáðå Ëè

ïðîïîðöèîíàëüíà ôîðìå Êèëëèíãà.
Òåîðåìà 2. Â ðàçìåðíîñòè 4 ñóùåñòâóþò ðîâíî òðè íåêîììóòàòèâíûå àëãåáðû Ëè,

äîïóñêàþùèå íåâûðîæäåííóþ èíâàðèàíòíóþ ôîðìó ëîðåíöåâîé ñèãíàòóðû: d = u(2), f =
u(1, 1), l = osc.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà Ëè íàçûâàåòñÿ ðåäóêòèâíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé ïðîñòîé è àáåëåâîé àëãåáð Ëè.

Çàìå÷àíèå 2. Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ òåîðåìû 2 õîðîøî èçâåñòíû (íå ñóùåñòâóåò
äðóãèõ ÷åòûðåõìåðíûõ ðåäóêòèâíûõ àëãåáð Ëè). Íåñêîëüêî íåîæèäàííî áûëî íàéòè
â ýòîì ñïèñêå ðàçðåøèìóþ àëãåáðó, ò.í. îñöèëëÿòîðíóþ. Ôîðìàëüíî, îíà îïðåäåëåíà
ñëåäóþùèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè: [l2, l3] = l1, [l2, l4] = l3, [l4, l3] = l2.
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Çàìå÷àíèå 3. Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïîëîæåíèé êàê õðîíîìåòðèè, òàê è DLF−òåîðèè,
ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå âûäåëåííîé ìåòðèêè (çàôèêñèðîâàíà ëèøü êîíôîðìíàÿ ñòðóêòóðà).

Ìèð D (â åãî êîìïàêòíîì âàðèàíòå) áûë óæå ââåäåí êàê ãðóïïà U(2) ñ áèèíâàðèàíòíîé
ìåòðèêîé (ýòà ìåòðèêà îïðåäåëÿåò êîíôîðìíûé êëàññ). Ìèðû L, F ìîãóò áûòü
ðàññìîòðåíû ïî-îòäåëüíîñòè. Âàæíî, îäíàêî, èõ åäèíñòâî ñ D, êîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêè
ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: L è F ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â D
(êàê è ðàíåå ðàññìîòðåííûé M). Â ýòîì ñìûñëå, âñå ÷åòûðå ìèðà çàäàþò (ëîêàëüíî)
îäíó è òó æå ñèñòåìó ñâåòîâûõ êîíóñîâ. Êëþ÷åâîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â
ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè êàê íåêîòîðîé ïîäàëãåáðû êîíôîðìíîé àëãåáðû
(ñì. ëåêöèþ 8, ãäå ïðèâåäåíà òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ àáåëåâîé àëãåáðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ìèðó
M).

Ìèð F îïðåäåëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì H0, H1, H2, H3 íà U(2). Çäåñü H0 =
L−10−L12, H1 = L10−L−12, H2 = L02−L11, H3 = L34. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ÷òî ýòè ÷åòûðå
âåêòîðíûõ ïîëÿ çàäàþò u(1, 1)−ïîäàëãåáðó â su(2, 2).

×òîáû çàäàòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ L, ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ
îñöèëëÿòîðíîé àëãåáðû Ëè:

l1 = L−10 + L04 + L−11 + L14, 2l2 = L−12 + L24 + 2L03 + 2L31,
2l3 = L−13 + L34 + 2L02 + 2L12, 8l4 = 3L04 + 5L14 − 5L−10 − 3L−11.

Çàäàåì èíâàðèàíòíóþ ôîðìó ìàòðèöåé

g =




0 0 0 −1
0 −1 0 0
0 0 −1 0
−1 0 0 0


 .

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà äðóãóþ (ïî ñðàâíåíèþ ñ òðåìÿ ïðåäûäóùèìè ñëó÷àÿìè)
èíäåêñàöèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Â ðàáîòå [Le-03] äîêàçàíî, ÷òî â íåéòðàëüíîì ýëåìåíòå ãðóïïû D (êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó êîîðäèíàò ìèðà Ìèíêîâñêîãî) ñâåòîâîé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ îáùèì
äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ìèðîâ. Äåéñòâèå (äðîáíî-ëèíåéíîå) ÿâëÿåòñÿ îäíèì è òåì æå (âåäü
ãåíåðàòîðû âñåõ ÷åòûðåõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè Lij ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè). Âîò ïî÷åìó è ïîëå êîíóñîâ íàä íåêîòîðîé îòêðûòîé îáëàñòüþ â U(2)
îäíî è òî æå (âåäü ïîëíàÿ ñèñòåìà êîíóñîâ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äðîáíî- ëèíåéíîãî
äåéñòâèÿ êîíôîðìíîé ãðóïïû íà D).

Îäíîìó èç àâòîðîâ (À.Ë.) íåðåäêî çàäàâàëèñü âîïðîñû òèïà: "Êàêîé æå èç ýòèõ
ìèðîâ ñàìûé "ïðàâèëüíûé"?Åñëè îíè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ðàâíîïðàâíû, òî êàê
îñóùåñòâëÿåòñÿ "ïåðåõîä"îò îäíîãî ê äðóãîìó?Â êàêîì æå ìèðå ìû æèâåì?"

Ýòè òåìû îáñóæäàþòñÿ â ïîñëåäíåì ðàçäåëå (ëåêöèÿ 12; ñì. òàêæå ëåêöèþ 9), à äàííóþ
ëåêöèþ çàâåðøàþò

Âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû áèèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê.
Â ëèòåðàòóðå ïî-ðàçíîìó âûáèðàþòñÿ ñèãíàòóðà ìåòðèêè è òåíçîð êðèâèçíû

ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòè ðàçëè÷èÿ ìîãóò ïðèâîäèòü ê ïðîòèâîïîëîæíûì ïî
çíàêó (òåì èëè èíûì) ïîêàçàòåëÿì êðèâèçíû.
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Ïî êðèâèçíå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîãëàøåíèÿ [Mi−76] (îíè áûëè ïðèâåäåíû â ëåêöèÿõ
5, 6). Ñèãíàòóðó ìåòðèêè îñòàâëÿåì òó æå, ÷òî â ðàáîòàõ Ñèãàëà: +,−,−,−.

Äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ñëó÷àÿ äâóñòîðîííå-èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê íà ãðóïïàõ Ëè
ïðåîáðàçîâàíèå êðèâèçíû ñîâïàäàåò ñ (1/4)ad[x,y]; çäåñü x, y - ýëåìåíòû àëãåáðû Ëè (â
çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà ïîä x, y ìîãóò òàêæå ïîíèìàòüñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå
ïîëÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå). Ïóñòü x0, x1, x2, x3 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
àëãåáðå Ëè. Òîãäà êîìïîíåíòà R◦

kij òåíçîðà êðèâèçíû ðàâíà

(1/4) ([xi, xj], [x0, xk]) ,

çäåñü (., .) - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Åñëè æå îòûñêèâàþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà
êðèâèçíû ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè 1, 2, 3, òî äîáàâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ. Íàïîìíèì, ÷òî òåíçîð
Ðè÷÷è ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé òåíçîðà êðèâèçíû (ïî âåðõíåìó è âòîðîìó íèæíåìó èíäåêñàì).

Ýòè ôîðìóëû ïðèìåíèì ñíà÷àëà ê (õîðîøî èçó÷åííîìó È. Ñèãàëîì) ñëó÷àþ àëãåáðû
Ëè u(2). Ïðè ýòîì íàäî èñïîëüçîâàòü òàáëèöó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé:

[x1, x3] = 2x2, [x2, x1] = 2x3, [x3, x2] = 2x1.

Ïîëó÷àåì äèàãîíàëüíîñòü (äâàæäû êîâàðèàíòíîãî) òåíçîðà Ðè÷÷è:

Ric = diag{0,−2,−2,−2},

Îòêóäà ñëåäóåò çíà÷åíèå S = 6 äëÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû. Òåíçîð Ýéíøòåéíà T =
diag{−3, 1, 1, 1}.

Ìèð F ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé òàáëèöå êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

[H0, H1] = 2H2, [H2, H1] = 2H3, [H2, H0] = 2H1.

Òåíçîð Ðè÷÷è ðàâåí diag{−2, 2, 2, 0}, ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà îòðèöàòåëüíà: −6, òåíçîð
T = diag{1,−1,−1,−3}. Ïîäñ÷åò êðèâèçíû ìèðà L ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì.
Â (âûáðàííîì ðàíåå) áàçèñå ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé òåíçîð Ðè÷÷è (è
òåíçîð Ýéíøòåéíà) ðàâåí diag{0, 0, 0,−1/2}, ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ðàâíà íóëþ. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ, íåæåëè â äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, èíäåêñàöèÿ.

Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [Le-05] ðàññìàòðèâàëîñü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
áèèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê íà D. Ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð R áûë ââåäåí È. Ñèãàëîì è
èíòåðïðåòèðîâàí êàê ðàäèóñ (ñôåðè÷åñêîãî) 3-ïðîñòðàíñòâà. Ðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë â
õðîíîìåòðèè îñóùåñòâëÿåòñÿ óñòðåìëåíèåì R ê áåñêîíå÷íîñòè è ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè (ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè). Â òîé æå ðàáîòå [Le-05] äëÿ áèèíâàðèàíòûõ
ìåòðèê íà F áûë èñïîëüçîâàí ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð a (ïðåäïîëîæèòåëüíî, îí ñâÿçàí
ñ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà). Îáà ïàðàìåòðà ôèãóðèðóþò íèæå (ñì. ëåêöèþ 12). Àëãåáðàè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ (õàðàêòåðèçóþùèå êðèâèçíó), ïîäñ÷èòûâàåìûå áåç ïðåäïîëîæåíèÿ R = 1
(èëè a = 1) ìîãóò áûòü íàéäåíû èëè òåì æå ìåòîäîì, èëè ó÷åòîì îáùèõ ñâîéñòâ
ïðåîáðàçîâàíèé ìàñøòàáà ([Kr-80, ñ. 55]).
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Ë-12

Êàê îòìå÷àëîñü â ëåêöèè 9, ïîíÿòèå ïàðàëëåëèçàöèè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä
äàííûì ìèðîì ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì õðîíîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà. Íà ññ. 98-116 ñòàòüè
[PaSe-82a] ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä êàê îáùèõ, òàê è õðîíîìåòðè÷åñêèõ òåîðåì.
Â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ ãðóïïû Ñèãàëà èñïîëüçîâàëàñü ëèøü îäíà èç ïàðàëëåëèçàöèé,
îñíîâàííûõ íà ìèðå D ("left curved parallelization"). Èíîãäà îíà ñðàâíèâàëàñü ñ ïëîñêîé
ïàðàëëåëèçàöèåé (îïðåäåëÿåìîé âåêòîðíîé ãðóïïîé ìèðà M).

Ïîíÿòíî, ÷òî DLF−ïîäõîä ïðèâîäèò ê âûâîäó î íåáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ åùå
äâóõ êëàññîâ ïàðàëëåëèçàöèé: òåõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ãðóïïàìè L è F. Ïîýòîìó
DLF−òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ LF−ðàçâèòèåì õðîíîìåòðèè Ñèãàëà. Óìåñòíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ
òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ: D−, L− è F−èíòåðïðåòàöèè (åäèíîãî) ìèðà ñîáûòèé. Íà òàêîì
ÿçûêå, M−èíòåðïðåòàöèÿ - ýòî ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.

Â öåëîì, äëÿ ìèðîâ L è F íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè
óòâåðæäåíèé, èìåþùèõñÿ äëÿ ñëó÷àÿ D. Âîçìîæíî, ÷òî ïîëó÷àòñÿ è êà÷åñòâåííî íîâûå
ðåçóëüòàòû. Íàïðèìåð, â [Se-88] È. Ñèãàë âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî êâàðêè ÿâëÿþòñÿ
òàõèîííûìè (ò.å., íàðóøàþùèìè óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ýíåðãèè) G−èíâàðèàíòíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Îòñþäà òðóäíîñòü (èëè äàæå íåâîçìîæíîñòü) ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
íàáëþäåíèÿ êâàðêîâ. Íî ïðè èñïîëüçîâàíèè òàõèîííûõ ñîñòàâëÿþùèõ â ëîêàëüíûõ
òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ïîëîæèòåëüíî-ýíåðãåòè÷åñêèå êîìïîíåíòû.
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî èñïîëüçîâàíèå F−ïàðàëëåëèçàöèè áóäåò îñîáåííî ýôôåêòèâíî â
èññëåäîâàíèè ýòîãî êðóãà âîïðîñîâ (ñì. íèæå òó ÷àñòü ôîðìóëèðóåìîé òåîðåìû, êîòîðàÿ
ïîñâÿùåíà F ).

Íàëè÷èå ó ìèðà ñîáûòèé âñåõ òðåõ òèïîâ ñâîéñòâ (D−, L− è F−) ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñíóþ ïåðñïåêòèâó âèäîèçìåíåíèÿ õðîíîìåòðè÷åñêîé êîñìîëîãèè (ñì. îáçîð [DS-
01]). Äàæå â ýòîé ïðîñòåéøåé ìîäåëè óäàåòñÿ îáúåäèíèòü íå òîëüêî D−ñâîéñòâà,
õàðàêòåðíûå äëÿ ñòàòè÷åñêîé âñåëåííîé Ýéíøòåéíà, íî è òàêîâûå ïëàçìåííîé âñåëåííîé
(L−ñâîéñòâà) è âñåëåííîé ñ ïîñòîÿííûì "ðîæäåíèåì"íîâîãî âåùåñòâà (F−ñâîéñòâà).
Îáúåäèíåíèå èõ â îäíîé ìîäåëè ïîìîãëî áû íàó÷íîìó ñîîáùåñòâó èçëå÷èòüñÿ îò
"èððàöèîíàëüíîé âåðû â òåîðèþ Áîëüøîãî Âçðûâà"(âûðàæåíèå èç [DA-04]).

Åùå îäíèì ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì â DLFïîäõîäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå
êîíòðàêöèé (íàçûâàåìûõ òàêæå äåôîðìàöèÿìè) â àëãåáðàõ Ëè. Â ðàìêàõ ìèðà
D òàêîé ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí Ø. Ñòåðíáåðãîì â [St-75]. Íåñîìíåííî, ÷òî ýòî
èññëåäîâàíèå äîëæíî áûòü ïðîäîëæåíî (ñ ðàññìîòðåíèåì â êîíôîðìíîé àëãåáðå
Ëè, ïîäàëãåáðàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðåõìåðíûå àëãåáðû d, l, f). Çàìåòèì, ÷òî
(ÿâëÿþùèéñÿ îáùåïðèíÿòûì â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå) ìåòîä äåôîðìàöèé áûë âïåðâûå
ñôîðìóëèðîâàí è èñïîëüçîâàí (â [Se-51]) È. Ñèãàëîì.

Ïîäèòîæèì (â îäíîì óòâåðæäåíèè) îñíîâíûå ñâîéñòâà âñåõ òðåõ ìèðîâ. Ïîä
ýíåðãåòè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ïîíèìàþòñÿ äîìèíàíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå óñëîâèÿ (îíè
ââåäåíû â ëåêöèè 6). Îñòàëüíûå èñïîëüçóåìûå îáùåðåëÿòèâèñòñêèå òåðìèíû èìåþòñÿ
â [Kr-80] (è âî ìíîãèõ äðóãèõ òåêñòàõ ïîñâÿùåííûõ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè).

Òåîðåìà.
1) Ìèð D ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé öåíòðàëüíûì âåêòîðíûì
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ïîëåì X0. Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ðàâíà 6/R2. Äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ðàâíû 1/R2

Âåêòîð q ïîòîêà ýíåðãèè âðåìåíèïîäîáåí. Âûïîëíÿþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå óñëîâèÿ.
2) F ÿâëÿåòñÿ òàõèîííîé æèäêîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé öåíòðàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì

H3. Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ðàâíà −6/a2. Äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ðàâíû −1/a2.
Âåêòîð q ïîòîêà ýíåðãèè íå âñåãäà âðåìåíèïîäîáåí. Ýíåðãåòè÷åñêèå óñëîâèÿ íàðóøàþòñÿ.

3) Ìèð L ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ñ êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûì
ñâåòîâûì (öåíòðàëüíûì) âåêòîðîì l1. Âåêòîð q ïîòîêà ýíåðãèè ñâåòîïîäîáåí. Ñêàëÿðíàÿ
êðèâèçíà ðàâíà íóëþ. Âûïîëíÿþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå óñëîâèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé êðèâèçíû,
ïðèâåäåííûå ðàíåå. Àëãåáðàè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, ïîäñ÷èòûâàåìûõ áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ R = 1 (èëè a = 1, â ñëó÷àå F ) ìîãóò áûòü íàéäåíû èëè òåì æå
ìåòîäîì, èëè ó÷åòîì îáùèõ ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèé ìàñøòàáà ([Kr-80, ñ. 55]). Âåêòîðíûå
ïîëÿ, çàäàþùèå èäåàëüíóþ (ñîîòâåòñòâåííî, òàõèîííóþ) æèäêîñòü è ñâåòîïîäîáíîå
êîâàðèàíòíî-ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå (â ñëó÷àå L) óæå ïðåäúÿâëåíû â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû. Êàæäîå èç ýòèõ òðåõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïîðîæäåíî öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì
ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè.

1) Â ñëó÷àå D ïëîòíîñòü ýíåðãèè −T (v, v) ðàâíà g(v, v) + 2(v0)
2, îòêóäà ñëåäóåò åå

ïîëîæèòåëüíîñòü äëÿ âñåõ âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðîâ. Âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè q = −v −
2v0X0 âðåìåíèïîäîáåí.

2) Äëÿ F, ïëîòíîñòü ýíåðãèè ðàâíà 2(v3)
2 − g(v, v), îòêóäà ñëåäóåò âîçìîæíîñòü

åå îòðèöàòåëüíîñòè äëÿ âðåìåíèïîäîáíîãî v (åñëè êîìïîíåíòà v3 íå ñëèøêîì âåëèêà).
Åñëè êîìïîíåíòà v3 äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè q = v + 2v3X3

ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáåí.
3) Â ñëó÷àå L, âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè q = (−1/2)v4l1, ñâåòîïîäîáåí. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè

ðàâíà (1/2)(v4)
2. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ èíäåêñàöèÿ íå îò 0 äî 3, à

îò 1 äî 4.

•
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