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1. Courbes

1.1. Généralités. Nous adopterons la définition suivante dans ce texte.

Définition 1.1. Une courbe est un couple formé de la donnée d’un schéma noethérien régulier X
connexe de dimension 1 séparé sur Spec(Z) et pour tout point fermé x ∈ X d’un entier deg(x) ≥ 1.

Les courbes sont donc les schémas connexes séparés sur Spec(Z) obtenus par recollement d’un
nombre fini de spectres d’anneaux de Dedekind munis d’une fonction degré sur leurs idéaux maxi-
maux. Si X est une courbe nous noterons |X| l’ensemble de ses points fermés, η son point générique
et F (X) = OX,η son � corps des fonctions rationnelles �. On vérifie que si X est une courbe alors
les ouverts non-vides de X sont exactement les complémentaires des ensembles finis de points
fermés de X. Tout x ∈ |X| définit une valuation

vx : F (X) −→ Z ∪ {+∞}

normalisée de telle manière à ce que la fonction vx soit surjective. Si U est un ouvert non vide de
X,

Γ(U,OX) = {f ∈ F (X) | ∀x ∈ |U |, vx(f) ≥ 0}.
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Définition 1.2. Si X est une courbe on note Div(X) le groupe abélien libre sur |X|. Pour D =∑
x∈|X|

mx[x] ∈ Div(X) on note

deg(D) =
∑
x∈|X|

mx deg(x).

Comme d’habitude, Div(X), le groupe des diviseurs de Weil, s’identifie aux classes d’isomor-
phismes de couples (L, s) où L est un fibré en droites sur X et s ∈ Lη \{0} une section rationnelle
de L génériquement non nulle, le groupe des diviseurs de Cartier. La loi de groupe sur les diviseurs
de Cartier est donnée par (L, s).(L′, s′) = (L ⊗ L′, s ⊗ s′). Le diviseur de Weil associé au couple
(L, s) est div(L, s) =

∑
xmx[x] où mx est l’ordre d’annulation ou l’opposé de l’ordre du pôle de

la section s en x. Si D ∈ Div(X) on note OX(D) le fibré en droite tel que pour tout ouvert U ,

Γ(U,OX(D)) = {f ∈ F (X)× | div(f|U ) +DU ≥ 0} ∪ {0}
où si D =

∑
xmx[x], DU =

∑
x∈U mx[x] ∈ Div(U). Il est muni de la section rationnelle donnée

par 1 ∈ F (X) et définit donc un diviseur de Cartier. L’application D 7→ (OX(D), 1) définit un
inverse à l’application (L, s) 7→ div(L, s).

Si f ∈ F (X)× on pose

div(f) = div(OX .f, 1) =
∑
x∈|X|

vx(f) ∈ Div(X).

Cela définit un morphisme de groupes

div : F (X)× −→ Div(X).

On dispose alors de la suite exacte usuelle

0 −→ Γ(X,OX)× −→ F (X)×
div−−−→ Div(X) 7−→ Pic(X) −→ 0

D 7−→ [OX(D)].

Définition 1.3. Une courbe complète est une courbe X telle que

∀f ∈ F (X)×, deg(div(f)) = 0.

Exemple 1.4. Si k est un corps et X est une courbe projective lisse sur k au sens usuel, posant
∀x ∈ |X|, deg(x) = [k(x) : k], cela définit une courbe complète au sens précédent.

Si X est une courbe complète la fonction degré d’un diviseur définit une fonction degré, deg :
Pic(X)→ Z. Le lemme qui suit ne pose pas de problème.

Lemme 1.5. Si X est une courbe complète, Γ(X,OX) est un sous-corps de F (X).

Définition 1.6. Si X est une courbe complète on appelle corps de définition de X le corps
Γ(X,OX).

Exemple 1.7. Reprenons l’exemple 1.4. Le corps de définition de X au sens précédent est la
clôture algébrique de k dans k(X).

1.2. Construction de courbes.

1.2.1. Anneaux presque euclidiens. Rappelons qu’un stathme euclidien sur un anneau B est une
fonction deg : B → N ∪ {−∞} vérifiant :

(1) deg(a) = −∞ si et seulement si a = 0,

(2) si a ∈ B \ {0}, b ∈ B \ {0} alors deg(a) ≤ deg(ab).

Rappelons également qu’un anneau euclidien est un anneau intègre B muni d’un stathme eu-
clidien vérifiant : ∀x, y ∈ B avec y 6= 0, il existe a, b ∈ B tels que

x = ay + b et deg(b) < deg(y).

Remarquons que dans un anneau euclidien les éléments de degré 0 sont inversibles.
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Définition 1.8. Un anneau presque euclidien est un anneau intègre B muni d’un stathme eucli-
dien deg vérifiant :

(1) tout élément de degré 0 dans B est inversible,

(2) ∀x, y ∈ B avec deg(y) ≥ 1, il existe a, b ∈ B tels que x = ay + b et deg(b) ≤ deg(y).

Bien sûr, tout anneau euclidien est presque euclidien.

Proposition 1.9. Soit (B, deg) un anneau presque euclidien dont le stathme est multiplicatif,
deg(ab) = deg(a) + deg(b). L’anneau B est principal si et seulement si pour tout x, y ∈ B \ {0} de
même degré, il existe a, b ∈ B vérifiant
• soit −∞ 6= deg(ax+ by) < deg(x),
• ou bien ax+ by = 0 et b ∈ B×.

Démonstration. Supposons B principal. Soient x, y ∈ B non nuls de même degré. Si (x) = (y) il
existe b ∈ B× tel que x = by est le résultat est clair. Sinon, écrivons x = δx′ et y = δy′ avec x′ et
y′ premiers entre eux. Si l’on avait deg(δ) = deg(x), cela impliquerait que deg(x′) = deg(y′) = 0 et
donc x′, y′ ∈ B×. Cela est impossible puisque l’on suppose (x) 6= (y). On a donc deg(δ) < deg(x).
Si a, b ∈ B sont tels que ax′ + by′ = 1 on obtient alors ax+ by = δ.

Montrons la réciproque. Soit I un idéal non nul de B. Soit x ∈ I de degré minimal parmi les
éléments de I \{0}. Montrons que I = (x). Si y ∈ I \{0}, écrivant y = ax+b avec deg(b) ≤ deg(x),
quitte à remplacer y par b si b est non nul on est ramené au cas où deg(y) = deg(x). Par minimalité
de deg(x), il n’existe pas a, b ∈ B tels que ax + by 6= 0 et deg(ax + by) < deg(x). Il existe donc
a ∈ B et b ∈ B× tels que ax+ by = 0 et donc y ∈ (x). �

1.2.2. Construction de courbes affines. Soit B un anneau intègre de corps des fractions K. Le
lemme suivant ne pose aucun problème.

Lemme 1.10. Les données suivantes sont équivalentes :
– Un sous-anneau de valuation discrète A ⊂ K tel que A ∩B soit un corps.
– Une valuation v∞ : K → Z ∪ {+∞} vérifiant v∞(K×) = Z, ∀b ∈ B \ {0}, v∞(b) ≤ 0 et
v∞(b) = 0 implique b ∈ B×.

Soit donc une donnée telle que dans le lemme précédent. Notons F le corps B∩A. Remarquons
que B× = F×. Posons

deg = −v∞|B : B −→ N ∪ {−∞}
qui est un stathme euclidien. Notons (FiliB)i∈Z la filtration croissante

FiliB = {b ∈ B | deg(b) ≤ i}.
Ainsi, Fil0B = F et FiliB = 0 lorsque i < 0. Faisons l’hypothèse suivante : pour i ≥ 1, l’application

FiliB/Fili−1B −→ m−iA /m−i+1
A

est surjective où mA désigne l’idéal maximal de A.

Proposition 1.11. Sous l’hypothèses précédente (B, deg) est presque euclidien.

Démonstration. Il suffit de montrer qu’étant donnés x, y ∈ B avec deg(x) ≥ deg(y) ≥ 1, il
existe a, b ∈ B tels que x = ay + b et deg(b) ≤ deg(y). On procède pour cela par récurrence sur
deg(x)− deg(y), le cas où deg(x) = deg(y) étant évident. Soient i = deg(x) et j = deg(y). Notons

x̄ ∈ m−iA /m−i+1
A et ȳ ∈ m−jA /m−j+1

A . Puisque (A,mA) est un anneau de valuation discrète, il existe

c ∈ m
−(i−j)
A /m

−(i−j+1)
A tel que x̄ = cȳ. D’après l’hypothèse faite, il existe α ∈ Fili−jB tel que

ā = c. Posons β = x− αy. On a donc deg(β) < deg(x). Si deg(β) ≤ deg(y) on a terminé. Sinon, il
suffit d’appliquer l’hypothèse de récurrence au couple (β, y) pour conclure. �

Supposons maintenant B principal et notons X = Spec(B). Posons pour x ∈ X un point fermé,
deg(x) = deg(f) si f ∈ B est un élément irréductible associé à x. On a donc défini une courbe
que l’on aimerait compactifier en une courbe complète en ajoutant la valuation v∞ et en posant
deg(∞) = 1. Dans la section qui suit on va voir un procédé permettant de construire naturellement
une telle compactification.
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Exemple 1.12. Soit K un corps valué complet, de valuation discrète à corps résiduel parfait,

extension de Qp. Soit K une clôture algébrique de K. Notons C = K̂. Soit B+
cris l’anneau de

Fontaine des périodes cristallines associé et Bcris = B+
cris

[
1
t

]
([19]). Notons Be = Bϕ=Id

cris . Con-
sidérons l’anneau de valuation discrète BdR d’uniformisante t. Le plongement Be ⊂ Bcris ⊂ BdR
composé avec la valuation de BdR définit une valuation v∞ sur Be. La filtration par le degré sur Be
induite par v∞ est alors FiliBe = Be ∩ Fil−iBcris. Il résulte alors de la suite exacte fondamentale
([19], th. 5.3.7) que Fil0Be = Qp pour tout i ≥ 1,

FiliBe/Fili−1Be
∼−−→ t−iB+

dR/t
−i+1B+

dR = C(−i).
La condition (1) précédente est donc vérifiée. On verra plus tard qu’en fait un tel anneau est
principal presque euclidien et que de plus ses éléments irréductibles sont les éléments de degré 1.

1.2.3. Construction de courbes complètes. Supposons nous donné un anneau gradué intègre

P =
⊕
i≥0

Pi

tel que P0 soit un corps que nous noterons également F . On suppose que dimF P1 ≥ 2. Posons
maintenant

X = Proj(P ),

un F -schéma.

Théorème 1.13. Faisons les hypothèses suivantes :

(1) Le monöıde multiplicatif ( ⋃
d≥1

Pd \ {0}
)
/F×

est libre sur les éléments de P1/F
×.

(2) Pour tout t ∈ P1 \ {1}, il existe un corps C extension de F tel que

P/Pt ' {f ∈ C[T ] | f(0) ∈ F}
comme F -algèbres graduées.

On a alors les propriétés suivantes :

a) Pour tout t ∈ P1 \ {0}, le lieu d’annulation de la � section hyperplane t �, V +(t), est constitué
d’un seul point {∞t}.

b) Si |X| désigne les points fermés de X, l’application t 7→ ∞t induit une bijection

(P1 \ {0})/F×
∼−−→ |X|

c) Posons pour tout point fermé x de X, deg(x) = 1. Alors, munie de cette fonction degré, X est
une courbe complète.

d) Pour tout point fermé ∞ ∈ X, X \ {∞} est un ouvert affine Spec(B) avec B principal, i.e.
Pic(X \ {∞}) = 0, et l’anneau (B,−v∞) est presque euclidien.

Démonstration. Soit t ∈ P1 \ {0} et C|F tel que

P/Pt ' {f ∈ C[T ] | f(0) ∈ F}.
Notons D l’algèbre de droite dans l’isomorphisme précédent. On a alors

V +(t) = Proj(P/Pt) ' Proj(D)

qui d’après le lemme 1.14 qui suit est réduit à un seul point, l’idéal premier homogène nul de D.
Notons V +(t) = {∞}. Soit maintenant B = P

[
1
t ]0, X\{∞} = Spec(B). On vérifie immédiatement

que B est un anneau factoriel d’éléments irréductibles les
x

t
lorsque x parcourt P1 \ F.t. Pour un

tel x il y a une identification

B/B.
x

t
= (P/Px)[ 1

t̄ ]0
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où t̄ ∈ P/Px désigne la réduction de t. Mais si

P/Px ' {f ∈ C ′[T ] | f(0) ∈ F}

où C ′ est un corps extension de F , on vérifie que pour tout élément homogène de degré 1 non nul
y dans l’algèbre graduée D′ = {f ∈ C ′[T ] | f(0) ∈ F},

D′[ 1
y ]0 ' C ′.

L’idéal engendré par
x

t
dans B est donc maximal. L’anneau B est factoriel, les idéaux engendrés

par les éléments irréductibles sont maximaux ; il est donc principal.
Montrons maintenant que l’anneau B satisfait aux hypothèses de la section 1.2.2 et que donc,

d’après la proposition 1.11, il est presque euclidien. Il est muni de la filtration (FiliB)i≥0 où

FiliB =
{ x
ti
| x ∈ Pi

}
.

En particulier, Fil0B = F . Soit

deg : B −→ N ∪ {−∞}

la fonction degré associé à cette filtration. Notons K le corps des fractions de B. À l’élément
irréductible t de l’anneau factoriel P est associé une valuation v∞ sur Frac(P ). On vérifie facilement
qu’en restriction à B ⊂ Frac(B) ⊂ Frac(P ),

v∞ = −deg : B −→ Z ∪ {+∞}.

Soit S la partie multiplicative de P/tP formée des éléments homogènes non-nuls. Pour tout
entier i ∈ Z graduons le P/tP -module tiP/ti+1P en posant que tiPj/t

i+1Pj−1 est de degré i+ j.
Cela munit tiP/ti+1P d’une structure de P/tP -module gradué sur l’anneau gradué P/tP . Il y a
alors un isomorphisme naturel d’anneaux gradués⊕

i∈Z
miK,v∞/m

i+1
K,v∞

∼−−→
⊕
i∈Z

[
S−1(tiP/ti+1P )

]
0
.

Celui-ci se décrit de la façon suivante. Un élément de miK,∞ s’écrit sous la forme

ti
x

y

avec x, y ∈ P homogènes, x ∈ Pa et y ∈ Pa+i \ tPa+i−1 pour un entier a. On associe alors à un tel
élément

y−1.tix ∈ S−1(tiP/ti+1P ).

De plus, via cet isomorphisme l’application naturelle

FiliB −→ m−iK,v∞/m
−i+1
K,v∞

est donnée par, si x ∈ Pi,
x

ti
7−→ t−ix ∈ [t−iP/t−i+1P ]0 placé en degré − i.

Pour vérifier que la condition de la section 1.2.2 est vérifiée il suffit donc de vérifier que pour i > 0,
l’application naturelle

Pi/tPi−1 7−→ [S−1(Pi/tPi−1)]0

est surjective. Par un calcul explicite on vérifie que c’est le cas pour l’algèbre graduée {f ∈
C[T ] | f(0) ∈ F}. �

Lemme 1.14. Soit C|F une extension de corps et D = {f ∈ C[T ] | f(0) ∈ F}, une F -algèbe
graduée. Alors, Proj(D) est réduit à un seul point, l’idéal premier homogène nul.
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Démonstration. Soit D+ = TC[T ] l’idéal d’augmentation de D et p un idéal premier homogène
non nul de D. Soit aT i ∈ p \ {0}. Si i = 0, a ∈ F× et donc p = D. Sinon, la relation a.T i ∈ p
couplée à la primalité de p implique que soit a ∈ p auquel cas a ∈ F× et donc p = D, soit a /∈ p
auquel cas a ∈ C \ F . Supposons donc a ∈ C \ F . La relation aT.T i−1 ∈ p implique alors que
soit aT ∈ p, soit T ∈ p. Dans les deux cas, on a immédiatement que T 2C[T ] ⊂ p. On a donc que
∀λ ∈ C, (λT )2 ∈ p duquel on déduit que λT ∈ p. On obtient donc au final que D+ ⊂ p. �

Exemple 1.15. Reprenons les notations de l’exemple 1.12. Soit h ≥ 1 un entier. Nous montrerons

plus loin que l’algèbre graduée
⊕

d≥0(B+
cris)

ϕh=pd satisfait aux hypothèses du théorème précédent.

1.2.4. L’algèbre graduée P est quadratique. Rappelons qu’un anneau commutatif gradué D =
⊕i∈NDi est quadratique s’il vérifie les conditions suivantes :

– comme D0-algèbre, D engendré par ses éléments de degré 1,
– les relations associées sont engendrées par des relations de degré 2, c’est à dire l’idéal ho-

mogène noyau de la surjection d’anneaux gradués

SymD0
D1 −→ D

est engendré par des éléments de degré 2 dans l’algèbre symétrique.

Lemme 1.16. Soit D = ⊕i∈NDi un anneau commutatif gradué et t ∈ D1 un élément régulier. Si
l’anneau gradué D/tD est quadratique alors D l’est également.

Démonstration. Soit i ≥ 2 et x ∈ Di. Par hypothèse il existe des éléments y1, . . . , yn ∈ D1,
un polynôme homogène de degré i, f , à coefficients dans D0 ainsi que z ∈ Di−1 tels que x =
f(y1, . . . , yn) + tz. On en déduit facilement par récurrence sur i que Di est engendré par les
éléments de degré 1.

Notons π : SymD0
D1 −→ D. Montrons par récurrence sur i ≥ 2 que si a ∈ SymiD1 vérifie

π(a) = 0 il existe alors un ensemble fini I, une collection (xi)i∈I d’éléments de Sym2D1 telle que
pour tout i, π(xi) = 0, et une collection (λi)i∈I d’éléments de Symi−2D1 telle que a =

∑
i∈I λixi.

Le cas i = 2 est évident. Soit donc i > 2 et a ∈ SymiD1 vérifiant π(a) = 0. Il y a un isomorphisme

canonique (SymD0
D1)/(t)

∼−−→ SymD0
(D1/tD0). PuisqueD/tD est quadratique, la relation π(a) =

0 projetée dans D/tD montre qu’il existe un ensemble fini J , une collection (yj)j∈J d’éléments de

Sym2D1 vérifiant π(yj) = π(tzj) pour des (zj)j∈J dans D1, des éléments (µj)j∈J dans Symi−2D1

et enfin w ∈ Symi−1D1 tels que

a =
∑
j∈J

µjyj + tw.

La relation π(a) = 0 fournit∑
j∈J

π(µjyj) + tπ(z) = t
(∑
j∈J

π(µjzj) + π(w)
)

= 0

et donc puisque t est régulier,

π
(∑
j∈J

µjzj + w
)

= 0.

Notons b =
∑
j∈J µjzj + w. Appliquant l’hypothèse de récurrence on obtient une égalité

b =
∑
i∈I

λixi

où pour tout i, λi ∈ Symi−3D1 et xi ∈ Sym2D1 vérifie π(xi) = 0. On a alors

a = tb+
∑
j∈J

µj(yj − tzj)

=
∑
i∈I

(tλi)xi +
∑
j∈J

µj(yj − tzj),

relation qui fournit l’hypothèse de récurrence au cran i. �
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Proposition 1.17. Sous les hypothèses de la section 1.2.3 précédente, la F -algèbre graduée P est
quadratique.

Démonstration. D’après le lemme 1.16 précédent il suffit de vérifier que si C est un corps
extension de F alors {f ∈ C[T ] | f(0) ∈ F} est quadratique, ce qui ne pose pas de problème. �

2. Fibrés vectoriels sur les courbes

Soit X une courbe de corps de définition F et de corps de fonctions rationnelles K. On note
FibX la catégorie des faisceaux de OX -modules localement libres de rang fini sur X que l’on
appelle encore fibrés vectoriels.

2.1. Classification par recollement. Soit U ( X un ouvert non vide et X \ U = {x1, . . . , xr}.
Considérons les catégories suivantes. Tout d’abord,

C =
{

(E , (Mi)1≤i≤r, (ui)1≤i≤r)
}

où E ∈ FibU , pour 1 ≤ i ≤ r, Mi est un OX,xi-module libre de rang fini et

ui : Mi ⊗OX,xi K
∼−−→ Eη.

Puis,

Ĉ =
{

(E , (Mi)1≤i≤r, (ui)1≤i≤r)
}

où E ∈ FibU , pour 1 ≤ i ≤ r, Mi est un ÔX,xi-module libre de rang fini et

ui : Mi ⊗ÔX,xi K̂xi
∼−−→ Eη ⊗K K̂xi .

La catégorie Ĉ consiste en la donnée d’un fibré sur U , de fibrés sur les � disques formels �

(Spec(ÔX,xi))1≤i≤r et de données de recollement sur les � disques formels épointés�(Spec(K̂xi))1≤i≤r.
La proposition qui suit ne pose pas de problème (on renvoie à [2] pour un énoncé beaucoup plus
général).

Proposition 2.1. Les foncteurs

FibX −→ C
E 7−→

(
E|U , (Exi)1≤i≤r, (cani)1≤i≤r

)
et

FibX −→ Ĉ
E 7−→

(
E|U , (Êxi)1≤i≤r, (cani)1≤i≤r

)
sont des équivalences de catégories.

Corollaire 2.2. Supposons U affine et Pic(U) trivial. Soit B = Γ(U,OX). La catégorie des fibrés
vectoriels sur X est équivalente à celle des triplets

(M,N, (ui)1≤i≤r)

où :
– M est un B-module libre de rang fini,

– N est un ÔX,xi-module libre de rang fini,

– ui : M ⊗B K̂xi
∼−−→ N ⊗Ôxi K̂xi .

Il en est de même en remplaçant K̂xi par K et ÔX,xi par OX,xi .
En particulier, les classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels de rang n sur X s’identifient à

l’ensemble

GLn(B)\
( r∏
i=1

GLn
(
K̂xi

)
/GLn

(
ÔX,xi

))
.
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2.2. Opérations sur les fibrés en termes de données de recollement. Supposons main-
tenant que U soit affine, Pic(U) = 0 et X \U = {∞}. Soit E un fibré vectoriel sur X et (M,N, u),

resp. (M, N̂, û), la donnée correspondante comme dans le corollaire 2.2, c’est à dire

M = Γ(U, E), N = E∞ et N̂ = Ê∞.
On vérifie aisément la proposition suivante.

Proposition 2.3. Il y a des identifications canoniques

H0(X, E) = u(M) ∩N = û(M) ∩ N̂ ,
H1(X, E) = N ⊗K/u(M) +N = N ⊗ K̂∞/û(M) + N̂ .

Plus généralement, RΓ(X, E) est isomorphe au complexe

M ⊕N −→ N ⊗K
(x, y) 7−→ u(x)− y

ou encore au même complexe obtenu en remplaçant N par N̂ , K par K̂∞ et u par û.

On a également :

Proposition 2.4. Pour k ∈ Z, si t∞ désigne une uniformisante de OX,∞, si le fibré E correspond

aux données (M,N, u), resp. (M, N̂, û), alors le fibré tordu E(k∞) correspond aux données

(M, t−k∞ N, u), resp. (M, t−k∞ N̂ , û).

2.3. Sur quelques courbes particulières. Bien que facile à démontrer la proposition qui va
suivre est importante pour comprendre la différence entre la courbe que nous allons étudier en
théorie de Hodge p-adique et la droite projective usuelle sur un corps. Plaçons nous dans la
situation suivante. Soit X une courbe complète possédant un point ∞ ∈ X tel que
• deg(∞) = 1
• X \ {∞} est affine.
On vérifie aussitôt le lemme qui suit.

Lemme 2.5. Sont équivalents :
– Pic(X \ {∞}) = 0

– la fonction degré induit un isomorphisme deg : Pic(X)
∼−−→ Z.

Nous supposerons dans la suite que X vérifie les hypothèses équivalentes du lemme précédent.
Pour k ∈ N on note OX(k) = OX(k.∞). Soit X \{∞} = Spec(B) où l’anneau B est donc principal.
On note

deg = −v∞ : B −→ N ∪ {−∞}.
Puisque associé au diviseur de Weil [∞], le fibré en droites OX(1) est canoniquement muni d’une
section génériquement non nulle. Le produit avec cette section fournit des injections

F = H0(OX) ⊂ H0(OX(1)) ⊂ · · · ⊂ H0(OX(k)) ⊂ H0(OX(k + 1)) ⊂ · · ·
qui correspondent à la filtration par le degré sur B,

F = Bdeg≤0 ⊂ Bdeg≤1 ⊂ · · · ⊂ B≤deg k ⊂ B≤deg k+1 ⊂ . . . .
On a de plus bien sûr que H0(OX(k)) = 0 si k < 0.

Pour k ∈ Z le cup-produit avec cette section de OX(1) induit une surjection

H1(X,OX(k)) � H1(X,OX(k + 1)).

Si A = OX,∞ d’uniformisante t, K = F (X), cette surjection s’identifie à la surjection canonique

K/B + t−kA −→ K/B + t−k−1A.

Ainsi, si H1(X,OX(d)) = 0, alors pour tout k ≥ d, H1(X,OX(k)) = 0. Notons i : {∞} ↪→ X.
Pour tout k ∈ Z il y a une suite exacte

0 −→ OX(k − 1) −→ OX(k) −→ i∗(m
−k
A /m−k+1

A ) −→ 0.
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De celle-ci on déduit que si H1(X,OX) = 0 alors pour tout k ≥ 1, l’application

Bdeg≥k/Bdeg≥k−1 → m−kA /m−k+1
A

est surjective i.e. la condition (1) de la section 1.2.2 est vérifiée.

Lorsque X = Proj(P ) comme dans le théorème 1.13, t ∈ P1 est distingué et V +(t) = {∞} il y
a des identifications pour k ∈ N,

Pk = Bdeg≤k = H0(X,OX(k))

b 7−→ b

tk
.

On a donc

X = Proj
(⊕
d∈N

Γ(X,OX(d))
)

et la suite d’inclusions précédentes est donnée par le produit par t ∈ H0(OX(1)),

P0
×t−−−→ P1

×t−−−→ . . .
×t−−−→ Pk

×t−−−→ Pk+1
×t−−−→ . . . .

On remarquera de plus que pour tout d ∈ Z, OX(d) ' P̃ [d].

Revenons aux hypothèses précédentes, avant les digressions sur le cas X = Proj(P ).

Proposition 2.6.

(1) Sont équivalents :

– (B, deg) est euclidien
– H1(X,OX(−1)) = 0.

Si c’est le cas alors, ∀k ≥ −1, H1(X,OX(k)) = 0.

(2) Sont équivalents :

– (B, deg) est presque euclidien
– H1(X,OX) = 0

Si c’est le cas alors, ∀k ≥ 0, H1(X,OX(k)) = 0.

Démonstration. Notons A = OX,∞ d’uniformisante t et K = F (X). On a

H1(X,OX(−1)) = K/B + tA, H1(X,OX) = K/B +A,

égalités desquelles on déduit facilement la proposition. �

3. Filtrations de Harder-Narasimhan

3.1. Formalisme général. Rappelons le formalisme suivant des filtrations de Harder-Narasimhan
utilisé dans [17], formalisme qui se déduit lui-même du formalisme plus général de [1].

Supposons que l’on dispose d’une catégorie exacte C munie de deux � fonctions � degré et rang
sur les classes d’isomorphisme d’objets de C

deg : Ob C −→ R,
rg : Ob C −→ N,

additives sur les suites exactes de C. On fait l’hypothèse qu’il existe une catégorie abélienne A
ainsi qu’un foncteur � fibre générique �

F : C −→ A

vérifiant :
• F est exacte et fidèle,
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• il induit une bijection

F : {sous-objets stricts de X} ∼−−→ {sous-objets de F (X)}.
où par sous-objet strict on entend ceux pouvant s’insérer dans une suite exacte. On aime à
penser à l’inverse de la bijection précédente comme une opération � d’adhérence schématique�.
Ce sera le cas dans les exemples que nous avons en vue.

On suppose également que la fonction rang sur C provient par composition avec F d’une fonction
additive rg : A −→ N vérifiant

rg(X) = 0⇔ X = 0.

Enfin, on fait l’hypothèse cruciale suivante : si u : X → X ′ est un morphisme dans C tel que F (u)
soit un isomorphisme alors deg(X) ≤ deg(X ′), avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme.

Une telle catégorie est quasi-abélienne au sens de André ([1]) ; tout morphisme possède un noyau
et un conoyau. Plus précisément, si u : X → Y , keru est l’unique sous-objet strict X ′ de X tel
que F (X ′) = ker(F (u)), Imu est l’unique sous-objet strict X ′′ de X tel que F (X ′′) = Im(F (u)) et
cokeru = X/Im(u). Néanmoins elle n’est pas abélienne en général, il peut exister des morphismes
dans C de noyaux et conoyaux triviaux qui ne sont pas des isomorphismes. On remarquera que le
morphisme

X/ keru −→ Imu,

bien que n’étant pas en général un isomorphisme, en est un � en fibre générique � i.e. après appli-
cation du foncteur F . Ainsi, c’est un isomorphisme si et seulement si deg(X/ keru) = deg(Imu).

Pour X ∈ C, X 6= 0, on pose

µ(X) =
deg(X)

rg(X)
∈ R.

Définition 3.1. Un objet non nul X de C est semi-stable si pour tout sous-objet strict non nul
X ′ de X

µ(X ′) ≤ µ(X).

On a alors le théorème suivant dont la preuve consiste à suivre celle de Harder-Narasimhan
pour les fibrés vectoriels ([25]). On renvoie à [1] pour plus de détails.

Théorème 3.2. Sous les hypothèses précédentes tout objet X de C possède une unique filtration
dans la catégorie exacte C

0 = X0 ( X1 ( · · · ( Xr = X

telle que :
• pour 1 ≤ i ≤ r, Xi/Xi−1 est semi-stable,
• la suite des pentes

(
µ(Xi/Xi−1)

)
1≤i≤r est strictement décroissante.

Pour X comme dans l’énoncé précédent on note HN(X) l’unique polygone concave d’origine
(0, 0) et ayant pour pentes

(
µ(Xi/Xi−1)

)
1≤i≤r avec multiplicités respectives

(
rg(Xi/Xi−1)

)
1≤i≤r.

Théorème 3.3. Si X ′ ⊂ X est un sous-objet strict, le point
(

deg(X ′), rg(X ′)
)

est situé en dessous
du polygone HN(X).

On obtient donc que HN(X) est l’enveloppe concave des points
(

deg(X ′), rg(X ′)
)

lorsque X ′

parcourt les sous-objets de X.

Soit λ ∈ R. Considérons les catégories suivantes.
• Soit C≤λ la sous-catégorie pleine de C formée des objets dont la plus grande pente de leur

polygone de Harder-Narasimhan est inférieure ou égale à λ. On a donc pour X ∈ C, X ∈ C≤λ
si et seulement si pour tout sous-objet strict non nul Y de X, µ(Y ) ≤ µ(X).

• Soit C≥λ la sous-catégorie pleine de C formée des objets de C dont la plus petite pente de leur
polygone de Harder-Narasimhan est supérieure ou égale à λ. Un objet X de C appartient à C≥λ
si et seulement si pour tout épimorphisme strict X � Y tel que Y 6= 0, on a µ(Y ) ≥ µ(X).
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• Soit Cssλ = C≤λ ∩ C≥λ la sous-catégorie pleine de C formée des objets semi-stables de pente λ
à laquelle on ajoute l’objet nul.

Théorème 3.4. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(1) Pour tout λ ∈ R, les catégories C≤λ et C≥λ sont des sous-catégories exactes stables par
extensions dans C.

(2) Lorsque λ > µ, Hom(C≥λ, C≤µ) = 0. En particulier, si X est semi-stable de pente λ et Y
semi-stable de pente µ avec λ > µ, Hom(X,Y ) = 0.

(3) Pour tout λ ∈ R, Cssλ = C≤λ ∩ C≥λ est une catégorie abélienne stable par extensions dans
C.

Les filtrations de Harder-Narasimhan fournissent donc un dévissage canonique de la catégorie
exacte C par la famille de catégories abéliennes (Cssλ )λ∈R. On peut aller plus loin dans la structure
des catégories abéliennes (Cssλ )λ.

Définition 3.5. Un objet X ∈ C est stable si pour tout sous-objet strict non nul X ′ de X,
µ(X ′) < µ(X).

On a alors la proposition suivante qui ne pose pas de problème.

Proposition 3.6. Soit λ ∈ R. Tout objet de la catégorie abélienne Cssλ est de longueur finie. Les
objets simples de Cssλ sont les objets stables de pente λ.

3.2. Exemples.

3.2.1. Fibrés vectoriels. Soit X une courbe complète et C la catégorie des OX -modules localement
libres de rang fini sur X. Il y a deux fonctions additives rang et degré sur X. Soit de plus A
la catégorie abélienne des F (X)-espaces vectoriels de dimension finie. Il y a un foncteur fibre
générique évident C → A. On vérifie qu’il possède les propriétés demandées précédemment. Par
exemple, si u : E → E ′ est un morphisme qui est un isomorphisme en fibre générique alors,

deg(E ′) = deg(E) + deg(E ′/u(E))

où le degré du faisceau cohérent de torsion F = E ′/u(E) est défini par

deg(F) =
∑
x∈|X|

deg(x).longOX,x(Fx).

On dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan dans C.

3.2.2. Espaces vectoriels filtrés. Soit L|K une extension de corps et VectFilL/K la catégorie exacte
formée des couples (V,Fil•VL) consistant en unK-espace vectoriel de dimension finie V ainsi qu’une

filtration décroissante Fil•VL de V ⊗K L telle que FiliVL = 0 pour i � 0 et FiliVL = VL lorsque
i� 0. Posons

rg(V,Fil•VL) = dimK V,

deg(V,Fil•VL) =
∑
i∈Z

i.dimL griVL.

Soit VectK la catégorie des K-espace vectoriels de dimension finie. Le foncteur

F : VectFilL/K −→ VectK

(V,Fil•VL) 7−→ V

satisfait aux propriétés demandées précédemment. On dispose donc de filtrations de Harder-
Narasimhan dans cette catégorie. Le théorème 3.4 dit dans ce cas là que tout morphisme entre
objets semi-stables de même pente est strictement compatible aux filtrations.
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3.2.3. Isocristaux. Soit k un corps parfait de caractéristique p, K0 = W (k)
[

1
p

]
. Notons σ le Frobe-

nius de K0. Soit ϕ-ModK0 la catégorie abélienne Qp-linéaire des k-isocristaux, c’est à dire la

catégorie des couples (D,ϕ) où D est un K0-espace vectoriel de dimension finie et ϕ : D
∼−−→ D

un isomorphisme σ-linéaire. Il y a deux fonctions additives hauteur et point terminal du polygone
de Newton

ht : ϕ-ModK0
−→ N

tN : ϕ-ModK0
−→ Z

où ht(D,ϕ) = dimK0
N et tN (D,ϕ) = d si det(D,ϕ) = K0.e avec ϕ(e) = a.e et vp(a) = d. Prenant

pour fonction rang la fonction ht et fonction degré la fonction tN , les hypothèses précédentes
sont facilement vérifiées (la catégorie est déjà abélienne) et on a donc des filtrations de Harder-
Narasimhan dans ϕ-ModK0 . On vérifie aisément que la filtration de Harder-Narasimhan associée
est la filtration de Dieudonné-Manin et le polygone de Harder-Narasimhan, qui est concave, est
obtenu à partir du polygone de Newton, qui est convexe, en renversant l’ordre des pentes. Il se
trouve que cette filtration est canoniquement scindée (décomposition de Dieudonné-Manin). En
fait, comme on le vérifie immédiatement, il y a également une filtration de Harder-Narasimhan as-
sociée aux fonctions rang et degré (ht,−tN ). Cette filtration est une filtration opposée à la filtration
précédente et fournit le scindage de la filtration précédente. La décomposition de Dieudonné-Manin
est donc donnée par le couple de ces deux filtrations de Harder-Narasimhan opposées.

3.2.4. ϕ-modules filtrés. Voici un exemple qui est formé à partir d’une combinaison des deux
exemples précédents. On reprend les notations de l’exemple 3.2.2 précédent. Soit de plus K|K0

une extension de corps. Soit ϕ-ModFilK/K0
la catégorie formée des triplets (D,ϕ,Fil•DK) où

(D,ϕ) ∈ ModϕK0
et Fil•DK est une filtration décroissante de D ⊗K0 K vérifiant FiliDK = 0 pour

i � 0 et FiliDK = DK lorsque i � 0. Il s’agit d’une catégorie exacte, les suites exactes étant les
suites exactes d’isocristaux strictement compatibles aux filtrations. Soit la fonction additive point
terminal du polygone de Hodge

tH : ϕ-ModFilK/K0
−→ VectFilK/K0

deg−−−→ Z
(D,ϕ,Fil•DK) 7−→ (D,Fil•DK).

Prenons pour fonction rang la fonction (D,ϕ,Fil•DK) 7→ ht(D,ϕ) et pour fonction degré la
fonction tH − tN . On vérifie que le foncteur d’oubli de la filtration

ϕ-ModFilK/K0
−→ ModϕK0

vérifie les propriétés précédentes i.e. est un foncteur � fibre générique �. On a donc des filtrations
de Harder-Narasimhan associées. La catégorie abélienne des objets semi-stables de pente 0 est
alors celle des ϕ-modules filtrés faiblement admissibles au sens de Fontaine ([20]).

On peut pousser l’exemple précédent encore plus loin. Soit la fonction degré

(tH − tN ,−tN ) : ϕ-ModFilK/K0
−→ Z2.

Munissons Z2 de l’ordre lexicographique. Prenons pour fonction rang la fonction hauteur précédente.
Il se trouve que le formalisme évoqué précédemment s’étend aux cas où la fonction degré prend
ses valeurs dans un groupe abélien totalement ordonné. On obtient alors des bi-filtrations de
Harder-Narasimhan étudiées dans [15].

3.2.5. ϕ-modules sur l’anneau de Robba. Soit R un anneau de Bezout, c’est à dire un anneau
intègre dans lequel tout idéal de type fini est principal. Supposons que l’on dispose d’un sous-
corps E ⊂ R, muni d’une valuation non triviale v : E −→ Z ∪ {+∞} et tel que

E× = R×.

Supposons donné un endomorphisme σ de R stabilisant E et tel que ∀x ∈ E , v(σ(x)) = v(x). Soit
C la catégorie exacte formée des couples (M,ϕ) où M est un R-modules libres de rang fini et ϕ
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un endomorphisme σ-linéaire ϕ : M →M tel que le morphisme R-linéaire induit

Φ : σ∗M −→M

soit un isomorphisme. Les objets inversibles dans la catégorie tensorielle C sont les couples (M,ϕ)
avec M de rang 1. Il y a alors une identification des classes d’isomorphisme de tels objets

Pic(C) ' H1(σZ, E×).

À la classe du cocyle cσ on associe la classe d’isomorphisme de l’objet (R, ϕ) où ∀x ∈ R, ϕ(x) =
cσσ(x). Puisque la valuation v est invariant sous σ elle induit une fonction additive degré

deg : Pic(C) −→ Z
normalisée de telle manière qu’avec l’identification précédente, ce soit la fonction [cσ] 7→ −v(cσ)
sur les classes de cocyles. Pour (M,ϕ) ∈ C posons

rg(M,ϕ) = dimRM

deg(M,ϕ) = deg
(

det(M,ϕ)
)
.

Ce sont deux fonctions additives. Soit A la catégorie abélienne formée des couples (V, ϕ) où V est
un Frac(R)-espace vectoriel de dimension finie et ϕ un endomorphisme σ-linéaire. Le foncteur

C −→ A
(M,ϕ) 7−→ (M ⊗ Frac(R), ϕ⊗ 1)

est un foncteur � fibre générique � au sens précédent. Cela résulte de ce que si M est un R-
module libre alors les sous-R-modules libres facteurs directs dans M sont en bijection avec les
sous-Frac(R)-espaces vectoriels de dimension fini de M ⊗ Frac(R) via les correspondances N 7→
N ⊗ Frac(R) et V 7→ V ∩M (cette propriété est vérifiée pour tout anneau de Bezout). De plus si

u : (M,ϕ) −→ (M ′, ϕ′)

est un morphisme dans C qui est un isomorphisme � en fibre générique �,

detu : det(M,ϕ) −→ det(M ′, ϕ′)

en est également un. Faisons maintenant l’hypothèse supplémentaire suivante : si λ ∈ R\{0} vérifie
λσ−1 ∈ E alors v(λσ−1) ≥ 0 avec égalité si et seulement si λ ∈ E . De cela on déduit aisément que

deg(M,ϕ) ≤ deg(M ′, ϕ′)

avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme.
Le formalisme précédent s’applique et on dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan

dans C. Lorsque R est l’anneau de Robba et E le sous-anneau des fonctions bornées, on retrouve
les filtrations étudiées dans [32] (cependant la convention de signe dans [32] et opposée à la notre).

3.2.6. Modules de Breuil-Kisin. Soit X un schéma noethérien irréductible de dimension 1 muni
d’un morphisme fini et plat σ : X → X de degré deg(σ) > 1. Soit C la catégorie formée des
couples (E , ϕ) où E est un faisceau cohérent sur X sans composantes immergées (i.e. si j : η → X
désigne le point générique de X, E ↪→ j∗j

∗E) et ϕ : E → E est un morphisme σ-linéaire tel que le
morphisme linéaire associé

Φ : σ∗E → E
soit un isomorphisme au point générique de X. Il s’agit d’une catégorie exacte ; c’est une sous-
catégorie stable par extensions dans la catégorie abélienne formée des couples (E , ϕ) où E est un
faiceau cohérent sur X muni d’un morphisme σ-linéaire. Posons pour (E , ϕ) ∈ C,

rg(E , ϕ) = longOX,η (Eη)

deg(E , ϕ) = long(coker(Φ)).

où le faisceau cohérent cokerΦ est supporté en un nombre fini de points et on peut donc définir
sa longueur. Ces deux fonctions sont additives. Soit A la catégorie abélienne formée des couples
(N,ϕ) où N est un OX,η-module de type fini et ϕ un morphisme σ-linéaire de N dans lui-même.
Alors, le foncteur fibre générique

(E , ϕ) 7−→ (Eη, ϕη)
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satisfait les hypothèses précédentes. De plus, si

u : (E , ϕ) −→ (E ′, ϕ′)
est un morphisme dans C qui est un isomorphisme générique, alors

deg(E ′, ϕ′) = deg(E , ϕ) + (deg(σ)− 1) long(coker(u)) ≥ deg(E , ϕ)

avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme. On dispose donc de filtrations de Harder-
Narasimhan dans C.

Soit maintenant R un anneau local régulier de dimension 2 et p un idéal premier de hauteur
1 dans R. Supposons R muni d’un endomorphisme σ : R → R fini et plat de degré > 1. On
fait également l’hypothèse que σ(p) = p. Soit un entier n ≥ 1. Posons Xn = Spec(A/pn) et
σ : Xn → Xn le morphisme induit par σ sur R. Soit Cn la catégorie de Harder-Narasimhan

précédente précédente associée à (Xn, σ) et � C =
⋃
n≥1

Cn � qui est également une catégorie de

Harder-Narasimhan. D’après la formule d’Auslander-Buchsbaum, un R-module annulé par une
puissance de p est sans composantes immergées si et seulement si il est de dimension projective
1. La catégorie C s’identifie donc à celle des couples (M,ϕ) où M est un R-module annulé par
une puissance de p de dimension projective 1 et ϕ : M → M un morphisme σ-linéaire qui est
un isomorphisme σ-linéaire au point générique de Spec(R/p). Si u ∈ mR \ p, on peut reformuler
les conditions précédentes en disant que M est un R-module annulé par une puissance de p, sans
u-torsion, et ϕ : M → M est un morphisme σ-linéaire tel que ϕ ⊗ σ : M [ 1

u ] → M [ 1
u ] soit un

isomorphisme σ-linéaire. Munie des fonctions

rg(M,ϕ) = longR[ 1
u ]M

[ 1

u

]
deg(M,ϕ) = longRM/R.ϕ(M),

la catégorie C est de Harder-Narasimhan.

Lorsque R = W JuK où W désigne les vecteurs de Witt d’un corps parfait de caractéristique
p > 0, σ est l’endomorphisme continu de R tel que σ(u) = up et σ|W est le Frobenius de W ,
p = pW , on retrouve les catégories d’objets étudiées dans [8] et [33].

3.2.7. Schémas en groupes finis et plats. Les catégories exactes considérées dans les exemples
précédents sont toutes des catégories tensorielles. De plus, la fonction degré sur ces catégories est
obtenue par composition d’un morphisme degré

deg : Pic(C) −→ Z,
où Pic(C) désigne le groupe formé des classes d’isomorphisme d’objets de rang 1, et d’une appli-
cation déterminant

det : C −→ Pic(C)
additive sur les suites exactes de C.

Soit maintenant K un corps valué complet pour une valuation non triviale à valeurs dans R.
Notons p la caractéristique du corps résiduel de K. Soit C la catégorie des schémas en groupes
commutatifs finis et plats sur OK , d’ordre une puissance de p et étales en fibre générique. Elle est
munie de deux fonctions additives hauteur et degré ([17]) où

ht(G) = logp |G|
et

deg(G) =
∑
i

v(ai) si ωG ' ⊕iOK/aiOK .

Soit A la catégorie abélienne des schémas en groupes commutatifs étales sur K. Il y a un foncteur
fibre générique

C −→ A
G 7−→ G⊗K.
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Il est démontré dans [17] que les axiomes précédents sont satisfaits et que l’on dispose donc de

filtrations de Harder-Narasimhan pour les objets de C relativement à la fonction pente deg
ht .

Supposons K de valuation discrète, de caractéristique p et à corps résiduel k parfait, K ' k((u)).
On peut alors montrer que la catégorie C est équivalente à celle des couples (M,ϕ) où M est un
W (k)JuK-module annulé par une puissance de p sans u-torsion et ϕ un endomorphisme σ-linéaire
de M induisant un isomorphisme σ-linéaire après inversion de u (on a déjà rencontré cette catégorie
dans la section 3.2.6). Via cette équivalence de catégories les filtrations de Harder-Narasimhan se
correspondent. Cette catégorie est munie d’un produit tensoriel. La fonction degré est définie via
une application degré sur les objets de hauteur 1 et une application déterminant.

Supposons K de valuation discrète, de caractéristique 0 et à corps résiduel k parfait. On a donc
K ' K0JuK/(E(u)) où K0 = W (k)

[
1
p

]
et E ∈ OK0

JuK est un polynôme unitaire d’Eisenstein.

D’après [33] la catégorie C est équivalente à celle des couples (M,ϕ) où M est un W (k)JuK-module
annulé par une puissance de p sans u-torsion et ϕ un endomorphisme σ-linéaire de M tel que
M/W (k)JuK.ϕ(M) soit annulé par E(u). Ce n’est donc pas une catégorie tensorielle, on ne peut
définir une application déterminant sur celle-ci. Néanmoins, on dispose d’une telle application
sur la catégorie formée des couples (M,ϕ) comme dans la section précédente. On peut donc
définir le déterminant, detG pour G ∈ C, comme objet de la catégorie précédente mais pas de C.
Les filtrations de Harder-Narasimhan dans C sont alors un cas particulier des filtrations dans la
catégorie précédente (via l’équivalence de [33]).

Supposons que la valuation de K ne soit pas discrète ou bien le corps résiduel non parfait. La
fonction degré précédente ne provient pas alors à priori d’une fonction degré sur des objets de rang
1 composée avec une application déterminant.

4. Classification de fibrés

4.1. Classification des fibrés sur les sphères de Riemann. Avant de nous lancer dans la
classification des fibrés sur les courbes qui nous intéresse, on revisite le théorème de classification
des fibrés sur la droite projective de Grothendieck.

Définition 4.1. Une sphère de Riemann est une courbe complète X possèdant un point ∞ ∈ X
de degré 1, tel que X \ {∞} soit affine, vérifiant Pic(X \ {∞}) = 0 et telle que

H1(X,OX(−∞)) = 0.

Une telle courbe satisfait aux hypothèses de la section 2.3. On a donc deg : Pic(X)
∼−→ Z. On

notera pour tout entier k, OX(k) = OX(k.∞) pour un point de degré 1, ∞. Remarquons que si
k ∈ Z et E est un fibré sur X,

µ(E(k)) = µ(E) + k

et que E est semi-stable si et seulement si E(k) l’est. Enfin, pour une telle courbe, H0(X,OX(k)) =
0 lorsque k < 0 et H1(X,OX(k)) = 0 lorsque k ≥ −1. En particulier, H1(X,OX) = 0 et on peut
penser à X comme une � courbe de genre nulle �.

Dans la suite on appellera sous-fibré un sous-fibré localement facteur direct i.e. les sous-objets
stricts de la catégorie des fibrés. Si u : E → F est un morphisme de fibrés on notera Im(u), un
sous-fibré de F , l’image de u dans la catégorie des fibrés i.e. l’adhérence schématique de l’image
de u en fibre générique.

Voici la réinterprétation du théorème de Grothendieck de classification des fibrés sur P1 ([23]).

Théorème 4.2. Soit X une sphère de Riemann.

(1) Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés isomorphes à un fibré de la forme OX(d)⊕a

pour des entiers d ∈ Z et a ≥ 0.

(2) La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.
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(3) Pour tout entier n, l’application

{(d1, . . . , dn) ∈ Zn | d1 ≥ · · · ≥ dn} −→ {classes d’isomorphises de fibrés de rang n sur X}

(d1, . . . , dn) 7−→
[ n⊕
i=1

Ox(di)
]

est une bijection.

Démonstration. Commençons par remarquer que le point (1) entraine le reste du théorème. En
effet, pour des entiers d1, d2 ∈ Z

Ext1
(
OX(d2),OX(d1)

)
' H1(X,OX(d1 − d2))

qui est nul si d1 > d2. Cela entraine facilement l’assertion (2) à partir de (1). La dernière assertion
s’en déduit aussitôt.

Montrons le point (1). Tout d’abord constatons que si a ∈ N et d ∈ Z, le fibré OX(d)⊕a est
semi-stable puisque somme directe de fibrés semi-stables de même pentes (cf. théorème 3.4). On
montre maintenant l’assertion suivante par récurrence sur l’entier n : tout fibré semi-stable de
rang inférieur ou égal à n est isomorphe à un fibré de la forme OX(d)⊕m pour des entiers d ∈ Z,
1 ≤ m ≤ n. Supposons l’hypothèse de récurrence vérifiée au rang n. Soit E un fibré semi-stable de
rang n+ 1. Soit L ⊂ E un sous-fibré en droites de degré maximal. On a donc

degL ≤ µ(E).

Posons

E ′ = E/L.
La première pente du polygone de Harder-Narasimhan de E ′ est supérieure ou égale à µ(E ′). D’après
l’hypothèse de réccurence appliquée au premier cran de la filtration de Harder-Narasimhan de E ′,
il existe un sous-fibré en droites L′ ⊂ E ′ vérifiant

deg(L′) ≥ µ(E ′).
On a, par semi-stabilité de E , µ(E ′) ≥ µ(E). On obtient finalement que

deg(L) ≤ µ(E) ≤ deg(L′).
Soit E ′′ le sous-fibré de E image réciproque de L′ par la projection E � E ′. On dispose d’une suite
exacte

0 −→ L −→ E ′′ −→ L′ −→ 0.

Soient d = degL et d′ = degL′. On a donc L ' OX(d) et L′ ' OX(d′). Distinguons maintenant
deux cas.
• Supposons d ≥ d′, c’est à dire d = d′ = µ(E). Alors, L et E étant semi-stables de même pente,
E ′ est semi-stable de pente µ(E). L’hypothèse de récurrene entraine donc que E ′ ' OX(d)n.
Mais, puisque Ext1(OX(d)n,OX(d)) = H1(X,OX)n = 0, la suite

0 −→ L −→ E −→ E ′ −→ 0

est scindée et donc E ' On+1
X . On a donc conclu dans ce cas là.

• Supposons d ≤ d′ − 1. Appliquons Hom(OX(d+ 1),−) à la suite exacte

0 −→ L −→ E ′′ −→ L′ −→ 0.

On obtient une suite exacte

0 −→ Hom(OX(d+ 1),L)︸ ︷︷ ︸
'H0(X,OX(−1))=0

−→ Hom(OX(d+1), E ′′) −→ Hom(OX(d+ 1),L′)︸ ︷︷ ︸
'H0(X,OX(d′−d−1))

−→ Ext1(OX(d+ 1),L′)︸ ︷︷ ︸
'H1(X,OX(−1))=0

et donc

Hom(OX(d+ 1), E ′′) ' H0(X,OX(d′ − d− 1)) 6= 0.

Si u : OX(d + 1) → E ′′ est un morphisme non nul, puisque u est un isomorphisme en fibre
générique, Im(u) est un sous-fibré en droites de E ′′, et donc de E , de degré

deg(Im(u)) ≥ deg(OX(d+ 1)) = d+ 1.
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Cela contredit le fait que L soit un sous-fibré en droites de degré maximal dans E . Ce cas là
est donc impossible.

�

4.2. Classification des fibrés sur les sphères de Riemann généralisées.

4.2.1. Une remarque sur les fibrés de rang 2. Soit X une courbe complète possédant un point
∞ ∈ X de degré 1 tel que X \ {∞} soit affine et Pic(X \ {∞}) = 0 (cf. section 2.3).

Proposition 4.3. Supposons que H1(X,OX) = 0. Sont équivalents :

(1) Il existe un fibré semi-stable de rang 2 sur X qui n’est pas somme directe de deux fibrés
en droites.

(2) H1(X,OX(−1)) 6= 0.

(3) Pour ∞ ∈ X un point de degré 1 tel que X \ {∞} soit affine égal à Spec(B), l’anneau
principal (B,−v∞) n’est pas euclidien.

Démonstration. L’équivalence entre les deux derniers points résulte de la proposition 2.6. Soit
maintenant E un fibré semi-stable de rang 2 ne pouvant s’écrire comme somme directe de deux
fibrés en droites. Soit L un sous-fibré en droites de E de degré maximal et L′ = E/L. Notons
d1 = deg(L) et d2 = deg(L′). Il y a donc une suite exacte

0 −→ OX(d1) −→ E −→ OX(d2) −→ 0.

La semi-stabilité de E induit les inégalités

d1 ≤ µ(E) ≤ d2.

Par hypothèse cette suite exacte n’est pas scindée. Or, on a l’égalité Ext1(OX(d2),OX(d1)) =
H1(X,OX(d1 − d2)). Donc, puisque H1(X,OX) = 0,

d1 < d2.

Appliquons Hom(OX(d1 + 1),−) à la suite exacte précédente. On obtient une suite

0 −→ Hom(OX(d1 + 1), E) −→ H0(X,OX(d2 − d1 − 1)) −→ H1(X,OX(−1))

Si l’on avait H1(X,OX(−1)) = 0 on aurait donc

Hom(OX(d1 + 1), E)
∼−−→ H0(X,OX(d1 − d1 − 1)) 6= 0.

On disposerait donc d’un morphisme u : OX(d1 +1)→ E non nul. Son image Im(u) serait un fibré
en droites de degré supérieur ou égal à d1 + 1. Cela est impossible grâce au choix fait de L. On a
donc H1(X,OX(−1)) 6= 0.

Supposons réciproquement que H1(X,OX(−1)) 6= 0. Soit

0 −→ OX −→ E −→ OX(1) −→ 0

une extension associée à une classe non nulle dans Ext1(OX(1),OX) = H1(X,OX(−1)). Montrons
que E est semi-stable et ne peut s’écrire comme somme directe de deux fibrés en droites. Soit L un
sous-fibré en droites de E . Si L = OX , deg(L) = 0 ≤ 1

2 = µ(E). Si L 6= OX , le morphisme composé

L ↪→ E � OX(1)

est un isomorphisme en fibre générique. On a donc

deg(L) ≤ 1.

Si deg(L) = 1, le morphisme L → OX(1) est un isomorphisme et la suite exacte précédente
est scindée, ce qui n’est pas le cas par hypothèse. On a donc deg(L) ≤ 0 ≤ µ(E). Le fibré E
est donc semi-stable. Montrons maintenant que E n’est pas somme directe de deux fibrés en
droites. Supposons donc par l’absurde que E = L1 ⊕ L2. Soient d1 = degL1 et d2 = degL2. Par
semi-stabilité de E , étant donné que µ(E) = 1

2 , d1 ≤ 0 et d2 ≤ 0. Mais cela est impossible car
d1 + d2 = deg(E) = 1. �
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4.2.2. Morphismes étales finis de courbes.

Définition 4.4. Un morphisme étale fini de courbes est un morphisme étale fini des schémas
sous-jacents aux courbes, f : X → Y , tel que pour tout x ∈ X,

deg(x) = [k(x) : k(f(x))] .deg(f(x)).

Définition 4.5. Soit f : X → Y un morphisme étale fini de courbes. Pour D =
∑
x∈|X|mx[x] ∈

Div(X) on pose

f∗D =
∑
x∈|X|

mx.[k(x) : k(f(x))].[f(x)].

Pour D =
∑
y∈|Y |my.[y] ∈ Div(Y ) on pose

f∗D =
∑
x∈|X|

mf(x).[x].

Pour un tel morphisme étale de courbes on a donc deux morphismes

Div(X)
f∗ //

Div(Y )
f∗

oo

vérifiant

f∗f
∗ = deg(f).Id.

On a de plus les formules

deg(f∗D) = deg(D)

deg(f∗D) = deg(f).deg(D).

Le lemme qui suit ne pose pas de problème.

Lemme 4.6. Soit f : X → Y un morphisme étale fini de courbes. Les diagramme suivants sont
commutatifs

F (X)×
div //

NF (X)/F (Y )

��

Div(X)

f∗

��
F (Y )×

div // Div(Y )

F (X)×
div // Div(X) // Pic(X)

F (Y )×
div //

?�

OO

Div(Y ) //

f∗

OO

Pic(Y ).

f∗

OO

Proposition 4.7. Étant donné un morphisme étale fini de schémas f : X → Y il y a un isomor-
phisme canonique de fibrés en droites

det(f∗OX)⊗2 ∼−−→ OY .

Démonstration. On peut supposer f de degré constant d. La donnée de f est alors équivalente
à celle du Sd-torseur étale sur Y , E = IsomY ({1, . . . , d}, X). Soit ε : Sd → µ2 la signature.
Le µ2-torseur ε∗E définit via µ2 → Gm un fibré en droites N de carré trivial. Montrons que
det(f∗OX) ' N . Soit pour cela π : E → Y le morphisme structural de notre torseur. Il y a alors
un isomorphisme

π∗(f∗OX)
∼−−→

⊕
σ∈Ss

OE

qui induit un isomorphisme

π∗(det(f∗OX)) = det(π∗(f∗OX))
∼−−→ OE .

Cet isomorphisme est un isomorphisme de fibrés en droites sur E munis d’une donnée de descente
relativement à l’action de Sd sur E. On vérifie alors que la donnée de descente sur le membre de
droite du dernier isomorphisme est donnée par la signature d’une permutation. �
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Remarque 4.8. En général, on n’a pas det(f∗OX) ' OY . Considérons par exemple le cas où
2 est inversible sur Y et Pic(Y ) possède de la 2-torsion non-triviale. Soit L un fibré en droites

non-trivial muni d’un isomorphisme L⊗2 ∼−→ OY et f : X → Y le µ2-torseur associé. Alors,
f∗OX = OY ⊕ L qui est donc de déterminant non-trivial.

Remarque 4.9. Une autre preuve de la proposition 4.7 consiste à regarder la forme quadratique
trace : f∗OX × f∗OX → OY dont le discriminant fournit l’isomorphisme cherché.

Lemme 4.10. Soit f : X → Y un morphisme étale de courbe et D ∈ Div(X). Il y a alors un
isomorphisme de fibrés en droites

det(f∗OX(D)) ' det(f∗OX)⊗OY (f∗D).

Démonstration. On peut supposer f de degré constant d. Soit D′ ∈ Div(Y ) et supposons le
l’assertion vérifiée pour le diviseur D + f∗D′. La formule de projection donne

det(f∗OX(D))⊗OY (dD′) ' det(f∗OX(D + f∗D′)).

Par hypothèse on a

det(f∗OX(D + f∗D′)) ' OY (f∗(D + f∗D′))

= OY (f∗D + dD′)

= OY (f∗D)⊗OY (dD′)

et on en déduit donc le résultat pour le diviseur D.
Quitte à remplacer D par D + f∗D′ on peut donc supposer que D ≥ 0 et donc, si D =∑
x∈|X| ax[x], on a une suite exacte

0 −→ OX −→ OX(D) −→
⊕
x∈|X|

ix∗OX,x/maxx −→ 0.

Pour tout x ∈ |X|, puisque OX,x est plat non-ramifié sur OY,f(x), le choix d’un relèvement dans
OX,x d’une base de k(x) comme k(f(x))-espace vectoriel induit des isomorphismes de OY,f(x)-
modules

OX,x/mkx ' (OY,f(x)/mf(x))
[k(x):k(f(x))], k ∈ N.

Prenant l’image directe de la suite exacte précédent on obtient une suite exacte

0 −→ f∗OX −→ f∗OX(D) −→
⊕
y∈|Y |

iy∗

( ⊕
x∈f−1(y)

(OY,y/maxy )[k(x):k(y)]
)
−→ 0.

On a donc une suite exacte

0 −→ det(f∗OX) −→ det(f∗OX(D)) −→
⊕
y∈Y

iy∗OY,y/mbyy −→ 0

où by =
∑
x∈f−1(y)[k(x) : k(y)]ax. Le résultat s’en déduit. �

Proposition 4.11. Soit f : X → Y un morphisme étale fini de courbes. Notons Div(X)/ ∼
les classes d’équivalences rationnelles de diviseurs et considérons l’isomorphisme Pic(X)

∼−−→
Div(X)/ ∼ envoyant la classe d’isomorphisme de OX(D) sur la classe d’équivalence de D. Alors
le diagramme suivant est commutatif

Pic(X)⊗ Z[ 1
2 ]

det ◦f∗
��

// (Div(X)/ ∼)⊗ Z[ 1
2 ]

f∗

��
Pic(Y )⊗ Z[ 1

2 ] // (Div(Y )/ ∼)⊗ Z[ 1
2 ]

Remarque 4.12. La proposition précédente ne dit rien d’autre que le fait qu’on dispose d’un
théorème de Riemann-Roch-Grothendieck modulo la 2-torsion pour les morphismes étales finis. La
remarque 4.8 fournit quant-à elle le contre exemple le plus simple qui soit à l’existence d’un tel
théorème à coefficients entiers.
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Lemme 4.13. Soient f : X → Y un morphisme fini localement libre de schémas et E un fibré
vectoriel sur X. Il y a un isomorphisme

det(f∗E) ' det(f∗ det E).

Démonstration. Soit un entier n ≥ 1. Notons ResX/Y la restriction des scalaires à la Weil et
NX/Y : ResX/YGm −→ Gm la norme. D’après le lemme 1, A.3.112, de [7], il y a un diagramme
commutatif de Y -schémas en groupes

ResX/Y GLn
ResX/Y det

//
� _

��

ResX/YGm
NX/Y // Gm

GL(f∗OX)
det // GL(det(f∗OX)) Gm.

Si E est localement libre de rang n, le lemme en résulte par application du diagramme précédent
au GLn-torseur associé à E . �

De ce lemme et de la proposition 4.11 on déduit la proposition suivante.

Proposition 4.14. Soit f : X → Y un morphisme étale fini de courbes complètes et E un fibré
vectoriel sur X. Alors,

deg(f∗E) = deg(E).

Résumons les résultats précédents dans la proposition qui suit.

Proposition 4.15. Soit f : X → Y un morphisme étale fini de courbes. Supposons Y complète.
Alors, X est complète. Si E est un fibré vectoriel sur X,

rg(f∗E) = deg(f).rg(E)

deg(f∗E) = deg(E)

µ(f∗E) = 1
deg(f)µ(E).

Si E est un fibré vectoriel sur Y ,

rg(f∗E) = rg(E)

deg(f∗E) = deg(f).deg(E)

µ(f∗E) = deg(f)µ(E).

Puisque nous l’utiliserons maintes fois, rappelons le lemme qui suit.

Lemme 4.16. Soit f : X → Y un morphisme de courbes étale fini galoisien de groupe Γ. Alors,
les foncteurs E 7→ f∗E et F 7→ (f∗F)Γ induisent des équivalences inverses entre la catégorie des
fibrés sur Y et celle des fibrés Γ-équivariants sur X.

Exemple 4.17. Avec les hypothèses du lemme précédent, si E est un fibré sur X, f∗f∗E '
⊕σ∈Γσ

∗E. Ainsi, le fibré f∗E sur Y correspond au fibré équivariant induit IndΓ
{1}E.

Le lemme suivant sera crucial dans la suite.

Lemme 4.18. Soit f : X → Y un morphisme étale fini galoisien de courbes complètes. Soit E un
fibré vectoriel sur Y . Soit

0 = E0 ( E1 ( · · · ( Er = E
sa filtration de Harder-Narasimhan. Alors,

0 = f∗E0 ( f∗E1 ( · · · ( f∗Er = f∗E

est la filtration de Harder-Narasimhan de f∗E. En particulier, E est semi-stable si et seulement si
f∗E l’est.
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Démonstration. Soit le groupe fini Γ = Aut(X/Y ). Remarquons que si F est un fibré sur X
alors pour tout σ ∈ Γ,

µ(Fσ) = µ(F).

Afin de démontrer l’assertion du lemme il suffit de montrer que si E est semi-stable alors f∗E l’est.
Mais par unicité de la filtration d’Harder-Narasimhan de f∗E et la propriété précédente d’invari-
ance de la fonction µ sous Γ, cette filtration est Γ-invariante. Ainsi si E est semi-stable sur Y , la
filtration de Harder-Narasimhan de f∗E descend à Y et est donc triviale. �

Soit X un schéma muni d’une action d’un groupe Γ. Un fibré équivariant sur X est un couple
(E , (cσ)σ∈Γ) où E est un fibré sur X et pour tout σ ∈ Γ,

cσ : E ∼−−→ σ∗E
vérifiant

∀σ, τ ∈ Γ, τ∗cσ ◦ cτ = cστ .

Pour un tel fibré équivariant le groupe Aut(E) est mune d’une action de Γ, Γ→ Aut(E), en posant

∀f ∈ Aut(E), fσ = c−1
σ−1 ◦ s−1∗f ◦ cσ−1 .

Maintenant, si (c′σ)σ∈Γ est une autre structure de fibré équivariant sur E , posons pour σ ∈ Γ

dσ = c′−1
σ−1 ◦ cσ−1 ∈ Aut(E).

On vérifie que (dσ)σ∈Γ est un 1-cocyle, élément de Z1(Γ,Aut(E)). Réciproquement, la donnée
d’un tel cocyle définit une nouvelle structure de fibré équivariant sur E . On vérifie de plus que
(E , (c′σ)σ) ' (E , (c′′σ)σ) si et seulement si les cocyles précédents sont cohomologues. On déduit de
cela la proposition qui suit.

Proposition 4.19. Soit E un fibré muni d’une structure de fibré Γ-équivariant et Γ → Aut(E)
l’action associée de Γ.

(1) L’ensemble des structures de fibré Γ-équivariant sur E est en bijection avec l’ensemble des

1-cocyles dans Z1(Γ,Aut(E)), au 1-cocycle c est associé un fibré Γ-équivariant tordu E
Γ
∧ c.

(2) Les fibrés Γ-équivariants E
Γ
∧ c1 et E

Γ
∧ c2 sont isomorphes si et seulement si les cocycles

c1 et c2 différent d’un cobord

(3) Les classes d’isomorphisme de fibrés équivariants dont le fibré sous-jacent est isomorphe
à E est en bijection avec l’ensemble

H1(Γ,Aut(E)).

4.2.3. Sphères de Riemann généralisées.

Définition 4.20. On appelle sphère de Riemann généralisée une courbe complète X munie d’une

tour de revêtements étales finis galoisienne de groupe Ẑ, (Xh)h≥1, X1 = X,

...

��
Xh′

��

Z/h′Z

hZ/h′Z

Xh

��
Z/hZ...

��
X1 = X

vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Pour tout h ≥ 1, il existe un point ∞h ∈ Xh de degré 1 tel que
– Xh \ {∞h} = Spec(B) est affine,
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– on a Pic(Xh \ {∞h}) = 0, c’est à dire B est principal.

(2) Pour tout h, H1(Xh,OXh) = 0.

(3) Pour tout h, pour tout x ∈ Xh, si πh : Xh → X, la fibre π−1
h (x) est formée de h-points

distincts (qui sont donc de même degré que x).

(4) Pour h|h′, notons πh′,h : Xh′ → Xh. On demande alors que pour tout h|h′, πh′,h∗OXh′ '
Oh
′Z/hZ
Xh

comme OXh-module muni d’une action de h′Z/hZ, l’action de h′Z/hZ sur Oh
′Z/hZ
Xh

étant celle par permutations.

Exemple 4.21. Reprenons les notations des exemples 1.12 et 1.15. Soit Ph =
⊕

d≥0(B+
cris)

ϕh=pd

et Xh = Proj(Ph). Pour h|h′, et d ≥ 0, l’inclusion naturelle (B+
cris)

ϕh=pd ⊂ (B+
cris)

ϕh
′
=pdh

′/h

induit un morphisme d’algèbres graduées Ph,• → Ph′,h′/h•. On montre plus loin que cela induit un
isomorphisme Xh′ = Xh ⊗Q

ph
Qph′ et que la tour de courbes (Xh)h≥1 est une sphère de Riemann

généralisée.

Soit (Xh)h≥1 une sphère de Riemann généralisée. Commençons par remarquer que pour tout
h, (Xh′)h|h′ est également une sphère de Riemann généralisée. Notons Fh le corps de définition de

Xh. Puisque πh∗OXh ' OhX , Fh est une extension de degré h de F . De plus, F = F
Z/hZ
h et donc

Fh|F est galoisienne de groupe Z/hZ. L’extension F∞ = ∪hFh est donc une extension galoisienne

de groupe Ẑ de F .
Les courbes (Xh)h satisfont aux hypothèses de la section 2.3. On fixe désormais un système

compatible de points de degré 1, (∞h)h ∈ lim
←−
h≥1

|Xh| et on note pour tout entier k ≥ 1,

OXh(k) = OX
( k−1∑
i=0

[σi(∞h)]
)

où σ = 1̄ ∈ Z/hZ = Aut(Xh/X). Pour k ≤ 0 on pose OXh(k) = OXh(−k)−1.
On a donc

Z ∼ // Pic(Xh)

deg

zz

d
� // [OXh(d)]

En particulierOXh(d) ' OXh(1)⊗d. Néanmoins, il est préférable de prendre la définition précédente
pour OXh(d). Elle fournit en effet une identification canonique π∗nh,hOXh(d) = OXnh(nd) qui fait

apparâıtre plus clairement la structure de fibré Gal(Fnh|Fh)-équivariant sur OXnh(n).

Définition 4.22. Soient d ∈ Z et h ∈ N>0. On note

OX(d, h) = πh∗
(
OXh(d)

)
comme fibré vectoriel sur X. Si λ ∈ Q, λ = d

h avec (d, h) = 1 et h > 0, on note

OX(λ) = OX(d, h).

Pour un entier n, on utilise les même notations pour la sphère de Riemann généralisée (Xh)n|h
i.e. OXn(d, h) = πnh,n∗

(
OXnh(d)

)
.

Proposition 4.23. Pour λ ∈ Q notons m(λ) l’ordre de λ mod Z dans Q/Z. Soient d ∈ Z,
h ∈ N>0. On a les propriétés suivantes :

(1) Si δ = (d, h),

OX(d, h) ' OX
(d
h

)⊕δ
.

(2) Pour n ∈ N>0,

π∗n
(
OX(d, h)

)
' OXn(nd, h)

πn∗
(
OXn(d, h)

)
' OX(d, nh).
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et donc

π∗n
(
OX(λ)

)
' OXn(nλ)⊕

m(λ)
m(nλ)

πn∗
(
OXn(λ)

)
' OX

(λ
n

)⊕n m(λ)
m(nλ)

.

(3) Le fibré OX(d, h) est semi-stable de pente d
h . Pour tout λ ∈ Q, le fibré OX(λ) est semi-

stable de pente λ.

(4) Il y a des isomorphismes

OX(d1, h1)⊗OX(d2, h2) ' OX(d1h2 + d2h1, h1h2)

OX(d, h)∨ ' OX(−d, h).

En particulier,

OX(λ1)⊗OX(λ2) ' OX(λ1 + λ2)
⊕m(λ1)m(λ2)

m(λ1+λ2)

OX(λ)∨ ' OX(−λ).

(5) Pour λ > µ,

Hom(OX(λ),OX(µ)) = 0.

Pour λ ≤ µ,

Ext1(OX(λ),OX(µ)) = 0.

Démonstration. Point (1) : Décomposons πh en le composé

πh : Xh

πh,h/δ−−−−−→ Xh/δ

πh/δ−−−−→ X.

On a donc

OX(d, h) = πh/δ∗

(
πh,h/δ∗

(
OXh(d)

))
.

De plus,

OXh(d) ' π∗h,h/δ
(
OXh/δ(d/δ)

)
.

D’après la formule de projection,

πh,h/δ∗π
∗
h,h/δ

(
OXh/δ(d/δ)

)
'
(
πh,h/δ∗OXh

)
⊗OXh/δ(h/δ).

Utilisant la propriété (4) de la définition 4.20 on obtient que

πh,h/δ∗π
∗
h,h/δ

(
OXh/δ(d/δ)

)
'
(
OXh/δ(h/δ)

)⊕δ
.

On conclut quant au point (1).

Point (2) : Le second isomorphisme du point (2) est immédiat. Considérons le premier. Si
(n, h) = 1, le diagramme

Xnh

πnh,h //

πnh,n

��

Xh

πh

��
Xn

πn // X

est cartésien. On en déduit que

π∗n
(
OX(d, h)

)
= π∗nπh∗

(
OXh(d)

)
' πnh,n∗π

∗
nh,n

(
OXh(d)

)
' πnh,n∗

(
OXnh(nd)

)
= OXn(nd, h).
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En général, si δ = (n, h), d’après le cas précédent et l’exemple 4.17,

π∗nOX(d, h) = π∗n,n/δπ
∗
n/δ

(
OX(d, h)

)
' π∗n,n/δ

(
OXn/δ

(
n
δ d, h

))
= π∗n,n/δπn,n/δ∗

(
OXn

(
n
δ d,

h
δ

))
' OXn

(
n
δ d,

h
δ

)⊕δ
.

D’après le point (1) démontré précédemment, ce dernier fibré s’identifie à OXn
(
d, h).

Point (3) : D’après le point (2) précédent, π∗hOX(d, h) ' OX(d)⊕h qui est semi-stable comme
somme directe de fibrés semi-stables de même pente (cf. théorème 3.4). Le lemme 4.18 permet de
conclure.

Point (4) : La seconde égalité du point (4) est immédiate. Considérons la première. Supposons
d’abord que (h1, h2) = 1. Le diagramme

Xh1h2

||zzzzzz

""DDDDDD

Xh1

""EEEEEE
Xh2

||yyyyyy

X

est alors cartésien. La formule de Künneth donne alors

OX(d1, h2)⊗OX(d2, h2) = πh1∗
(
OXh1 (d1)

)
⊗ πh2∗

(
OXh2 (d2)

)
' πh1h2∗

(
π∗h1h2,h1

(
OXh1 (d1)

)
⊗ π∗h1h2,h2

(
OXh2 (d2)

))
' πh1h2∗

(
OXh1h2 (h2d1)⊗OXh1h2 (h1d2)

)
' πh1h2∗

(
OXh1h2 (h2d1 + h1d2)

)
= OX(h2d1 + h1d2, h1h2).

En général, soit δ = (h1, h2). Alors, utilisant le cas précédent ainsi que le point (2),

OX(d1, h2)⊗OX(d2, h2) = πδ∗

(
OXδ

(
d1,

h1

δ

))
⊗OX(d1, h2)

' πδ∗

(
OXδ

(
d1,

h1

δ

)
⊗ π∗δOX(d1, h2)

)
' πδ∗

(
OXδ

(
d1,

h1

δ

)
⊗OXδ(δd1, h2)

)
' πδ∗

(
OXδ

(
d1h2 + d1h1,

h1

δ
h2

))
' OX(d1h2 + d2h1, h1h2).

Point (5) : La première égalité résulte de ce que OX(λ) est semi-stable de pente λ, OX(µ) est

semi-stable de pente µ et λ > µ (cf. théorème 3.4). On a, si m = m(λ)m(µ)
m(µ−λ) ,

Ext1(OX(λ),OX(µ)) ' H1(X,OX(−λ)⊗OX(µ))

' H1(X,OX(µ− λ))⊕m

De plus, si OX(µ− λ) = O(d, h),

H1(X,OX(µ− λ)) = H1(Xh,OX(d)) = 0

d’après la condition (4) de la définition 4.20, car d ≥ 0. �
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Définition 4.24. Un fibré E sur X est pur s’il existe λ ∈ Q et a ∈ N tels que E ' OX(λ)⊕a.
Pour un entier h, on définit de même un fibré pur sur Xh.

D’après la proposition 4.23, E est pur si et seulement si

E ' OX(deg E , rgE).

Proposition 4.25. Soit E un fibré sur X et h un entier. Alors, E est pur si et seulement si π∗hE
l’est.

Démonstration. Il résulte de la proposition 4.23 que si E est pur alors π∗hE l’est. Réciproquement,
supposons π∗hE pur. Quitte à agrandir h on peut supposer que π∗hE ' OXh(d)⊕a pour un d ∈ Z et
a ∈ N. Alors,

det(π∗hE) = π∗h det(E) ' OXh(ad)

et donc, en considérant le degré des fibrés en droites précédents, h|ad. D’après la proposition 4.23

OXh(d)⊕a ' OXh(ad, a) ' π∗hOX
(ad
h
, a
)
.

Il y a donc un isomorphisme

π∗hE ' π∗hOX
(ad
h
, a
)
.

La proposition 4.19 implique que les classes d’isomorphisme de fibrés Z/hZ-équivariants de fibré
sous-jacent isomorphe à F = π∗hOX

(
ad
h , a

)
sont en bijection avec

H1(Z/hZ,Aut(F)).

Or, Aut(F) ' Aut(OXh(d)⊕a) ' GLa(Fh). On vérifie de plus que via cet isomorphisme l’action de
Z/hZ = Gal(Fh|F ) sur Aut(F) est l’action canonique sur GLa(Fh). La proposition résulte donc
du théorème de Hilbert 90,

H1(Gal(Fh|F ),GLa(Fh)) = {∗}.
�

4.2.4. Classification des fibrés. La preuve du théorème suivant s’inspire fortement de [32].

Théorème 4.26. Soit (Xh)h≥1, X = X1, une sphère de Riemann généralisée. Supposons que
pour tout h et tout n ≥ 1, si

0 −→ OXh
(
− 1

n

)
−→ E −→ OXh(1) −→ 0

est une suite exacte de fibrés alors H0(Xh, E) 6= 0. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées.

(1) Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés purs.

(2) La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.

(3) L’application{
(λi)1≤i≤n ∈ Qn | n ∈ N, λ1 ≥ · · · ≥ λn

}
−→

{
Classes d’isomorphismes de fibrés sur X

}
(λ1, . . . , λn) 7−→

n⊕
i=1

OX(λi)

est une bijection.

Démonstration. L’assertion (1) entrâıne le reste du théorème. En effet, une fois montré que
tous les fibrés semi-stables sont purs, l’assertion (2) résulte du point (5) de la proposition 4.23.
Considérons donc l’assertion (1). Le fait que tout fibré pur soit semi-stable est le point (3) de la
proposition 4.23.

Montrons maintenant par récurrence sur l’entier n ≥ 1 que tout fibré semi-stable de rang
inférieur ou égal à n est pur. Remarquons que l’hypothèse de récurrence au rang n implique
d’après le raisonnement précédent (le point (1) du théorème entrâıne les autres points) que tout
fibré de rang inférieur ou égal à n est somme directe de fibrés purs.



26 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

Supposons donc l’hypothèse de récurrence vérifiée au rang n et soit E un fibré semi-stable de
rang n+ 1. D’après la proposition 4.25, pour tout entier h ≥ 1,

E est pur ⇐⇒ π∗hE est pur.

De plus d’après le lemme 4.18, pour tout entier h ≥ 1,

E est semi-stable ⇐⇒ π∗hE est semi-stable.

On peut donc, quitte à remplacer E par π∗hE et X par Xh avec h grand, supposer que µ(E) ∈ Z.
De plus, pour tout entier k ∈ Z,

E est semi-stable ⇐⇒ E(k) est semi-stable

et d’après le point (4) de la proposition 4.23,

E est pur ⇐⇒ E(k) est pur.

On peut donc supposer que

µ(E) = 0.

Considérons maintenant le fibré π∗nE sur Xn. Soit L ⊂ π∗nE un sous-fibré en droites de rang 1 de
degré d maximal. On a donc L ' OXn(d). Posons E ′ = π∗nE/L,

(1) 0 −→ L −→ π∗nE −→ E ′ −→ 0.

Puisque π∗nE est semi-stable de pente 0,

d ≤ 0 ≤ µ(E ′).
Distinguons maintenant plusieurs cas.
• Supposons d = 0. Alors, L est semi-stable de pente 0. Donc, E ′ est semi-stable de pente 0 (cf.

point (3) du théorème 3.4). D’après l’hypothèse de récurrence, on a donc E ′ ' OnXn . Puisque

Ext1(OnXn ,OXn) = 0, cela entrâıne que π∗nE ' On+1
Xn

et donc que π∗nE est pur. On déduit
alors de la proposition 4.25 que E est pur.

• Supposons que d ≤ −2. Puisque µ(E ′) ≥ 0, la première pente du polygone de Harder-
Narasimhan de E ′ est positive. L’hypothèse de récurrence entrâıne donc qu’il existe λ ≥ 0 tel
que OXn(λ) ⊂ E ′ comme sous-fibré. Puisque λ ≥ 0, H0(Xn,OXn(λ)) 6= 0 et donc

Hom(OXn(d+ 2),OXn(λ)) 6= 0.

Il existe donc un morphisme non nul

u : OXn(d+ 2) −→ E ′.
Tirant en arrière la suite exacte (1) précédente via u on obtient une suite exacte

0 −→ L −→ E ′′ −→ OXn(d+ 2) −→ 0

et donc une suite exacte

0 −→ L(−d− 1) −→ E ′′(−d− 1) −→ OXn(1) −→ 0.

D’après l’hypothèse du théorème appliquée avec n = 1 (attention, il ne s’agit pas du même
entier n intervenant dans cette démonstration),

H0(Xn, E ′′(−d− 1)) 6= 0.

Il existe donc un morphisme non nul

OXn(d+ 1) −→ E ′′.
Le morphisme E ′′ → π∗nE est un monomorphisme (i.e. c’est une inclusion en fibre générique,
mais OXn(d+ 1) n’est pas forcément localement facteur direct dans E ′′). On en déduit l’ex-
istence d’un morphisme non nul

v : OXn(d+ 1) −→ π∗nE .
Alors, Im(v) est un sous-fibré en droites de π∗nE vérifiant deg(Im(v)) ≥ d + 1 ce qui est en
contradiction avec la maximalité de d. Le cas d ≤ −2 est donc impossible.
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• Supposons d = −1. Puisque le morphisme πn est étale fini, π∗n = π!
n et

Hom(L, π∗nE) ' Hom(πn∗L, E).

Le morphisme non nul L → π∗nE est donc associé par adjonction à un morphisme non nul

u : OX
(
− 1

n

)
' πn∗L −→ E .

Considérons le sous-fibré Im(u) de E . Puisque OX
(
− 1

n

)
est semi-stable de pente − 1

n et que
le morphisme

u : OX
(
− 1

n

)
/ ker(u) −→ Im(u)

est un isomorphisme en fibre générique,

µ
(
Im(u)

)
≥ − 1

n
.

On a donc

− 1

n
≤ µ

(
Im(u)

)
≤ 0.

Le nombre µ(Im(u)) est de la forme d
rg(Im(u)) pour un d ∈ Z. Mais puisque rg(Im(u)) ≤ n,

l’inégalité précédente entrâıne que

µ
(
Im(u)

)
= − 1

n
ou bien µ

(
Im(u)

)
= 0.

Distinguons ces deux cas.
– Si µ(Im(u)) = 0 alors Im(u) est semi-stable de pente 0. Le fibré E/Im(u) l’est donc

également. D’après l’hypothèse de récurrence, Im(u) ' Org(Im(u)
X et E/Im(u) ' On+1−rg(Im(u))

X .

Puisque H1(X,OX) = 0 on conclut que E ' On+1
X .

– Si µ(Im(u)) 6= 0, nécessairement rg(Im(u)) = n. Le morphisme

u : OX
(
− 1

n

)
−→ Im(u)

est donc un isomorphisme en fibre générique. Étant donné que

deg
(
OX
(
− 1

n

))
= deg(Im(u))

c’est un isomorphisme. Il y a donc une suite exacte

0 −→ OX
(
− 1

n

)
−→ E −→ L′ −→ 0

où L′ est un fibré en droites de degré 1. Par hypothèse on a H0(X, E) 6= 0. Mais si
h : OX −→ E est un morphisme non nul, Im(h) est un sous-fibré en droites de E de
degré positif (car supérieur à celui de OX) et négatif (car E est semi-stable de pente 0)
donc nul. Le morphisme h est donc un isomorphisme. Dès lors, E/Im(h) est semi-stable
de pente 0 donc isomorphe à OnX d’après l’hypothèse de récurrence. On conclut que

E ' On+1
X en utilisant une fois de plus que H1(X,OX) = 0.

�

Remarque 4.27. Dans le théorème précédent, l’hypothèse disant que si 0 → OXh(− 1
n ) −→

E −→ OXh(1)→ 0 est exacte alors H0(X, E) 6= 0 est indispensable si l’on veut que le théorème de
classification des fibrés soit vérifié. En effet, si on suppose les conclusions du théorème vérifiées,
un tel E étant de degré 0, il possède nécessairement un facteur direct de la forme OX(λ) avec
λ ≥ 0 et donc H0(X, E) 6= 0.

Corollaire 4.28. Pour tout λ ∈ Q la catégorie abélienne formée des fibrés semi-stables de pente λ
sur X est semi-simple, d’unique objet simple à isomorphisme près OX(λ). L’algèbre End(OX(λ))
est une algèbre à division. Le foncteur

E 7−→ Hom(OX(λ), E)
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induit une équivalence entre cette catégorie et la catégorie des End(OX(λ))opp-espaces vectoriels
de dimension finie.

Exemple 4.29. Sous les hypothèses précédentes

5. Anneaux de Fontaine

La donnée de départ est la suivante. Soit E une extension de degré finie de Qp. On note Fq son
corps résiduel, q = pfE . On choisit une uniformisante π de OE qu’on notera parfois πE lorsqu’on
voudra souligner sa dépendance en E. On notera Frobq le morphisme de Frobenius à la puissance
fE d’une OE-algèbre de caractéristique p.

Soit k|Fq un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit F un corps algébriquement
clos de caractéristique p extension de k, valué complet pour une valuation non triviale

v : F −→ R ∪ {+∞}.

On suppose que v est triviale en restriction à k. On note mF = {x ∈ OF | v(x) > 0} l’idéal

maximal de OF . On suppose que k s’identifie au corps résiduel de F , k
∼−−→ OF /mF .

5.1. OE-vecteurs de Witt.

5.1.1. Le cas � classique �([13]). Pour tout n ≥ 0 posons

Wn,π =

n∑
i=0

πiXqn−i

i ∈ OE [X0, . . . , Xn].

Soit le foncteur

F : OE − algèbres −→ Ensembles

A 7−→ AN.

On notera [xi]i≥0 un élément de F(A), où pour tout i, xi ∈ A.

Lemme 5.1. Il existe une unique factorisation

OE-algèbres
F //

WOE,π ''PPPPPPPPPPPP Ensembles

OE-algèbres

77oooooooooooo

telle que la transformation naturelle en A

Wπ,A : WOE ,π(A) −→ AN

[ai]i≥0 7−→
(
Wn,π(a0, . . . , an)

)
n≥0

soit un morphisme de OE-algèbres.

Démonstration. Cela résulte de ce que si A est une OE-algèbre sans p-torsion munie d’un
endomorphisme ϕ relevant Frobq modulo π, Wπ,A est injectif d’image

{(xi)i≥0 ∈ AN | xi+1 ≡ ϕ(xi) mod πi+1}.

�
La description précédente de l’image deWπ,A lorsque A est sans p-torsion munie d’un relèvement

de Frobenius ne fait pas intervenir π mais l’idéal engendré par celui-ci. Il en résulte que si π′ est
une autre uniformisante de OE , il existe un unique isomorphisme de foncteurs en OE-algèbres

uπ,π′ : WOE ,π
∼−−→WOE ,π′
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tel que le diagramme suivant commute

WOE ,π(−)

Wπ

%%KKKKKKKKK

uπ,π′ '

��

(−)N

WOE ,π′(−)

Wπ′

99sssssssss

On a bien sûr uπ′,π′′ ◦ uπ,π′ = uπ,π′′ .

Définition 5.2. On pose

WOE = lim
←−
π

WOE ,π : OE − algèbres −→ OE − algèbres

où la limite projective est prise suivant toutes les uniformisantes de OE. On note

W : WOE (A)→ AN

pour le morphisme composé WOE (A)
∼−−→WOE ,π(A)

Wπ−−→ AN.

Comme l’anneau WOE , le morphisme

W : WOE (−) −→ (−)N

ne dépend pas du choix d’une uniformisante.

Soit A une OE-algèbre. Pour a ∈ A on notera [a] = [a, 0, . . . , 0, . . . ] ∈ WOE ,π(A). On vérifie
aussitôt que uπ,π′([a]) = [a] qui définit donc une application relèvement de Teichmüller

[−] : A→WOE (A)

indépendante du choix de l’uniformisante π. Il existe un unique endomorphisme

F : WOE (−)→WOE (−)

tel que si a ∈ WOE (A), W(a) = (xi)i≥0 alors W(Fa) = (xi+1)i≥0. Comme le relèvement de
Teichmüller [−], cet endomorphisme F ne dépend pas du choix d’une uniformisante. Notons

Vπ : WOE (−)→WOE (−)

déduit du décalage [ai]i≥0 → [0, a1, . . . , ai, . . . ] sur WOE ,π et de l’isomorphisme WOE
∼−−→WOE ,π.

Contrairement à [−] et F il dépend du choix de π. On a alors les propriétés :
– FVπ = π
– Vπ′ = π′

π Vπ
– Vπ(F (x).y) = x.Vπ(y)
– des deux propriétés précédentes il résulte que pour tout n ≥ 1, V nπ WOE est un idéal de WOE

indépendant du choix de l’uniformisante π
– WOE (A) est Vπ-adiquement séparé complet : si WOE ,n(A) = WOE (A)/V nπ WOE (A) alors

WOE (A)
∼−−→ lim

←−
n≥1

WOE ,n(A).

– tout élément a ∈WOE (A) s’écrit de façon unique sous la forme
∑
n≥0 V

n
π [an]

– si A est une Fq-algèbre, VπF = π et F (
∑
n≥0 Vπ[an]) =

∑
n≥0 Vπ[aqn]

– si A est une Fq-algèbre parfaite, WOE (A) est π-adiquement complet sans π-torsion et tout
élément s’écrit de façon unique sous la forme

∑
n≥0[xn]πn. De plus, WOE (A) est à isomor-

phisme unique près l’unique relévement π-adique sans π-torsion de la OE-algèbre parfaite
A.

Soit E′|E. On vérifie facilement le lemme qui suit.
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Lemme 5.3. Il existe un unique morphisme naturelle de OE-algèbres en la OE′-algèbre A

u : WOE (A) −→WOE′ (A)

tel que la diagramme suivante commute

WOE (A) //

(Wf
E′/En

)n≥0 $$HHHHHHHHH
WOE′ (A)

W=(Wn)n≥0zzuuuuuuuuu

AN

On a u([a]) = [a], u(Vπx) = π
π′Vπ′(F

fE′/E−1u(x)) et u(F fE′/Ex) = Fu(x).

Rappelons qu’il y a un unique morphisme naturel de OE-algèbres

∆ : WOE (−) −→WOE (WOE (−))

tel que W(∆(x)) = (Fnx)n≥0.
Si E′|E comme précédemment, Fq′ |Fq est l’extension résiduelle et E′0|E est l’extension maximale

non-ramifiée de E dans E′, il y a une identification WOE (Fq′) = OE′0 . Si A est une OE′ -algèbre il
y a donc un morphisme

OE′0 = WOE (Fq′)
∆−−→WOE (OE′0) −→WOE (A)

qui fait de WOE (A) une OE′0-algèbre. Le morphisme naturel WOE (A) → WO′E (A) est alors un
morphisme de OE′0-algèbre et on en déduit donc un morphisme naturel en la OE′ -algèbre A,

WOE (A)⊗OE′0 OE′ −→WOE′ (A).

Via ce morphisme, F
fE′/E
E ⊗ Id correspond à FE′ .

Si A est une Fq′ -algèbre parfaite, la réduction modulo π′ des deux algèbres précédentes cöıncide
avec A. Utilisant que WO′E (A) est l’unique relévement π′-adique sans π′-torsion de A, on en déduit
que dans ce cas là c’est un isomorphisme :

WOE (A)⊗OE′0 OE′
∼−−→WOE′ (A).

Ainsi, si E0 désigne l’extension maximale non-ramifiée de Qp dans E, W = WQp les vecteurs
de Witt-usuels, pour toute Fq-algèbre parfaite A on a un isomorphisme canonique

W (A)⊗OE0
OE

∼−−→WOE (A)

via lequel

[a]⊗ 1 7→ [a]

F fE ⊗ Id ↔ F

5.1.2. Le cas � tordu � : déformation du relèvement de Teichmüller. Le relèvement de Teichmüller
sur les vecteurs de Witt est adapté au groupe multiplicatif Gm au sens où [xy] = [x][y]. Cependant
lorsqu’on travaille avec les OE-vecteurs de Witt, WOE , il est parfois plus commode de travailler
avec un autre relèvement de Teichmüller adapté à un groupe de Lubin-Tate associé au corps E.

Soit Q ∈ OE [X] un polynôme tel que Q ≡ Xq modulo π. Posons Q0 = X et pour n ≥ 1,

Qn = Q ◦ · · · ◦Q︸ ︷︷ ︸
n-fois

.

Soit

Wn,Q,π =

n∑
i=0

πiQn−i(Xi) ∈ OE [X0, . . . , Xn].

Posons comme précédemment

F : OE-algèbres −→ Ensembles

A 7−→ AN.
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Proposition 5.4.

(1) Il existe une unique factorisation

OE-algèbres
F //

WOE,Q,π ''PPPPPPPPPPPP Ensembles

OE-algèbres

77oooooooooooo

telle que la transformation naturelle en A

WQ,π,A : WOE ,Q,π(A) −→ AN

[ai]i≥0 7−→
(
Wn,Q,π(a0, . . . , an)

)
n≥0

soit un morphisme de OE-algèbres.

(2) Il existe un unique isomorphisme uQ,π : WOE ,Q,π → WOE ,π tel que le diagramme suivant
commute

WOE ,Q,π(−)

WQ,π

%%LLLLLLLLLL

uQ,π '

��

(−)N

WOE ,π(−)

Wπ

99rrrrrrrrrr

Cette proposition résulte du lemme qui suit.

Lemme 5.5. Soit A une OE-algèbre sans π-torsion munie d’un relèvement ϕ de Frobq mod π.
Alors, WQ,π,A est injectif d’image

ImWQ,π,A = {(xi)i∈N | xi+1 ≡ ϕ(xi) mod πi+1}.

On déduit ce lemme du lemme élémentaire suivant.

Lemme 5.6. Soit A une OE-algèbre, i ≥ 1 et x, y ∈ A tels que x ≡ y [πi]. Alors, Q(x) ≡
Q(y) [πi+1].

Composant les isomorphismes WOE ,Q,π
∼−→WOE ,π

∼−→WOE on déduit la proposition suivante.

Proposition 5.7. Il existe une unique application naturelle en la OE-algèbre A

[−]Q : A −→WOE (A),

vérifiant :
– W([a]Q) = (Qn(a))n≥0

– Q([a]Q) = [Q(a)]Q
– Tout élément de WOE (A) s’écrit de façon unique sous la forme∑

n≥0

V nπ [an]Q.

– Si A est une Fq-algèbre parfaite, tout élément de WOE (A) s’écrit de façon unique sous
la forme

∑
n≥0[xn]Qπ

n, le Q-relèvement de Teichmüller x 7→ [x]Q est l’unique relèvement

vérifiant Q([x]Q) = [xq]Q et on a

[x]Q = lim
n→+∞

Qn
([
xq
−n])

.

Plus généralement, si x ∈ A, x̂n est un relèvement quelconque de xq
−n

alors

[x]Q = lim
n→+∞

Qn(x̂n).

Exemple 5.8.
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– Si Q(X) = Xq on a [a]Q = [a].
– Si E = Qp et Q(X) = (1 +X)p − 1 on a [a]Q = [1 + a]− 1.

Le relèvement de Teichmüller classique est multiplicatif, [xy] = [x][y] et se comporte donc bien
vis à vis de la loi du groupe Gm. Supposons maintenant de plus que Q(X) ≡ πX mod X2. Soit
LT Q ∈ OEJX,Y K la loi de groupe formel de Lubin-Tate telle que [π]LT Q = Q. Soit A une Fq-
algèbre parfaite. Soient x, y ∈ A tels que A soit séparé complet pour la topologie (x, y)-adique. Il
est aisé de vérifier qu’alors, WOE (A) est séparé complet pour la topologie ([x]Q, [y]Q)-adique (car
WOE (A) est séparé complet pour la topologie ([x], [y], π)-adique et ([x]Q, [y]Q, π) = ([x], [y], π)).

Lemme 5.9. Sous les hypothèses précédentes,

LT Q([x]Q, [y]Q) =
[
LT Q(x, y)

]
Q
.

Démonstration. Pour tout n, zn = LT Q
([
xq
−n]

Q
,
[
yq−n

]
Q

)
est un relèvement de LT Q

(
xq
−n
, yq

−n)
.

On a donc [
LT Q(x, y)

]
Q

= lim
n→+∞

Qn(zn).

Le résultat s’en déduit facilement puisque Qn(LT Q(X,Y )) = LT Q(Qn(X), Qn(Y )). �

Corollaire 5.10. Le Q-relèvement de Teichmüller définit un morphisme de OE-modules(
mF , +

LT Q

)
↪−→

(
WOE (mF ), +

LT Q

)
x 7−→ [x]Q.

Plus généralement, si LT est n’importe quelle loi de groupe formelle de Lubin-Tate associée à
E, c’est à dire telle que [π]LT ∈ OEJXK ne soit pas nécessairement un polynôme, on peut définir
pour x ∈ mF

[x]LT = lim
n→+∞

[πn]LT
([
xq
−n])

.

Cela définit un morphisme de OE-modules(
mF , +

LT

)
↪−→

(
WOE (mF ), +

LT

)
x 7−→ [x]LT .

5.2. L’anneau Bb,+.

5.2.1. L’anneau Bb,+.

Définition 5.11. On note Bb,+E = WOE (OF )
[

1
π

]
et ϕE son morphisme de Frobenius. Lorsqu’il

n’y a pas d’ambigüıté sur E on les note Bb,+ et ϕ.

L’anneau OF étant parfait, tout élément de WOE (OF ) s’écrit de façon unique sous la forme∑
n≥0

[xn]πn où pour tout i, xn ∈ OF . Tout élément de Bb,+ s’écrit donc de façon unique sous la

forme ∑
n�−∞

[xn]πn

et l’on a

ϕ
( ∑
n�−∞

[xn]πn
)

=
∑

n�−∞
[xqn]πn.

Dans cette écriture les lois d’addition et de multiplication des éléments de WOE (OF ) sont données
par des polynômes généralisés :∑

n≥0

[xn]πn +
∑
n≥0

[yn]πn =
∑
n≥0

[
Pn(x0, . . . , xn, y0, . . . , yn)

]
πn

(∑
n≥0

[xn]πn
)
.
(∑
n≥0

[yn]πn
)

=
∑
n≥0

[
Qn(x0, . . . , xn, y0, . . . , yn)

]
πn
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avec

(2) Pn, Qn ∈ Fq
[
Xqi−n

i , Y q
j−n

j

]
0≤i,j≤n et Qn = Rn

(
XiYj

)
i+j≤n, Rn ∈ Fq

[
Uq

i+j−n

ij

]
0≤i,j≤n
i+j≤n

.

Si x =
∑
n≥0[xn]πn ∈WOE (OF ) et k ∈ N posons

wk,π(x) = inf{v(xn) | 0 ≤ n ≤ k}.

Lemme 5.12. Si π et π′ sont deux uniformisantes de OE on a wk,π = wk,π′ .

Démonstration. Cela résulte de ce que pour A ∈ R+,

wk,π(x) ≥ A⇔ ∃a ∈ OF , v(a) ≥ A, x ∈ ([a], πk+1)

et de ce que pour un tel a, ([a], πk+1) = ([a], π′k+1) puisque (πk+1) = (π′k+1). �

Notons

wk : WOE (OF ) −→ R ∪ {+∞}
la fonction déduite du lemme précédent.

Lemme 5.13. Pour x, y ∈WOE (OF ) on a

wk(x+ y) ≥ inf{wk(x), wk(y)}
wk(xy) ≥ inf

i+j=k
{wi(x) + wj(y)}.

Démonstration. Pour la première inégalité, supposons que wk(x) ≥ wk(y). Soit a ∈ OF tel que
wk(y) = v(a). On a donc x, y ∈ ([a], πk+1) ce qui implique que x + y ∈ ([a], πk+1) soit encore
wk(x+ y) ≥ v(a) = wk(y). Pour la seconde inégalité, si x =

∑
n≥0[xn]πn et y =

∑
n≥0[yn]πn,

xy ∈
(
[xiyj ]π

i+j
)
i+j≤k + (πk+1).

Soit alors a ∈ OF tel que v(a) = inf
i+j=k

{wi(x) + wj(y)}. Si i+ j ≤ k alors v(xiyj) ≥ v(a) et donc

([xiyj ]π
i+j) ⊂ ([a]). Cela implique alors que xy ∈ ([a], πk+1) soit encore wk(xy) ≥ v(a). �

Remarque 5.14. Le point du lemme précédent est que les polynômes généralisés Pn, Qn définissant
l’addition et la multiplication dans WOE (OF ) (cf. formule (2)) vérifient les propriétés d’homogénéité
suivantes

Pn(TXi, TYj) = TPn, Rn(TUij) = TRn(Uij).

On munira WOE (OF ) de la topologie faible. Il s’agit de la topologie produit sur (OF )N donnée
par le développement de Teichmüller π-adique pour n’importe quel π. Une base de voisinages de
0 pour la topologie faible est donnée par{

x ∈WOE (OF ) | wk(x) ≥ A
}

lorsque k ∈ Z et A ∈ R varient. Muni de cette topologie WOE (OF ) est donc un anneau topologique.
Si a ∈ mF \ {0} la topologie faible cöıncide avec la topologie ([a], π)-adique. La topologie induite
par la topologie faible sur WOE (k) ⊂ WOE (OF ) est la topologie π-adique. On remarquera que la
valuation π-adique vπ de WOE (OF ) n’est pas continue pour la topologie faible.

5.2.2. Quelques valuations sur les vecteurs de Witt.

Définition 5.15. Pour r ∈ R+ et x =
∑
i�−∞

[xi]π
i ∈ Bb,+ on note

vr(x) = inf
i∈Z

{
v(xi) + ir

}
∈ R ∪ {+∞}.
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Lorsque x ∈WOE (OF ), une formule équivalente est donnée par

vr(x) = inf
k∈Z

{
wk(x) + ir

}
.

Il résulte alors du lemme 5.12 que la définition de vr ne dépend pas du choix de π. On prendra
garde qu’il y a une différence notable entre vr lorsque r > 0 et r = 0 : lorsque r > 0 la borne
inférieure intervenant dans sa définition est toujours atteinte alors que ce n’est pas nécessairement
le cas lorsque r = 0. Enfin, remarquons la formule suivante

v0(x) = lim
r→0

vr(x).

Proposition 5.16. Pour r ≥ 0, vr est une valuation sur Bb,+.

Démonstration. D’après la formule limite donnée pour v0, il suffit de traiter le cas r > 0.
Remarquons que pour k ∈ Z, vr(π

kx) = vr(x) + vr(π
k). Il suffit donc de vérifier que vr est une

valuation en restriction à WOE (OF ). L’inégalité

vr(x+ y) ≥ inf{vr(x), vr(y)}
résulte aisément de la première inégalité du lemme 5.13. De la même façon, utilisant la seconde
inégalité de ce même lemme on obtient

vr(xy) = inf{wk(xy) + kr | k ∈ N}}
≥ inf{wi(x) + ir + wj(y) + jr | i, j ∈ N}
≥ vr(x) + vr(y).

Il reste donc à vérifier que cette dernière inégalité est une égalité. Soient donc x =
∑
n≥0[xn]πn, y =∑

n≥0[yn]πn ∈WOE (OF ) et i0 ∈ N, resp. j0 ∈ N, le plus petit indice tel que

vr(x) = v(xi0) + i0r, resp. vr(y) = v(yj0) + j0r.

De la minimalité des indices i0 et j0 on tire que si i < i0, v(xi) > v(xi0) et si j < j0, v(yj) > v(yj0).

Écrivons

xy =
∑
n≥0

[Rn
(
xiyj)i+j≤n

]
πn

avec Rn ∈ Fq
[
Uq

i+j−n

ij

]
i+j≤n (cf. formule (2)). Si i + j ≤ n et (i, j) 6= (i0, j0) alors v(xiyj) >

v(xi0yj0). Puisque Rn(Ui0j0 , 0, . . . , 0) = Ui0j0 (i.e. on pose Uij = 0 si (i, j) 6= (i0, j0)) et Rn est
homogène de degré 1 au sens où Rn(TUij) = TRn(Uij), on a

v
(
Rn(xiyj)i+j≤n

)
= v(xi0yj0).

On en déduit que vr(xy) ≤ vr(x) + vr(y). �

Les valuations (vr)r>0 sont continues pour la topologie faible de WOE (OF ) tandis que ce n’est
pas le cas de v0. On a pour tout x ∈ Bb,+,

lim
r→0

vr(x) = v0(x) et lim
r→+∞

vr(x)

r
= vπ(x).

Le comportement relativement au Frobenius est donné par la formule

vr(ϕ(x)) = qv r
q
(x).

On remaquera que la fonction r 7→ vr(x) est concave. En particulier, si 0 ≤ R1 ≤ r ≤ R2 on a

vr(x) ≥ inf{vR1
(x), vR2

(x)}.

Remarque 5.17. D’après Hadamard, si f est une fonction holomorphe sur le disque épointé
{z ∈ C | 0 < |z| < 1} et pour 0 < r < 1, M(R) = sup

|z|=R
{|f(z)|}, la fonction R 7→ logM(R) est

une fonction convexe de logR. La concavité de la fonction r 7→ vr(x) précédente est un analogue
de cette propriété, les éléments de Bb,+ pouvant s’interpréter comme des fonctions holomorphes
sur un disque épointé (cf. sections 5.5 et 6).
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Pour tout r > 0, la topologie définie par vr sur WOE (OF ) est la topologie faible. On en déduit
que WOE (OF ) est complet pour la topologie définie par un tel vr. Pour r = 0, la topologie définie
par v0 sur WOE (OF ) est la topologie [a]-adique pour n’importe quel a ∈ mF \{0}. On vérifie alors
facilement que WOE (OF ) est complet pour v0. Plus généralement, pour un tel a, WOE (OF ) est
complet pour la topologie ([a], π)-adique.

Remarque 5.18. Il faut faire attention lorsqu’on travaille avec v0 pour la raison suivante. Pour
tout ε ∈ 1+mF \{1} on vérifie que v0([ε]−1) = 0. On a donc lim

α→
6=

0
v0([1+α]−1) 6= v0([1]−1) = +∞.

De cela on déduit que l’application relèvement de Teichmüller x 7→ [x] n’est pas continue pour la
topologie définie par v0. C’est là une très grosse différence avec le cas d’égales caractéristiques (cf.
section 5.5).

5.2.3. L’anneau B+. Soit r > 0, r ∈ v(F ). Notons

Sr = {x ∈ Bb,+ | vr(x) ≥ 0}.
Si a ∈ OF vérifie v(a) = r on a alors

Sr = WOE (OF )
[ [a]
π

]
.

Soient Ŝr le complété p-adique de Sr et B+
r = Sr

[
1
p

]
. L’espace de Banach B+

r est le complété de

Bb,+ pour la norme q−vr et Ŝr est sa boule unité. Lorsque r′ ≥ r, Sr′ ⊂ Sr qui induit une inclusion

Ŝr′ ⊂ Ŝr et donc une inclusion continue

B+
r′ ⊂ B

+
r .

Définition 5.19. On note B+ =
⋂
r>0

B+
r . On le note également B+

E lorsqu’on veut préciser la

dépendance en E.

L’anneau B+ s’identifie au complété de Bb,+ pour la famille de normes (q−vr )r>0. C’est donc
un WOE (k)Q-espace de Frechet. L’anneau Bb,+ est séparé pour la topologie définie par vr pour
n’importe quel r et donc

Bb,+ ⊂ B+.

Puisque WOE (OF ) est complet pour la topologie définie par les (vr)r>0, WOE (OF ) ⊂ B+ est un
fermé.

Pour tout r > 0, l’endomorphisme ϕ de Bb,+ s’étend en un endomorphisme ϕ de B+
r . De plus

ϕ(B+
r ) = B+

qr.

On a donc pour n’importe quel r > 0,

B+ =
⋂
n≥0

ϕn(B+
r ),

formule de laquelle on déduit que ϕ est bijectif sur B+.

Remarque 5.20. Si r > 0 et (xn)n∈Z est une suite d’éléments de OF vérifiant

∀r > 0, lim
n→−∞

v(xn) + nr = +∞,

c’est à dire de façon équivalente,

lim
n→−∞

v(xn)

n
= −∞,

on peut donner un sens à la série
∑
n∈Z[xn]πn. Plus précisémennt, posons∑

n∈Z
[xn]πn :=

∑
n<0

[xn]πn +
∑
n≥0

[xn]πn ∈ B+

où la première somme est convergente pour la topologie de Fréchet de B+ et la seconde est un
élément de W (OF ). Cependant, tout élément de B+ n’est pas à priori nécessairement de cette
forme et la somme de deux tels éléments ne l’est pas à priori nécessairement encore. De plus une
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égalité
∑
n∈Z[xn]πn =

∑
n∈Z[yn]πn dans B+ de deux telles sommes n’implique pas à priori que

pour tout n, xn = yn. C’est là encore une différence avec le cas d’égales caractéristiques (section
5.5).

5.2.4. Changement de corps E. Soit E′|E de degré fini, de corps résiduel Fq′ ⊂ k. Notons E′0 =
WOE (Fq′) l’extension maximale non-ramifiée de E dans E′. On a alors

WOE′ (OF ) = WOE (OF )⊗OE′0 OE′ .

On vérifie que cela induit une identification de WOE′ (k)Q = WOE (k)Q ⊗E′0 E
′-algèbres de Frechet

B+
E′ = B+

E ⊗E′0 E
′

via laquelle ϕE′ correspond à ϕ
fE′/E
E ⊗ Id.

5.3. Polygones de Newton.

5.3.1. Transformée de Legendre. Pour une fonction ϕ : R → R ∪ {+∞} non identiquement égale
à +∞, sa transformée de Legendre est

L(ϕ) : R −→ R ∪ {−∞}
λ 7−→ inf{ϕ(x) + λx | x ∈ R}.

C’est une fonction concave. Si ϕ est convexe, on peut retrouver ϕ à partir de L(ϕ) en appliquant
sa transformée de Legendre inverse :

ϕ(x) = sup{L(ϕ)(λ)− λx | λ ∈ R}.
Appelons pente d’un polygone l’opposé de la dérivé de la fonction affine par morceaux associée

(cette convention est nécessaire si l’on veut que les pentes des polygones de Newton soient les
valuations des racines). Une fonction convexe ϕ : R → R ∪ {+∞} non identiquement égale à
+∞ est un polygone à abscisses de ruptures entières si et seulement si L(ϕ) est une fonction
localement affine sur le segment ouvert L(ϕ) 6= −∞ à pentes dans Z. Les pentes de L(ϕ) sont
alors les abscisses des points de rupture de ϕ et les abscisses des points de rupture de L(ϕ) sont
les pentes de L(ϕ). Ainsi la transformée de Legendre met en dualité

Pentes
L←→ Abscisses des points de rupture.

Pour ϕ1, ϕ2 : R −→ R ∪ {−∞} posons

ϕ1 ∗ ϕ2 : R −→ R ∪ {−∞}
x 7−→ inf{ϕ1(a) + ϕ2(b) | a+ b = x}.

Alors,
L(ϕ1 ∗ ϕ2) = L(ϕ1) + L(ϕ2).

De cela on déduit que si ϕ1 et ϕ2 sont des polygones décroissants convexes à abscisses de rupture
entières bornés inférieurement, ϕ1 ∗ϕ2 en est également un et de plus ses pentes finies strictement
positives sont obtenues en � concaténant � celles de ϕ1 et ϕ2.

Remarque 5.21. L’opération de convolution précédente est un analogue tropical de l’opération
de convolution usuelle où l’on a remplacé l’addition par des bornes inférieures et la multiplication
pas l’addition.

5.3.2. Polygone de Newton des éléments de Bb,+.

Définition 5.22. Soit x =
∑
n�−∞[xn]πn ∈ Bb,+. On note N ewt(x) le plus grand polygone

convexe décroissant de R2 en dessous de l’ensemble de points (n, v(xn))n∈Z.

Le polygone N ewt(x) est donné par vπ(x) et ses pentes (λi)i∈Z où λi est la pente sur le segment
[i, i+ 1], λi = +∞ pour i < vπ(x) et pour tout i, λi ≥ λi+1.

On a les formules

v0(x) = lim
x→+∞

N ewt(x)

]−∞, vπ(x)] = N ewt(x)−1({+∞}).
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Pour x =
∑
n�−∞[xn]πn ∈ Bb,+, la tranformée de Legendre de son polygone de Newton, c’est

à dire de la fonction affine par morceaux associée, est donnée par

L
(
N ewt(x)

)
(λ) =

{
vλ(x) si λ ≥ 0

−∞ si λ ≤ 0
.

On en déduit en particulier que le polygone de Newton de ne dépend pas du choix de l’uniformisante
π. On renvoie à la figure 1 pour une visualisation du polygone précédent.

v0(x)
λi3

λi1

λi2

i0 = vπ(x)

λi0

pente
λ
>

0

i1 i3i2

vλ(x)

λi2λi3 λi1

i 3

i
2

i
1v0(x)

Legendre

Figure 1. Le polygone de Newton de x ∈ Bb,+ et sa transformée de Legendre λ 7→
vλ(x). En général, la valuation de F n’étant pas discrète, la borne inférieure définissant
v0(x) n’est pas atteinte, le polygone de Newton peut avoir une infinité de pentes tendant
vers 0 au voisinage de +∞ et le comportement de la fonction λ 7→ vλ(x) peut être � assez
compliqué �au voisinage de 0.

Soient maintenant x, y ∈ Bb,+ non nuls. Utilisant que pour tout r ≥ 0, vr(xy) = vr(x) + vr(y)
on déduit que

N ewt(xy) = N ewt(x) ∗ N ewt(y)

On en déduit que l’on peut calculerN ewt(xy) en fonction deN ewt(x) etN ewt(y). Plus précisément,
soient (λi)i∈I , resp. (µj)j∈J , les pentes finies strictement positives de N ewt(x), resp. N ewt(y),
comptées avec multiplicités. Alors, les pentes finies strictement positives de N ewt(xy) sont les
(λi)i∈I ∪ (µj)j∈J réordonnées de manière à ce qu’elles forment une suite décroissante. En d’autres
termes, les pentes finies strictement positives de N ewt(xy) sont obtenues par concaténation des
pentes de N ewt(x) et de celles de N ewt(y).

Exemple 5.23. Soient a0, . . . , ad ∈ mF et
∏n
i=0(π − [ai]) =

∑
n≥0[xn]πn. Alors, xd ∈ O×F et les

pentes du polygone convexe enveloppe des (i, v(xi))0≤i≤d sont les (v(ai))0≤i≤d.

Remarque 5.24. Soit f une fonction holomorphe sur le disque {z ∈ C | |z| < 1} et 0 < R < 1.
Supposons que f ne possède pas de zéros sur le cercle |z| = R et f(0) 6= 0. Notons a1, . . . , an les
zéros de f comptés avec multiplicités dans le disque |z| ≤ R. La formule de Jensen donne alors

log |f(0)| =
n∑
i=1

log |ai| − n logR+
1

2π

∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ.

Soit maintenant x ∈ WOE (OF ) et r > 0. Soient (λi)i≥0 les pentes finies de N ewt(x) où λi est la
pente sur le segment [i, i+ 1]. Soit n l’entier tel que λn−1 ≥ r et λn < r (n = 0 si λ0 < r). On a
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alors

v(x0) =

n−1∑
i=0

λi − nr + vr(x)

qui est un analogue de la formule de Jensen.
Si M(R) = sup{|f(z)| | |z| = R}, pour r > 0 notons vr(f) = − logM(e−r), une fonction

concave de r. La formule de Jensen fournit donc

− log |f(0)| ≥
n∑
i=1

(− log |ai|)− nr + vr(f).

En d’autres termes, le polygone convexe valant − log |f(0)| en 0 et ayant pour pentes les − log |a|,
où a parcourt les zéros de f avec multiplicités, est au dessus de la transformée de Legendre de la
fonction concave r 7→ vr(f) (cf. 5.17).

5.3.3. Polygone de Newton des éléments de B+. Rappelons que si (ψn)n∈N est une suite de fonc-
tions concaves définies sur ]0,+∞[ à valeurs dans R convergeant simplement vers ψ :]0,+∞[→ R,
alors :

– ψ est concave,
– la limite ψn −→

n→+∞
ψ est uniforme sur tout compact de ]0,+∞[ .

Lemme 5.25. Si (bn)n est une suite de Bb,+ tendant vers b ∈ B+ \ {0}, alors pour tout compact
K de ]0,+∞[ il existe un entier N tel que pour n ≥ N et r ∈ K on ait vr(bn) = vr(b).

Démonstration. Soient 0 < R1 < R2 tels que K ⊂ [R1, R2]. Puisque la suite de fonctions
(vr(bn))n∈N converge uniformément sur le segment [R1, R2], il existe C ∈ R et N ∈ N tels que
pour n ≥ N et r ∈ [R1, R2] on ait vr(bn) ≤ C. De plus, il existe N ′ ≥ N tel que pour n ≥ N ′

on ait vR1
(bn+1 − bn) > C et vR2

(bn+1 − bn) > C. Utilisant l’inégalité pour tout r ∈ [R1, R2],
vr(bn+1 − bn) ≥ inf{vR1

(bn+1 − bn), vR2
(bn+1 − bn)} on conclut que pour n ≥ N ′ et r ∈ [R1, R2]

on a vr(bn) = vr(bN ′). �

De cela on déduit que pour tout b ∈ B+, b 6= 0, la fonction

]0,+∞[ −→ R
r 7−→ vr(b)

est concave affine par morceaux de pentes des entiers relatifs.

Définition 5.26. Pour b ∈ B+, b 6= 0 on pose

N ewt(b) : R −→ R ∪ {+∞}
x 7−→ sup{vr(b)− rx | r ∈]0,+∞[}

On pose N ewt(0) comme étant égal à la fonction constante de valeur +∞.

Il s’agit d’un polygone convexe décroissant à abscisses de rupture entières qui cöıncide avec le
polygone précédent sur les éléments de Bb,+. Pour tout r > 0, ce polygone est au dessus d’une
droite de pente r. On a donc

lim
x→−∞

N ewt(b)(x)

x
= −∞.

Si (λi)i∈Z sont ses pentes, où λi est la pente sur le segment [i, i + 1], lim
i→+∞

λ−i
i = +∞. Bien sûr

N ewt(x) ≡ +∞ si et seulement si x = 0. Commençons par étudier ce polygone au voisinage de
+∞.

Lemme 5.27. Pour tout x ∈ B+, x 6= 0, la limite lim
r→0
>

vr(x) existe et est un nombre réel positif.

Démonstration. Par construction, si r′ ≥ r, la boule unité de B+
r′ est contenue dans celle de

B+
r . Cela se traduit en

∀x ∈ B+, vr′(x) ≥ 0⇒ vr(x) ≥ 0.
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Soit donc x ∈ B+ et r0 > 0. Soit n ∈ N tel que vr0(pnx) ≥ 0. Cela entraine que pour 0 < r ≤ r0,
vr(x) ≥ −nr. Le résultat se déduit alors du lemme qui suit. �

Lemme 5.28. Tout fonction concave ψ :]0,+∞[→ R bornée inférieurement au voisinage de 0 se
prolonge par continuité en 0.

Définition 5.29. Pour x ∈ B+, on pose v0(x) = lim
r→0
>

vr(x) ∈ R+.

Cela définit une valuation
v0 : B+ −→ R+

étendant la valuation précédente sur Bb,+. On a de plus

v0(b) = lim
x→+∞

N ewt(b)(x).

On en déduit en particulier que N ewt(b) est contenu dans le demi-plan supérieur de R2 formé des
éléments d’ordonnée positive supérieure ou égale à v0(b). De cela on déduit en particulier que si
(λi)i∈Z sont ses pentes, λi étant la pente sur le segment [i, i+ 1], on a lim

i→+∞
λi = 0. En particulier,

chaque pente intervient avec multiplicité finie.

Ce polygone se transforme de la façon suivante :
• N ewt(πnb) est le translaté horizontal par le vecteur (n, 0) de N ewt(b),
• pour a ∈ OF , N ewt([a]b) est le translaté vertical par le vecteur (0, v(a)) de N ewt(b),
• N ewt(ϕ(b)) est obtenu à partir de N ewt(b) en application la dilatation du plan (x, y) 7→

(x, qy). En particulier ses pentes sont q-fois celles de N ewt(b).
Remarquons qu’à translations horizontales près, N ewt(b) est complètement déterminé par v0(b)

et ses pentes strictement positives. Enfin, remarquons que la formule

N ewt(xy) = N ewt(x) ∗ N ewt(y)

montre que les pentes finies strictement positives deN ewt(xy) sont obtenues par � concaténation�de
celles deN ewt(x) et de celles deN ewt(y). De plus,N ewt(x) etN ewt(y) déterminent complètement
N ewt(xy).

L’anneau B+ est séparé pour la topologie définie par v0. Intéressons-nous maintenant un peu
plus à cette valuation.

Lemme 5.30. Pour tout a ∈ OF tel que a 6= 0 on a B+ = [a]B+ +Bb,+.

Démonstration. Si x ∈ Bb,+, x =
∑
i�−∞[xi]π

i, écrivons x = x+ + x− avec

x+ =
∑
i≥0

[xi]π
i et x− =

∑
i<0

[xi]π
i.

Soit maintenant b =
∑
n≥0 bn un élément de B+ avec bn ∈ Bb,+ et pour tout r > 0, lim

n→+∞
vr(bn) =

+∞. Soit N tel que pour n ≥ N on ait v1(bn) ≥ v(a). Cela entraine que pour n ≥ N , b−n = [a]cn
avec cn ∈ Bb,+. On a alors

b = [a]
∑
n≥N

cn +

N−1∑
n=0

b−n +
∑
n≥0

b+n .

où le troisième terme est dans WOE (OF ) car celui-ci est fermé dans B+. �

Proposition 5.31. Soit α ∈ R+ tel que α = v(a) avec a ∈ OF . Alors,

{b ∈ B+ | v0(b) ≥ α} = [a]B+.

Démonstration. Si b ∈ B+ vérifie v0(b) ≥ α, d’après le lemme précédent on peut l’écrire sous la
forme b = [a]b′ + b′′ où b′ ∈ B+ et b′′ ∈ Bb,+. On a alors v0(b′′) ≥ α et on conclut aussitôt. �

Corollaire 5.32. La topologie définie par v0 sur B+ est la topologie [a]-adique pour n’importe
quel a ∈ mF non nul.
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Étudions maintenant le polygone de Newton au voisinage de −∞.

Proposition 5.33. Un élément b ∈ B+ est dans Bb,+ si et seulement si il existe A ∈ R tel que
N ewt(b)|]−∞,A[ ≡ +∞.

Démonstration. Soit b ∈ B+ non nul tel que N ewt(b)|]−∞,A[ ≡ +∞. Quitte à multiplier b par
une puissance de π on peut supposer A = 0. L’hypothèse se traduit alors en disant qu’il existe
α ∈ R et r0 > 0 tels que pour r ≥ r0 on ait vr(b) ≥ α.

On reprend la notation x = x+ + x− de la démonstration du lemme 5.30. Soit (bn)n une suite
de Bb,+ tendant vers b. Si l’on montre que (b−n )n tend vers 0 l’assertion sera démontrée car (b+n )n
est une suite de WOE (OF ), or celui-ci est fermé dans B+.

Remarquons que pour x ∈ Bb,+ tel que x = x− on a pour r′ ≥ r,
vr(x) ≥ vr′(x) + (r′ − r).

Soit maintenant r > 0 fixé. Pour A ∈ R soit r′ ≥ r vérifiant r′ ≥ r0 et r′ − r ≥ A− α+ 1. On a

vr′(bn) = inf{vr′(b+n ), vr′(b
−
n )} −→

n→+∞
vr′(b) ≥ α.

Il existe donc N ∈ N tel que pour n ≥ N on ait vr′(b
−
n ) ≥ α− 1. Pour n ≥ N on a alors

vr(b
−
n ) ≥ vr′(b−n ) + (r′ − r) ≥ A.

Cela étant vrai pour tout A on en déduit que lim
n→+∞

vr(b
−
n ) = +∞. �

5.4. Les bivecteurs. On va définir un sous-WOE (k)Q-espace vectoriel de B+ sur lequel la re-
marque 5.20 précédente est prise en défaut. Si R est un anneau de caractéristique p qui est une
Fq-algèbre muni de la topologie discrète on note

CWu
OE (R) = lim

−→
n≥1

WOE ,n(R)

le groupe des covecteurs de Witt unipotents, les applications de transition dans la limite inductive
précédente étant données par le Verschiebung, Vπ : WOE ,n(R) → WOE ,n+1(R). Les éléments de
CWu

OE (R) se décrivent de la façon suivante,

CWu
OE (R) =

{
[. . . , ai, . . . , a−1, a0] | ai ∈ R, ai = 0 pour i� 0

}
.

Ce groupe s’étend en un groupe des covecteurs de Witt ([18], chap.II pour le cas E = Qp),

CWOE (R) =
{

[. . . , ai, . . . , a−1, a0] | ai ∈ R, ∃N ≤ 0, l’idéal engendré par les (ai)i≤N est nilpotent
}
.

Celui-ci est muni d’un Verschiebung Vπ : CWOE (R)→ CWOE (R) et on pose

BWOE (R) = lim
←−
N

CWOE (R),

les applications de transition étant données par Vπ. On a donc,

BWOE (R) =
{∑
i∈Z

V iπ [ai] | ai ∈ R, ∃N, l’idéal engendré par les (ai)i≤N est nilpotent
}
.

Définition 5.34. On pose

BWOE (OF ) = lim
←−
a

BWOE (OF /a)

lorsque a parcourt les idéaux non nuls de OF .

On a alors

BWOE (OF ) =
{∑
n∈Z

[an]πn | an ∈ OF , liminf
n→−∞

qnv(an) > 0
}

=
{∑
n∈Z

[an]πn | an ∈ OF , ∃s > 0, ∃C, v(an) ≥ q−ns+ C
}
.
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Les séries précédentes sont convergentes dans B+. Cette description fournit un plongement de
W (k)Q-espaces vectoriels

BWOE (OF ) ↪→ B+
E .

Pour tout entier n ≥ 0 notons

Sn ∈ OE [X0, . . . , Xn−1, Y0, . . . , Yn−1]

le polynôme universel tel que la loi d’addition sur les vecteurs de Witt tronqués de longueur n+ 1
soit donnée par

[X0, . . . , Xn] + [Y0, . . . , Yn] = [S0, . . . , Sn]

Alors, pour deux éléments

a =
∑
i∈Z

[ai]π
i, b =

∑
i∈Z

[bi]π
i ∈ BWOE (OF )

on a

a+ b =
∑
i∈Z

[ci]π
i

avec

ci = lim
n→+∞

Sn

(
aq
−n

i−n, a
q−n+1

i−n+1, . . . , a
q−1

i−1, ai, b
q−n

i−n, b
q−n+1

i−n+1, . . . , b
q−1

i−1, bi

)
,

limite qui existe grâce aux conditions de convergence imposées dans la définition de BWOE (OF )
(cf. [18], chap.II). Si l’on relache ces conditions de convergence en imposant seulement que pour
tout r > 0, lim

n→−∞
v(an) + nr = +∞ et lim

n→−∞
v(bn) + nr = +∞ alors une telle limite n’existe pas

forcément, ce qui explique partiellement la remarque 5.20.

Remarque 5.35. Si E′|E est non-ramifiée, B+
E = B+

E′ . Cependant, l’inclusion BWOE (OF ) ⊂
BWOE′ (OF ) est stricte si E 6= E′, les conditions de convergence des séries définissant BWOE (OF )

dans B+
E dépendant du cardinal du corps résiduel de E.

5.5. Analogues en caractéristique positive. Les anneaux définis précédemment sont des ana-
logues en inégales caractéristiques d’anneaux apparaissant dans les travaux d’Hartl et Pink ([26]).

Plus précisément, soit B̊ la boule ouverte rigide analytique sur F de dimension 1 et de rayon 1 et
O(B̊) l’anneau des fonctions rigides analytiques sur B. Posons pour f =

∑
n≥0 anz

n ∈ F JzK,

vr(f) = inf{v(an) + nr | n ∈ N}.

Alors,

O(B) = {f ∈ F JzK | ∀r > 0, vr(f) > −∞}
=

{∑
n≥0

anz
n ∈ F JzK | liminf

n→+∞
v(an)
n ≥ 0

}
.

De plus si pour 0 < ε < 1, ‖.‖B(0,ε) désigne la norme sup sur la boule fermée de rayon ε,

‖.‖B(0,ε) = p−v− logp ε .

Cette norme sup cöıncide également avec la norme sup ‖.‖C(0,ε) sur la couronne formée des éléments

de valeur absolue ε. Soit ‖.‖∞ la norme sup sur B̊ et O(B̊ \ {0}) les fonctions rigides analytiques

sur B̊ \ {0}. On a alors le tableau d’analogies suivant :
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Inégales caractéristiques Égales caractéristiques
π z

W (F ) F JzK
W (OF ) OF JzK = {f ∈ O(B̊) | ‖f‖∞ ≤ 1}
Bb,+ OF ((z))

= {f ∈ O(B̊ \ {0}) | f méromorphe en 0
textetlim

ε→1
‖f‖B(0,ε) ≤ 1}

B+ adhérence de OF ((z)) dans O(B̊ \ {0})
= {
∑
n∈Z anz

n|an ∈ OF et lim
n→+∞

v(a−n)
n = +∞}

= {f ∈ O(B̊ \ {0}) | lim
ε→1
‖f‖B(0,ε) ≤ 1}

Dans le tableau précédent la valeur absolue p−v0 correspond à

lim
ε→1
‖f‖B(0,ε).

5.6. L’anneau R.

5.6.1. Généralités. Soit Q ∈ OE [X] tel que Q ≡ Xq mod π et Q(0) = 0. On note Q0 = X et pour
n ≥ 1,

Qn = Q ◦ · · · ◦Q︸ ︷︷ ︸
n-fois

.

On vérifie en utilisant le lemme 5.6 que

(3) Qn(X) ∈
(
πn−kXqk

)
0≤k≤n.

Par définition une OE-algèbre π-adique est une OE-algèbre π-adiquement séparée complète. Soit
le foncteur

RQ : OE-algèbres π-adiques −→ Ens

A 7−→
{

(x(n))n≥0 | x(n) ∈ A, Q(x(n+1)) = x(n)
}
.

On notera tout simplement R = RXq . La proposition suivante est bien connue lorsque E = Qp et
Q = Xp. Sa preuve s’étend aussitôt au cas général considéré ici (cf. le lemme 5.37 qui suit).

Proposition 5.36. Soit A une OE-algèbre π-adique et I un idéal fermé de A. Supposons A séparée
complète pour la topologie I + (π)-adique. Alors, l’application de réduction modulo I induit une
bijection

RQ(A)
∼−−→ RQ(A/I).

Son inverse associe à la suite (x(n))n≥0 ∈ RQ(A/I) la suite (y(n))n≥0 ∈ RQ(A) définie par

y(n) = lim
k→+∞

Qk

(
x̂(n+k)

)
où pour tout n, x̂(n) ∈ A est un relèvement quelconque de x(n) ∈ A/I et la limite précédente est
pour la topologie I + (π)-adique.

La proposition précédente résulte du lemme élémentaire suivant.

Lemme 5.37. Soit A une OE-algèbre et J un idéal de A. Si x, y ∈ A vérifient x ≡ y mod J alors
Q(x) ≡ Q(y) mod πJ + J2.

Appliquant cette proposition à l’idéal engendré par π on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.38. Le foncteur RQ se factorise canoniquement en un foncteur

RQ : OE-algèbres π-adiques −→ Fq − algèbres parfaites

isomorphe au foncteur

A 7−→ lim
←−
N

A/πA,
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les applications de transition dans la limite projective précédente étant données par Frobq : A/pA→
A/pA. Les lois d’addition et de multiplication sur RQ(A) sont données par(

x(n)
)
n

+
(
y(n)

)
n

=
(

lim
k→+∞

Qk
(
x(n+k) + y(n+k)

))
n(

x(n)
)
n
.
(
y(n)

)
n

=
(

lim
k→+∞

Qk
(
x(n+k)y(n+k)

))
n
.

Remarque 5.39. Bien sûr lorsque E = Qp et Q(X) = Xp, la formule de multiplication précédente

est bien plus simple puisque
(
x(n)

)
n
.
(
y(n)

)
n

=
(
x(n).y(n)

)
n

.

Par exemple, si R est une Fq-algèbre parfaite,

R
∼−−→ RQ(WOE (R))

x 7−→
(
[x1/qn ]Q

)
n≥0

.

où [−]Q désigne le Q-relèvement de Teichmüller de la proposition 5.7. De plus, d’après le lemme
5.36, si I est un idéal fermé de WOE (R) tel que WOE (R) soit séparé complet pour la topologie
I + (π)-adique, A = WOE (R)/I et θ : WOE (R)→ A désigne la projection,

R
∼−−→ RQ(A)

x 7−→
(
θ
(
[x1/qn ]Q

))
n≥0

.

Bien sûr, si Q1 et Q2 sont deux polynômes tels que Q il y a un isomorphisme canonique

RQ1(A)
∼−−→ RQ2(A)

(x(n))n≥0 7−→
(

lim
k→+∞

Q2,k

(
x(n+k)

))
n≥0

déduit par composition de la suite d’isomorphismes

RQ1
(A)

∼−−→ RQ1
(A/πA) = RXq (A/πA) = RQ2

(A/πA)
∼←−− RQ2

(A).

5.6.2. Le morphisme θ. Reprenons les notations de la section 5.1.2. Soit n ≥ 1 un entier. Il y a un
morphisme

Wn : WOE ,n −→ Ga

n−1∑
k=0

V kπ [ak]Q 7−→
n−1∑
k=0

πkQn−1−k(ak).

Soit A une OE-algèbre munie d’un idéal I tel que pour tout entier k vérifiant 0 ≤ k ≤ n − 1 et

tout x ∈ I on ait πkxq
n−1−k

= 0 (c’est par exemple le cas si I est muni de puissances π-divisées
et πn−1A = 0). Cela implique que pour tout x ∈ I et 0 ≤ k ≤ n − 1 on a πkQn−1−k(x) = 0 (cf.
relation (3)). Le morphisme Wn,Q : WOE ,n → Ga donne alors naissance � par relèvement � à un
morphisme de OE-algèbres

WOE ,n(A/I) −→ A

x 7−→ Wn,Q(x̂)

où x̂ ∈ WOE ,n(A) est un relèvement quelconque de x. En particulier, pour toute OE-algèbre A il
y a un morphisme de OE-algèbres

θn : WOE ,n(A/πA) −→ A/πnA.

On a de plus θ1 = IdA/πA et lorsque n varie les θn vérifient la relation de compatibilité suivante :
le diagramme

WOE ,n+1(A/πA)
θn+1 //

F

��

A/πn+1A

proj

��
WOE ,n(A/πA)

θn // A/πnA.
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est commutatif. Si A est une OE-algèbre π-adiquement séparée complète on en déduit par passage
à la limite un morphisme

θ : WOE (RQ(A)) −→ A∑
n≥0

[xn]Q π
n 7−→

∑
n≥0

x(0)
n πn.

Cela définit un morphisme de foncteurs sur la catégorie des OE-algèbres π-adiques

θ : WOE ◦ RQ −→ Id.

On a déjà vu qu’il y a de plus un isomorphisme naturel de foncteurs sur les anneaux parfaits de
caractéristique p,

Id
∼−−→ RQ ◦WOE .

On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 5.40. Les deux foncteurs

Fq-algèbres parfaites

WOE //
OE − algèbres π-adiques

RQ
oo

sont adjoints l’un de l’autre. Les applications d’adjonctions sont données par θ : WOE ◦ RQ → Id

et l’isomorphisme canonique Id
∼−→ RQ ◦WOE qui à x associe ([x1/qn ]Q)n≥0.

Si Q1 et Q2 sont des polynômes analogues à Q, l’isomorphisme canonique can : RQ1

∼−−→ RQ2

est tel que le diagramme

WOE ◦ RQ1

WOE (can) '

��

θ

%%KKKKKKKKKK

Id

WOE ◦ RQ2

θ

99ssssssssss

commute.

Remarque 5.41. La commutativité du diagramme dans la proposition 5.40 précédente dit que
l’on peut calculer θ soit � comme d’habitude � lorsque Q = Xq via la formule θ(

∑
n≥0[xn]πn) =∑

n≥0 x
(0)
n πn si xn ∈ R(A), soit via la formule θ(

∑
n≥0[yn]Qπ

n) =
∑
n≥0 y

(0)
n πn si yn ∈ RQ(A).

Soit A une OE-algèbres π-adiquement séparée complète comme précédemment. On dispose du
critère suivant permettant de calculer le noyau de θ, critère qui est bien connu lorsque E = Qp et
Q = Xp.

Lemme 5.42. Supposons A sans p-torsion. Soit x =
∑
i≥0[xi]Qπ

i ∈ ker(θ).

(1) Si x
(0)
0 ∈ πA× alors ker θ = (x).

(2) S’il existe π ∈ RQ(A) vérifiant π(0) = π alors ker θ = ([π] − π). De plus, ker θ = (x) ⇔
x

(0)
0 ∈ πA×.

Appelons épaississement π-adique de A un morphisme surjectif de OE-algèbres f : B � A tel
que B soit séparé complet pour la topologie ker f + (π)-adique.

Proposition 5.43. Soit A une OE-algèbre π-adique telle que le Frobenius de A/πA soit surjectif.
Alors, θ : WOE (RQ(A))→ A est surjectif. Si de plus A est sans p-torsion et pour tout n il existe
z ∈ A tel que Qn(z) = π alors, θ : WOE (R(A))→ A est un épaississement π-adique universel.

Démonstration. La surjectivité de θ ne pose pas de problème. Si A est sans p-torsion et π ∈
RQ(A) est tel que π(0) = π, d’après le lemme 5.42, ker θ = ([π] − π). Alors, ker θ + (π) =
([π], π). De plus la topologie π-adique sur RQ(A/πA) = lim

←−
N

A/πA cöıncide avec la topologie
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limite projective lorsqu’on munit A/πA de la topologie discrète. On en déduit que RQ(A) est π-
adiquement séparé complet. Il est aisé d’en déduire que W (RQ(A)) est ([π], π)-adiquement séparé
complet. Le morphisme θ est donc un épaississement π-adique. Montrons qu’il est universel. Si

f : B −→ A

est un épaississement π-adique, d’après la proposition 5.36, f induit un isomorphisme

RQ(f) : RQ(B)
∼−−→ RQ(A).

Il induit un diagramme commutatif

WOE (RQ(B))

θB

��

∼
WOE (RQ(f))

// WOE (RQ(A))

θA

��
B

f // A.

Le morphisme θB ◦WOE (RQ(f))−1 est alors un morphisme d’épaississements p-adiques. Un tel
morphisme est unique car si

WOE (RQ(A))

u

��

θA

yyrrrrrrrrrr

A
f // B

est un morphisme d’épaississements alors

RQ(u) : RQ
(
WOE (RQ(A))

)
−→ RQ(B)

est égalRQ(f) via l’identificationRQ(WOE (RQ(A))) = RQ(A). Utilisant la propriété d’adjonction
de la proposition 5.40 on obtient que u = WOE (RQ(f)). �

5.6.3. Le cas de l’anneau des entiers d’un corps p-adique. Soit C|E un corps valué complet pour
une valuation v : C → R ∪ {+∞} étendant la valuation π-adique de E. Remarquons que d’après
le lemme 5.36 si r ∈ R vérifie 0 < r ≤ 1 et br = {x ∈ OC | v(x) ≥ r}, alors R(OC) s’identifie à
l’anneau limite projective

lim
←−
N

OC/br

où les applications de transition sont données par le morphisme de Frobenius.
L’anneau R(OC) est intègre. Notons F = Frac(R(OC)), un corps parfait extension de Fq. Soit

v : R(OC) −→ R ∪ {+∞}
x 7−→ v

(
x(0)

)
.

On vérifie aisément que cela définit une valuation sur F (éventuellement triviale) d’anneau de
valuation OF = R(OC).

Si a = {x ∈ OF | v(x) ≥ 1} il y a une identification

OF /a = OC/πOC .
Le corps F muni de la valuation précédente est complet. De plus, la topologie de OF cöıncide avec
la topologie limite projective via la formule OF = lim

←−
N

OC/πOC , l’anneau OC/πOC étant muni

de la topologie discrète.

Proposition 5.44. Supposons C algébriquement clos. Alors, Frac(R(OC)) l’est également.

Démonstration. Soit P = T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a1T + a0 ∈ OF [T ] un polynôme. Notons pour

tout entier n ≥ 0

Pn = T d + a
(n)
d−1T

d−1 + · · ·+ a
(n)
1 T + a

(n)
0 ∈ OC [T ].

Lorsque n varie ces polynômes sont liés par la relation

Pn+1(T )q ≡ Pn(T q) mod π.



46 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

Pour un n donné soit x ∈ OC une racine de Pn. Choisissons y ∈ OC tel que yq = x. La relation
précédente implique que

v(Pn+1(y)) ≥ 1

q
.

Notons z1, . . . , zd les racines de Pn+1. On a donc

d∑
i=1

v(y − zi) ≥
1

q
.

Il en résulte qu’il existe i tel que

v(y − zi) ≥
1

dq

et donc

v(x− zqi ) ≥ 1

d
.

À partir de là on construit par récurrence une suite (xn)n≥0 de OC telle que pour tout n, xn soit
une racine de Pn et v(xpn+1 − xn) ≥ 1

d . Cette suite définit un élément de

lim
←−
N

OC/b = R(OC)

où b = {x ∈ OC | v(x) ≥ 1/d}. Cet élément est bien sûr une racine de P . �

6. Étude de certains idéaux et valuations des vecteurs de Witt

On conserve les notations de la section précédente.

6.1. Idéaux de WOE (OF ) engendrés par un élément de degré 1.

Définition 6.1. Un élément x ∈WOE (OF ) est primitif de degré 1 s’il n’appartient pas à πWOE (OF )
et son image dans WOE (k) est de valuation π-adique 1. On note A l’ensemble des éléments prim-
itifs de degré 1 dans WOE (OF )

On peut bien sûr caractériser les éléments primitifs de degré 1 en termes de leur polygone de
Newton : un élément de WOE (OF ) est primitif de degré 1 si et seulement si son polygone de
Newton possède une unique pente pente non nulle et non infinie et celle-ci est de multiplicité 1.
Nous nous intéressons aux idéaux principaux de WOE (OF ) engendrés par un élément de A. Les
unités de WOE (OF ), WOE (OF )×, sont les éléments de WOE (OF ) dont l’image dans WOE (k) est
une unité i.e. de valuation π-adique 0 dans WOE (k). L’ensemble A est donc stable sous l’action
par multiplication de WOE (OF )×. De tels idéaux sont alors en bijection avec l’ensemble quotient
A/WOE (OF )×.

Un élément x =
∑
n≥0[xn]πn ∈ WOE (OF ) appartient à A si et seulement si x0 6= 0, v(x0) > 0

et x1 ∈ O×F . Remarquons également que

A = {[a0]− πu | a0 6= 0, v(a0) > 0 et u ∈WOE (OF )×}.

Soit donc a =
∑
i≥0[ai]π

i ∈ A et I = (a). Posons

A = WOE (OF )/I.

On note

θ : WOE (OF ) −→ A.

Lemme 6.2. L’anneau WOE (OF ) est séparé complet pour la topologie I + (π)-adique et donc en
particulier pour la topologie I-adique. L’anneau A est séparé complet pour la topologie π-adique
sans π-torsion.
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Démonstration. La première assertion résulte de ce que I + (π) = ([a0]Q, π) = ([a0], π) et de ce
que OF est a0-adiquement séparé complet. Si x, y ∈WOE (OF ) vérifient πx = ya, puisque a0 6= 0,
y ∈ πWOE (OF ). L’anneau A est donc sans π-torsion. Il est clairement π-adiquement complet.
Reste à voir que ∩n≥1I + πnW (OF ) = I. Soit x ∈ WOE (OF ) tel que pour tout entier n on ait
x = yna+ πnzn avec yn, zn ∈WOE (OF ). Alors, pour tout entier n, utilisant encore que a0 6= 0,

(yn+1 − yn)a = πn(zn − πzn+1) ⇒ (yn+1 − yn)a ∈ πnWOE (OF )

⇒ yn+1 − yn ∈ πnWOE (OF ).

La suite (yn)n est donc de Cauchy pour la topologie π-adique. Notons y = lim
n→+∞

yn. Alors

x = lim
n→+∞

(yna+ πnzn) = ya ∈ I.

�
Du lemme 5.36 on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 6.3. Soit Q ∈ XOE [X] tel que Q ≡ Xq mod π. L’application

OF −→ RQ(A)

x 7−→
(
θ([x1/qn ]Q)

)
n≥0

est un isomorphisme.

Lemme 6.4. Tout élément de A s’écrit sous la forme
∑
n≥0 θ

(
[xna

n
0 ]
)

où xn ∈ OF vérifie xn = 0

ou bien v(xn) < v(a0).

Démonstration. Écrivons a = [a0] − πu où u ∈ WOE (OF )×. On a θ(πu)A = πA. L’anneau A
est donc θ(πu) = θ([a0])-adiquement complet. De plus A/θ(πu)A = A/πA = OF /a0OF . On en
déduit le résultat. �

Proposition 6.5. Pour tout entier n ≥ 1, tout élément de A possède une racine n-ième dans A.

Démonstration. Supposons d’abord que l’extension E|Qp est non-ramifiée et donc WOE (OF ) =

W (OF ). Soit x ∈ A et n est premier à p. Écrivons a =
∑
n≥0[an]pn. On peut écrire x sous la forme

x = θ([a0])d
(
θ([z]) + θ([a0])w

)
avec v(z) < v(a0). L’élément θ([a0])d possède une racine n-ième dans A car a0 en possède une
dans OF . De plus,

θ([z]) + θ([a0])w = θ([z])(1 + θ[z−1a0]w).

L’élément θ([z]) possède une racine n-ième dans A. L’anneau A est θ([z−1a0])-adiquement complet
car une puissance de θ[z−1b0] est un multiple de θ([a0]). Alors,(

1 + θ([z−1a0])w
)1/n

=
∑
k≥0

(
1/n

k

)
θ([z−1a0])kwk

est une racine n-ième de 1 + θ([z−1a0])w.

Montrons maintenant que x possède une racine p-ième (on suppose toujours que E|Qp est

non-ramifiée). Écrivons

x =
∑
n≥0

θ([xna
n
0 ])

avec pour tout n, xn = 0 ou bien v(xn) < v(a0). On peut supposer x 6= 0. Soit n0 ∈ N le plus
petit indice tel que xn0

6= 0. Alors,

x = θ([xn0
an0

0 ]).
(
1 +

∑
n≥1

θ
(
[xn+n0

an0x
−1
n0

]
))
.

L’élément θ([xn0a
n0
0 ]) possède une racine p-ième tandis que

y = 1 +
∑
n≥1

θ
(
[xn+n0a

n
0x
−1
n0

]
)
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vérifie

y ≡ 1 + xn+1a0x
−1
n0

mod p

dans OF /a0OF . Or,

1 + xn+1a0x
−1
n0
∈ O×F .

Quitte à remplacer x par y on peut donc supposer que

x0 ∈ O×F .

Montrons maintenant qu’il existe z ∈ O×F tel que

x ≡ θ([z]) mod p2.

Écrivons

x ≡ θ
(
[x0] + p[x1]

)
mod p2.

Quitte à multiplier a par le représentant de Teichmüller d’une unité de OF , on peut supposer que

a ≡ [a0] + p mod p2.

Soit

S1(X,Y ) =
1

p

(
(X + Y )p −Xp − Y p

)
∈ Zp[X,Y ].

Pour tout λ ∈ OF on a dans W2(OF )

[x0] + p[x1] + [λ]a ≡ [x0 + λa0] + p
[
x1 + λ+ S1

(
x

1/p
0 , λ1/pa

1/p
0

)]
mod p2.

Le polynôme en T

xp1 + T p + S1(x0, Ta0) ∈ OF [T ]

est unitaire de degré p. Puisque F est algébriquement clos, il existe donc λ ∈ OF tel que

[x0] + p[x1] + [λ]a ≡ [z] mod p2

avec z = x0 + λa0 ∈ O×F . On a alors

x ≡ θ([z]) mod p2.

Puisque [z] est une unité de W (OF ) et possède une racine p-ième on peut supposer que

x ≡ 1 mod p2.

Mais si p 6= 2, tout élément de 1 + p2W (OF ) possède une racine p-ième, pour w ∈W (OF ),

(1 + p2w)1/p =
∑
k≥0

(
1/p

k

)
p2kwk.

On a donc montré le résultat lorsque p 6= 2. Si p = 2, il faut travailler encore en revenant à l’étape
précédente et montrer qu’il existe une unité z ∈ O×F telle que

x ≡ θ([z]) mod 8.

On laisse cela en exercice au lecteur.

Voyons maintenant comment déduire le cas d’un corps E quelconque du cas précédent. No-
tons E0 = W (Fq)Q l’extension maximale non-ramifiée de Qp dans E. On a alors WOE (OF ) =
W (OF )⊗OE0

OE . Il y a une application norme

NE/E0
: WOE (OF ) −→W (OF )

induisant la norme de l’extension WOE (k)Q|W (k)Q après projection via WOE (OF ) → WOE (k)
et W (OF ) → W (k). Puisque cette extension WOE (k)Q|W (k)Q est totalement ramifiée, l’élément
b = NE/E0

(a) ∈ W (OF ) est primitif de degré 1. De plus, l’image de b dans WOE (OF ) appartient
à l’idéal engendré par a. Notons B = W (OF )/(b) qui d’après le cas étudié précédemment est un
anneau dans lequel tout élément possède une racine n-ième. L’inclusionW (OF ) ⊂WOE (OF ) induit
un morphisme B → A. Montrons que ce morphisme est surjectif, ce qui conclura la démonstration.
Puisque les anneaux B et A sont p-adiquements complets, il suffit de montrer que le morphisme
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B/pB → A/pA est surjectif ou encore que le morphisme composé W (OF )/pW (OF ) → B/pB →
A/pA est surjectif. Si e = [E : E0] ce morphisme s’identifie au morphisme

OF −→ OF [π]/
(
πe,

e−1∑
i=0

aiπ
i
)
.

Puisque a1 ∈ O×F , ce morphisme est bien surjectif. �

Corollaire 6.6. Pour tout x ∈ A il existe y ∈ OF tel que x = θ([y]).

Démonstration. D’après la proposition 6.5 précédente il existe z ∈ R(A) tel que z(0) = x. Le
résultat découle donc du corollaire 6.3. �

Du lemme 5.42 on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 6.7. Via l’identification OF = R(A) il existe π ∈ OF tel que π(0) = π. De plus, [π]−π
engendre I. En d’autres termes, il existe x ∈WOE (OF )× tel que xa = [π]− π.

Corollaire 6.8 (Décomposition et division de Weierstrass). Soit x =
∑
i≥0[xi]π

i ∈WOE (OF ) tel

v(x1) = inf{v(xi) | i ∈ N} et v(x0) < v(x1).

(1) Il existe alors b, c ∈ OF et u ∈WOE (OF )× tels que

x = u[b]([c]− π).

(2) Supposons v(x1) = 0. Pour tout y ∈ WOE (OF ), il existe d ∈ OF et w ∈ WOE (OF ) tels
que

y = wx+ [d].

Remarque 6.9. Contrairement au cas usuel des séries formelles, la décomposition/division de
Wierstrass précédente n’est pas unique.

Puisque pour a ∈ A, W (OF ) est a-adiquement complet on obtient également le corollaire
suivant.

Corollaire 6.10. Soit a ∈ A, par exemple a = [a0]− π avec a0 ∈ mF \ {0}. Tout x ∈ WOE (OF )
s’écrit, de façon non unique, sous la forme

x =
∑
n≥0

[xn]an.

Lemme 6.11. Si x ∈ OF vérifie θ([x]) = 0 alors x = 0.

Démonstration. Soit x ∈ OF non nul. Montrons que θ([x]) 6= 0. Il existe un entier n ainsi que
x′ ∈ OF vérifiant v(x′) < v(a0) tels que

x = an0x
′.

Notons a = [a0]− πu avec u ∈W (OF )×. Alors,

θ([x]) = (πθ(u))nθ([x′]).

Puisque θ(u) ∈ A× et A est sans p-torsion il suffit de vérifier que θ([x′]) 6= 0. Mais l’image de
θ([x′]) dans A/πA = OF /a0OF est non nulle. D’où le résultat. �

Lemme 6.12. L’anneau A est intègre et l’idéal I est donc premier.

Démonstration. Si x, y ∈ OF vérifient θ([xy]) = θ([x])θ([y]) = 0, d’après le lemme 6.11, on a
xy = 0 et donc x = 0 ou bien y = 0. �

Proposition 6.13. Soit WOE (k)
A

la fermeture intégrale de WOE (k) dans A. Alors, Frac
(
WOE (k)

A
)

est une clôture algébrique de WOE (k)Q. Ainsi, A contient l’anneau des entiers du complété p-adique
d’une clôture algébrique de WOE (k)Q.
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Démonstration. D’après le corollaire 6.7 on peut supposer que a = [a0] − π. Soit k((a0)) ⊂ F ,
un sous-corps valué complet de valuation discrète et de corps résiduel k. Notons

F ′ = k̂((a0)) ⊂ F,

le complété de la clôture algébrique de k((a0)) dans F . Il y a un morphisme

WOE (OF ′)/([a0]− π) −→ A.

Soit K = WOE (k)Q et K une clôture algébrique de K. Notons π ∈ R
(
O
K̂

)
un élément tel que

π(0) = π. D’après la théorie du corps des normes appliquée à l’extension arithmétiquement profinie

∪n≥0K
(
π(n)

)
de K, Frac

(
R
(
O
K̂

))
est le complété de la clôture algébrique de k((π)). Il existe

donc un isomorphisme continu

R
(
O
K̂

) ∼−−→ OF ′
envoyant π sur a0. Celui-ci induit un isomorphisme continu

WOE

(
R
(
O
K̂

))
/([π]− π)

∼−−→WOE (OF ′)/([a0]− π).

Mais,

θ : WOE

(
R
(
O
K̂

))
/
(
[π]− π)

∼−−→ O
K̂
.

Donc,

WOE (OF ′)/([a0]− π) ' O
K̂
.

Puisque A est sans p-torsion, tout morphisme

O
K̂
−→ A

est injectif. On en déduit le résultat. �

Remarque 6.14. Le recours à la théorie du corps des normes dans la démonstration de la propo-
sition précédente semble indispensable afin de construire suffisemment d’éléments dans A.

Proposition 6.15. Soient x, y ∈ OF tels que θ([x]) = θ([y]). Alors, v(x) = v(y).

Démonstration. D’après le lemme 6.11 on peut supposer x et y non nuls. Pour tout n ≥ 0,
notons ε(n) ∈ Frac(A) tel que

θ
([
x1/qn

])
= ε(n) θ

([
y1/qn

])
.

Alors, ε(n) est une racine qn-ième de l’unité dans Frac(A). D’après la proposition 6.13 précédente
ε(n) ∈ A. De plus ε =

(
ε(n)
)
n≥0

∈ R(A). Via l’identification OF = R(A), ε ∈ 1 + mF et en

particulier v(ε) = 1. Puisque x = εy et v(ε) = 1 on a v(x) = v(y). �

Définissons une fonction

v : A −→ R ∪ {+∞}
en posant pour x ∈ A,

v(x) = v(y) si x = θ([y]).

Proposition 6.16. La fonction v est une valuation étendant la valuation π-adique de E multipliée
par v(a0), v(π) = v(a0). De plus, A est l’anneau de valuation de v dans Frac(A).

Démonstration. Il est clair que v|OE est la valuation π-adique usuelle multipliée par v(a0).
Montrons que v est une valuation. La formule v(xy) = v(x) + v(y) est claire. Soient x, y ∈ A
non nuls. Montrons que v(x + y) ≥ inf{v(x), v(y)}. On se ramène facilement au cas où on peut

supposer que x /∈ πA. Écrivons x = θ([x′]) et y = θ([y′]). On a donc v(x′) < v(a0). Soit z′ ∈ OF
tel que

x+ y = θ([z′]).

On a en particulier

x′ + y′ ≡ z′ mod a0OF .
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On a alors

v(z) ≥ inf{v(a0), v(x′ + y′)} ≥ inf{v(a0), v(x′), v(y′)} = inf{v(x′), v(y′)}.

Il reste à vérifier que A est l’anneau de valuation de v. Mais si z = x
y ∈ Frac(A), x = θ([x′]) et y =

θ([y′]) alors v(z) = v(x′)− v(y′). Donc, l’inégalité v(z) ≥ 0 implique que z = θ([x′y′−1]) ∈ A. �

Ainsi, (A, v) est un anneau de valuation complet extension de W (k) et de corps résiduel k.

Remarque 6.17. Via l’identification OF = R(A), la valuation v sur A définit une valuation(
x(n)

)
n≥0
7→ v(x(0)) sur F . Cette valuation cöıncide avec la valuation de F dont on est partie.

Proposition 6.18. Le corps valué complet Frac(A) est algébriquement clos.

Démonstration. D’après la proposition 6.13, Frac(A) contient Qp(µ∞). L’énoncé résulte alors
de la proposition 6.5, de la théorie de Kümmer et de la proposition 6.19 qui suit. �

Dans le cas de valuation discrète la proposition qui suit résulte de la théorie des groupes de
ramification ([42] chap. IV).

Proposition 6.19. Soit L|K une extension galoisienne de degré fini de corps valués complets pour
des valuations à valeurs dans R. Si l’extension associée de corps résiduels est triviale le groupe de
Galois Gal(L|K) est résoluble.

Démonstration. On se ramène facilement à montrer que si L|K ne possède pas sous-extension
abélienne non triviale, c’est à dire Gal(L|K) est égal à son groupe dérivé, alors L = K. On note
v la valuation de L étendant celle de K. On note G = Gal(L|K). Puisque les corps résiduels de L
et K cöıncident

∀σ ∈ G, ∀x ∈ OL, v(σ(x)− x) > 0.

Commençons par un lemme intermédiaire.

Lemme 6.20. Pour λ ∈ R+, soient pλ = {x ∈ OL | v(x) ≥ λ} et pλ+ = {x ∈ OL | v(x) > λ}.
Alors, G agit trivialement sur pλ/pλ+.

Démonstration. Si λ /∈ v(L) on a pλ = pλ+ et le résultat est clair. Sinon, soit πλ ∈ OK
de valuation λ. Tout élément de pλ s’écrit sous la forme πλx avec x ∈ OL. Alors, pour σ ∈ G,
σ(πλx) = σ(πλ)σ(x). Or, v(σ(x)−x) > 0. L’action deG sur pλ/pλ+ est donnée par la multiplication
par le caractère

G −→ k×L

σ 7−→ πσ−1
λ mod p0+.

Puisque G ne possède pas de quotient abélien non trivial, ce caractère est trivial. �

Revenons à la preuve de la proposition 6.19. Il faut prendre garde qu’en général OL n’est pas
un OK-module de type fini. Soit donc M un sous-OK-module de type fini de OL stable sous G.
Posons pour λ ≥ 0,

Gλ = {σ ∈ G | ∀x ∈M, v(σ(x)− x) ≥ λ}
et

Gλ+ = {σ ∈ G | ∀x ∈M, v(σ(x)− x) > λ}.
Puisque G agit trivialement sur le corps résiduel de L, G = G0+. On a pour λ ≥ 0,

Gλ =
⋂
µ≤λ

Gµ

et puisque M est de type fini,

Gλ+ =
⋃
µ>λ

Gµ.
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Montrons que pour tout λ, Gλ/Gλ+ est abélien. Soient σ, τ ∈ Gλ. Pour x ∈ M on a d’après le
lemme précédent,

v(σ(x)− x) ≥ λ⇒ v(τ(σ(x)− x)− σ(x) + x) > λ

c’est à dire

v(τσ(x)− τ(x)− σ(x) + x) > λ.

De même,

v(στ(x)− σ(x)− τ(x) + x) > λ.

Combinant les deux inégalités précédentes on obtient

v(στ(x)− τσ(x)) > λ

et donc [σ−1, τ−1] ∈ Gλ+ . Le groupe Gλ/Gλ+ est donc abélien.
Supposons maintenant qu’il existe λ tel que Gλ 6= G. Soit I l’intervalle de R,

I = {λ | Gλ = G}.

Il est de la forme [0, a] avec a > 0. On a G = Ga 6= Ga+, mais puisque G/Ga+ est abélien c’est
impossible. On en déduit que pour tout λ, G = Gλ et que donc G fixe tous les éléments de M .

Puisque tout élément de OL est contenu dans un sous-OK-module de type fini G-invariant on
conclut que G est triviale. �

Remarquons le corollaire suivant des résultats précédents.

Corollaire 6.21. Les foncteurs (F, a) 7→ W (OF )
[

1
p

]
/([a] − p) et (C, p) 7→ (Frac(R(OC)), p)

induisent des équivalences de catégories inverses entre :
– la catégorie des couples (F, a) où F est un corps valué complet algébriquement clos de car-

actéristique p et a ∈ F× vérifie v(a) > 0,
– la catégorie des couples (C, p) où C est un corps valué complet algébriquement clos extension

de Qp et p ∈ R(OC) vérifie p(0) = p.

Lorsque F est un corps maximalement complet de caractéristique positive, C = W (OF )
[

1
p

]
/([a]−

p) est maximalement complet et on retrouve ainsi la construction donnée dans [39] des corps
maximalement complets de caractéristique 0.

6.2. L’espace Y des idéaux de degré 1 des vecteurs de Witt.

6.2.1. Définition et structure métrique.

Définition 6.22. On note

Y = A/WOE (OF )× ⊂ Spec(WOE (OF ))

l’ensemble des idéaux engendrés par un élément de A. Pour p ∈ Y on note OCp
= WOE (OF )/p et

θp : WOE (OF )→ OCp
la projection. On note vp la valuation de OCp telle que vp(θ([x])) = v(x).

Il faut prendre garde à ce que vp n’étend qu’un multiple de la valuation π-adique de WOE (k),
si a =

∑
i[ai]π

i ∈ A et p = (a) alors vp(π) = v(a0).

Proposition 6.23. Posons pour p1, p2 ∈ Y , d(p1, p2) = vp1
(θp1

(p2)) i.e. si p2 = (a2), d(p1, p2) =
vp1

(θp1
(a2)). Alors,

(1) d est une distance ultramétrique sur Y

(2) Si l’on note pour r ≥ 0, ar = {x ∈ WOE (OF ) | v0(x) ≥ r}, et ap,r = {x ∈ OCp
| vp(x) ≥

r} = θp(ar), on a

p1 + ad(p1,p2) = p2 + ad(p1,p2)
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et donc un isormorphisme canonique

OCp1
/ap1,d(p1,p2)

'

��

WOE (OF )

θp1

66nnnnnnnnnnn

θp2 ((PPPPPPPPPPP

OCp2
/ap2,d(p1,p2).

De plus, d(p1, p2) est le plus grand r ≥ 0 tel que p1 + ar = p2 + ar.

Démonstration. Soient p1 = (a) et p2 = (b). D’après le corollaire 6.10 on peut écrire

a =
∑
n≥0

[xn]bn.

Appliquant θp1
on obtient ∑

n≥0

θp1
([xn])θp1

(b)n = 0

dans OCp1
. Raisonnant dans le corps valué Cp1 on en déduit que

d(p2, p1) = v(x0) = vp1
(θp1

([x0])) ≥ vp1
(θp1

(b)) = d(p1, p2)

avec égalité si et seulement si v(x1) = 0. Par symétrie on a donc d(p2, p1) = d(p1, p2) et x1 est une
unité. La proposition s’en déduit facilement. �

Remarque 6.24. Reprenons les notations de la section 5.5. L’analogue de l’espace Y en inégales
caractéristiques est B̊(F ) \ {0} = mF \ {0}. À x ∈ mF \ {0} on associe l’idéal (z − x). La distance

précédente est alors la distance usuelle (x, y) 7→ v(x− y) sur B̊(F ) restreinte à B̊(F ) \ {0}.

La fonction � distance à l’origine �

Y −→ ]0,+∞[

p 7−→ vp(π)

est continue. Pour r > 0 notons

Yr = {p ∈ Y | vp(π) ≤ r},
la � couronne � associée au segment ]0, r]. On a donc si r ≤ r′, Yr ⊂ Yr′ et Y =

⋃
r>0 Yr.

Proposition 6.25. Pour tout r > 0, l’espace ultramétrique (Yr, d) est complet.

Démonstration. Soit (pn)n∈N une suite de Cauchy de (Yr, d). Pour tout r′ ≥ 0, si ar′ = {x ∈
WOE (OF ) | v0(x) ≥ r′}, la suite d’idéaux

(
(pn+ar′)/ar′

)
n∈N de WOE (OF )/ar′ est constante pour

n � 0. Elle définit donc un idéal Ir′ de WOE (OF )/ar′ . Lorsque r′ varie ces idéaux (Ir′)r′≥0 sont
compatibles et fournissent un idéal I de

WOE (OF ) = lim
←−
r′≥0

WOE (OF )/ar′

tel que pour tout r′, (I + ar′)/ar′ = Ir′ .
Soit r′ > r et n tel que pn + ar′ = I + ar′ . Soit a ∈ A tel que pn = (a). Il existe x ∈ ar′ tel que

a+ x ∈ I. On a alors a+ x ∈ A car si a =
∑
i[ai]π

i, v(a0) ≤ r < r′. Notons b = a+ x et montrons
que I = (b).

Si l’on avait (b) ( I, puisque WOE (OF )/(b) est un anneau de valuation, il existerait r0 ≥ 0 tel
que (b) + ar0 ⊂ I. Soit r′ > sup r0 et n ∈ N tel que I + ar′ = pn + ar′ . On a donc ar0 ⊂ ar′ + pn.
Cela implique que θpn(ar0) = θpn(ar′) ce qui est impossible car r′ 6= r, OCpn

est de valuation et
∀r′′, θpn(αr′′) = {x ∈ OCpn

| vpn(x) ≥ r′′}.
On, a donc I ∈ Y et on vérifie aussitôt que pn −→

n→+∞
I. �
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6.2.2. Paramétrisation par les points d’un groupe de Lubin-Tate à valeurs dans OF . Soit Q ∈
OE [X] tel que Q ≡ Xq mod π et Q(X) ≡ πX mod X2.

Lemme 6.26. Si ε ∈ mF \ {0},
[ε]Q[
ε1/q

]
Q

est un élément primitif de degré 1 dans WOE (OF ).

Démonstration. Soit P = Q(X)/X ∈ OE [X]. On a [ε]Q/
[
ε1/q

]
Q

= P
([
ε1/q

]
Q

)
. De plus, P ≡

π mod X et P ≡ Xq−1 mod π. Le lemme s’en déduit facilement. �

Définition 6.27. Pour ε ∈ mF \ {0} on note

uε =
[ε]Q[
ε1/q

]
Q

,

pε = uεWOE (OF ), OCε = WOE (OF )/pε, Cε = Frac(OCε), θε : WOE (OF ) → OCε et vε = vpε la
valuation sur OCε définie dans la section précédente.

Exemple 6.28. Si E = Qp, Q(X) = (1 +X)p − 1, α = 1 + ε alors

uε = 1 + [α] +
[
α1/p

]
+ · · ·+

[
α
p−1
p
]
.

On a donc défini une application

mF \ {0} −→ Y

ε 7−→ pε.

Le corps Cε est algébriquement clos valué complet pour vε. Le corps résiduel de Cε est k et il y a
une identification

OCε/πOCε = OF /ūεOF .

où ūε = ε1−q
−1 ∈ mF .

Soit LT Q la loi de groupe formel de Lubin-Tate sur OE associée à Q, c’est à dire telle que
[π]LT Q = Q. Soit G = Spf(OEJXK) le groupe formel associé. Via l’identification

OF
∼−−→ RQ(OCε)

x 7−→
(
θε
([
xq
−n]

Q

))
n≥0

du corollaire 6.3, ε est un générateur du OE-module de rang 1

Tπ(G) ⊂ RQ(OCε),

le module de Tate du groupe de Lubin-Tate G.

La loi de groupe formel LT Q munit mF = G(OF ) d’une structure de OE-module. Le OE-module
G(OF ) est en fait un E-espace de Banach. Plus précisément, l’action de π sur mF est donnée par
Frobq et cela en fait un E-espace vectoriel.

Proposition 6.29. Soient ε1, ε2 ∈ mF \ {0}. Sont alors équivalents :

(1) pε1 = pε2

(2) vε1 ◦ θε1 = vε2 ◦ θε2 comme valuations sur WOE (OF )

(3) Il existe a ∈ O×E tel que ε2 = a.ε1.

Démonstration. On a pε2 ⊂ pε1 si et seulement si θε1(uε2) = 0. Cela est encore équivalent ce que
θε1([ε2]Q) soit un point de π-torsion de la loi de groupe formel LT Q sur OCε1 . Via l’identification

OF = RQ(OCε1 ), cela est équivalent à dire qu’il existe a ∈ OE tel que ε2 = a.ε1 ∈ Tπ(G) ⊂
RQ(OCε1 ). On obtient ainsi facilement l’équivalence entre les assertions (1) et (3). Le reste ne
pose pas de problème. �
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Proposition 6.30. L’application(
G(OF ) \ {0}

)
/O×E =

(
mF \ {0}

)
/O×E −→ Y

O×E .ε 7−→ pε

est une bijection.

D’après la proposition 6.29 précédente c’est une injection. Maintenant, si a ∈ A et OC =
WOE (OF )/(a), puisque C est algébriquement clos, il existe ε ∈ RQ(OC) tel que ε(0) soit un
générateur des points de π-torsion de G(OC). Le lemme 5.42 permet de conclure que (a) = (uε). �

Remarquons enfin qu’il y a une action de ϕZ sur Y (ϕZ agit plus généralement sur Spec(WOE (OF ))).
De plus, si k ∈ Z et I est un idéal de W (OF ),

ϕk : WOE (OF )/I
∼−−→WOE (OF )/ϕk(I).

Via la paramétrisation précédente cela correspond à l’action de ϕZ = E×/O×E sur (mF \ {0})/O×E .
De plus si ε2 = πk.ε1 alors ϕk induit une isométrie de corps valués

(Cε1 , vε1)
∼−−→ (Cε2 , vε2).

Exemple 6.31. Lorsque E = Qp, Q(X) = (1 +X)p− 1, le groupe de Lubin-Tate associé est Ĝm.
On a alors une bijection (

1 + mF \ {1}
)
/Z×p

∼−−→ Y

où l’action de a ∈ Z×p sur 1 + mF est donnée par

(1 + x)a =
∑
k≥0

(
a

k

)
xk.

Définition 6.32. On munit mF \ {0} de la distance ultramétrique (ε1, ε2) 7→ v(ε1 − ε2) et (mF \
{0})/O×E de la distance ultramétrique quotient :

∀x, y ∈ (mF \ {0})/O×E , d(x, y) = sup{v(ε1 − ε2) | x = O×E .ε1, y = O×E .ε2}.

Proposition 6.33. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) Il y a une inégalité pour ε1, ε2 ∈ mF \ {0},

d
(
O×E .ε1,O

×
E .ε2

)
≥ q

q − 1
d(pε1 , pε2).

(2) La paramétrisation ε 7→ pε = (uε) induit un homéomoprhisme

(mF \ {0})/O×E
∼−−→ Y.

Démonstration. Posons C = Cε2 et voyons ε1 =
(
ε
(n)
1

)
n≥0

et ε2 =
(
ε
(n)
2

)
n≥0

comme éléments de

RQ(OC). Considérons pour un entier n ≥ 1 le polynôme

Pn(X) =
Qn(X)

Qn−1(X)
= fn(X).

∏
a∈(OE/πnOE)×

(
X −

(
ε
(n)
2

)a)
.

où fn(X) ∈ OE [X] vérifie fn(0) ∈ O×E . On a

d(pε1 , pε2) = vε2
(
P1

(
ε
(1)
1

))
.

De plus, on a la formule

d
(
O×E .ε1,O

×
E .ε2

)
= sup
a∈O×E

lim
n→+∞

qnvε2
(
ε
(n)
1 −

(
ε
(n)
2

)a)
.

Posons r = d(pε1 , pε2). Soit n ≥ 1 un entier. Puisque P1

(
ε
(1)
1

)
= Pn

(
ε
(n)
1

)
,

r = vε2
(
ε
(n)
1

)
=

∑
a∈(OE/πnOE)×

vε2
(
ε
(n)
1 −

(
ε
(n)
2

)a)
.
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Il existe donc an ∈ O×E tel que

vε2
(
ε
(n)
1 −

(
ε
(n)
2

)an) ≥ r

qn − qn−1

et donc

qnvε2
(
ε
(n)
1 −

(
ε
(n)
2

)an) ≥ q

q − 1
r.

Cela étant vrai pour tout n, on en déduit le point (1).

Montrons le point (2). D’après le point (1) l’inverse de l’application O×E .ε 7→ pε est continue. La

topologie sur (mF \ {0}/O×E est la topologie quotient. Il reste donc à voir que l’application ε 7→ pε
est continue. Or, si εn est une suite de mF \ {0} tendant vers ε′ ∈ mF \ {0}, uεn tends vers uε′

pour la topologie faible de WOE (OF ). On en déduit que pour tout entier k et tout r > 0, il existe
N tel que pour n ≥ N on ait uεn − uε′ ∈ πkWOE (OF ) + ar où ar = {x ∈WOE (OF ) | v0(x) ≥ r}.
Cela entraine que pour n ≥ N ,

vε′
(
θε′(uεn)

)
≥ inf{kvε′(p), r}.

Cela étant vrait pour tout k et r, on en déduit aussitôt que lim
n→+∞

vε′(uεn) = +∞. �

Corollaire 6.34. Si V = G(OF ) \ {0} = mF \ {0} vu comme E-espace de Banach, il y a un
homéomorphisme

P(V ) = (V \ {0})/E× ∼−−→ Y/ϕZ.

6.2.3. Point de vue de Berkovich. NotonsM(Bb,+) l’ensemble des valuations de Bb,+ étendant la
valuation π-adique de WOE (k)Q et continues pour la topologie définie par les valuations (vr)r>0.
On le munit de la topologie induite par la topologie faible sur les applications de Bb,+ à valeurs
dans R∪{+∞}. Cet espace topologique cöıncide avecM(B+), les valuations continues sur l’algèbre
de Frechet B+.

Voyons les éléments de Y comme un sous-ensemble de Spm(Bb,+). Pour m ∈ Y on a donc un
corps quotient θm : Bb,+ → Cm. On note vm la valuation définie précédemment de Cm caractérisée
par l’égalité vm

(
θm([x])

)
= v(x). On note encore vm pour la valuation vm ◦ θm sur Bb,+.

Lemme 6.35. Pour tout m ∈ Y , vm : Bb,+ → R ∪ {+∞} est continue.

Démonstration. Soit r = vm(π). Si x =
∑
n�−∞[xn]πn, on a θm(x) =

∑
n�−∞ θm([xn])πn. Il

en résulte que vm(x) ≥ vr(x). �

Remarque 6.36. Si r = vm(π), l’inégalité vm ≥ vr établie lors de la démonstration du lemme
précédent dit que l’on peut penser aux (vr)r>0 comme des � normes de Gauss � sur des couronnes
de rayon r.

On dispose donc d’une injection

Y ↪→ M(Bb,+)

m 7→ 1

vm(π)
vm.

On remarquera également que pour tout r > 0,
vr
r
∈M(Bb,+).

Proposition 6.37. La topologie induite par celle de M(Bb,+) sur Y est la topologie définie
précédemment par la distance d sur Y .

Démonstration. Montrons d’abord que l’application Y →M(Bb,+) est continue. Il faut montrer

que pour tout f ∈ Bb,+, l’application m 7→ vm(f)
vm(π) est continue. Il suffit pour cela de montrer que

pour tout f ∈ WOE (OF ), l’application m 7→ vm(f) est continue. Or, il résulte facilement de la
proposition 6.23 que pour f ∈WOE (OF ),

|vm1
(f)− vm2

(f)| ≥ d(m1,m2).
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La continuité de Y →M(Bb,+) en résulte aussitôt. L’application Y →M(Bb,+) est ouverte car
si m = p

[
1
π

]
avec p = (a) comme dans les sections précédentes, une base de voisinages de m dans

Y est donnée par

{m′ ∈ Y | vm′(a) ≥ r}
lorsque r varie. �

On remarquera le lemme suivant qui dit que l’on peut penser aux (vr)r>0 comme des � normes
de Gauss � sur des couronnes de rayon r.

Remarque 6.38. On peut penser à l’espace M(Bb,+) comme un disque ouvert épointé dont
Y ⊂M(Bb,+) formerait l’ensemble des points classiques et (vr)r>0 les normes de Gauss associées
aux couronnes de rayon (q−r)r>0.

6.3. Effet d’un changement du corps E. Soit E′|E une extension de degré fini de corps résiduel
Fq′ ⊂ k. Si E′0 = WOE (Fq′)Q désigne l’extension maximale non-ramifiée de E dans E′,

WOE′ (OF ) = WOE (OF )⊗OE′0 OE′ .

Si on veut comprendre le lien entre les idéaux de WOE (OF ) engendrés par un élément primitif
de degré 1 et ceux de WOE′ (OF ) on est donc ramené au cas où l’extension E′|E est totalement
ramifiée.

On suppose donc maintenant E′|E totalement ramifiée. On a donc

WOE′ (OF ) = WOE (OF )⊗OE OE′ .

Il y a alors une application norme

NE′/E : WOE′ (OF ) −→WOE (OF ).

Il s’agit tout simplement de la norme déduite de ce que WOE′ (OF ) est une WOE (OF )-algèbre finie

et libre de rang [E′ : E]. En termes galoisiens, si Ẽ′ désigne une clôture galoisienne de E′|E,

NE′/E(x) =
∏

τ∈HomE(E′,Ẽ′)

(Id⊗ τ)(x) ∈WO
Ẽ′

(OF )Gal(Ẽ′|E) = WOE (OF ).

Le lemme suivant a déjà été observé à la fin de la preuve de la proposition 6.5.

Lemme 6.39. La norme d’un élément primitif de degré 1 est un élément primitif de degré 1.

Notons YE , resp. YE′ , l’ensemble noté précédemment Y qui était associé à E. La proposition
qui suit est laissée en erxercice au lecteur.

Proposition 6.40.

(1) Si p ∈ YE′ alors p ∩WOE (OF ) ∈ YE. De plus, si p = (a) alors

p ∩WOE (OF ) =
(
NE′/E(a)

)
.

Ainsi l’application Spec
(
WOE′ (OF )

)
→ Spec

(
WOE (OF )

)
induite par l’inclusion WOE (OF ) ⊂

WOE′ (OF ) induit une application

pE′,E : YE′ → YE .

(2) Si p = pE′,E(p′) le morphisme canonique

OCp
−→ OCp′

est un isomorphisme.

(3) L’application pE′,E est surjective. Ses fibres sont de cardinal [E′ : E]. Si E′|E est galoisi-
enne, il y a une action de Gal(E′|E) sur YE′/YE et les fibres de pE′,E sont des ensembles
principaux homogènes sous cette action.
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6.4. Idéaux de degré > 1 des vecteurs de Witt.

Définition 6.41. Un élément
∑
n≥0[xn]πn ∈ WOE (OF ) est de degré d ∈ N si v(xd) = 0 et pour

0 ≤ i < d, v(xi) > 0. Il est primitif de degré d si de plus x0 6= 0.

Les éléments de degré 0 sont les éléments de WOE (OF )×. Dans les sections précédentes nous
avons étudié en détails les éléments primitifs de degré 1, ce sont les éléments de A (cf. section
6.1). Un élément x ∈WOE (OF ) est de degré d ∈ N si et seulement si son image dans W (k) est de
valuation π-adique d. Remarquons que le produit d’un élément de degré d par un de degré d′ est
de degré d + d′. On peut bien sûr caractériser les éléments de degré d et primitifs de degré d en
termes de leur polygone de Newton.

Théorème 6.42. Soit f ∈ WOE (OF ) primitif de degré d ≥ 1. Il existe alors a1, . . . , ad ∈
WOE (OF ) primitifs de degré 1 tels que

f =

d∏
i=1

ai.

Démonstration. Voyons f comme une � fonction rigide analytique � sur Y où rappelons que
l’on note Y ⊂ Spm(Bb,+) les idéaux engendrés par un élément primitif de degré 1. On vérifie
qu’il suffit de montrer qu’il existe m ∈ Y tel que θm(f) = 0 i.e. � la fonction rigide analytique

f � possède un zéro dans Y . Écrivons

f =
∑
n≥0

[xn]πn.

On connait à l’avance la valuation des zéros de f , ils sont donnés par les pentes de son polygone de
Newton (cf. section 5.3 et plus particulièrement l’exemple 5.23). Soit donc N ewt(f) le plus grand
polygone convexe en dessous des points (i, v(xi))0≤i≤d et λ > 0 sa plus petite pente non nulle.
Nous allons construire par récurrence une suite (mn)n≥1 de Y vérifiant
• vmn(f) ≥ (d+ n)λ
• d(mn,mn+1) ≥ d+n

d λ
• vm1

(π) = λ.
Le théorème résultera alors de la proposition 6.25.

Commençons par construire m1. Soit z ∈ OF une racine du polynôme
∑d
i=0 xiT

i ∈ OF [T ] de
valuation λ, la plus petite pente de son polygone de Newton. Posons

m1 = ([z]− π) ∈ Y.
Puisque λ est la plus petite pente du polynôme précédent, pour 0 ≤ i ≤ d on a v(xi) ≥ λ(d− i).
On peut donc écrire pour 0 ≤ i ≤ d, xiz

i = yiz
d avec yi ∈ OF . Notons θ = θm1

. Alors,

θ(f) = πd
d∑
i=0

θ([yi]) + πd+1
∞∑

i=d+1

θ([xi])π
i−d−1.

Mais puisque
∑d
i=0 yi = 0,

d∑
i=0

[yi] ∈ πWOE (OF ).

Donc, θ(f) ∈ πd+1OCm1
c’est à dire

vm1
(f) ≥ (d+ 1)λ.

On a donc construit m1.

Supposons construit mn. Notons mn = (ξ) avec ξ primitif de degré 1. On peut écrire (cf.
corollaire 6.10)

f =
∑
i≥0

[ai]ξ
n.
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Projetant cette égalité dans WOE (k) et utilisant que ξ est de degré 1 et f de degré d, on obtient
que ad ∈ O×F et pour 0 ≤ i < d, v(ai) > 0. L’hypothèse vmn(f) ≥ (d+ n)λ se retranscrit en

v(a0) ≥ (d+ n)λ.

Soit z ∈ OF une racine du polynôme
∑d
i=0 aiT

i de valuation maximale. L’élément ξ − [z] est
primitif de degré 1. Posons alors

mn+1 = (ξ − [z]).

Puisque z est une racine de valuation maximale du polynôme
∑d
i=0 aiT

i,

d(mn,mn+1) = v(z) ≥ v(a0)

d
≥ d+ n

d
λ.

Remarquons que cela implique que vmn+1(π) = λ. Il reste maintenant à voir que vmn(f) ≥ (d+n+

1)λ. Puisque v(z) est la plus grande pente du polygone de Newton de
∑d
i=0 aiT

i, pour 0 ≤ i ≤ d
on a v(ai) + iv(z) ≥ v(a0). Pour un tel i on peut donc trouver bi ∈ OF tel que aiz

i = a0bi. Notons
θ = θmn+1

. On a alors

θ(f) =
∑
i≥0

θ([ai])θ([z]
i)

= θ([a0]).

d∑
i=0

θ([bi]) + θ([z])d+1.
∑
i≥d+1

θ([aiz
i−d−1]).

Puisque
∑d
i=0 bi = 0,

∑d
i=0 θ([bi]) ∈ πOCmn+1

. On a donc

vmn+1

(
θ([a0]).

d∑
i=0

θ([bi])
)
≥ v(a0) + vmn+1

(π)

≥ (d+ n)λ+ λ = (d+ n+ 1)λ.

De plus,

vmn+1

(
θ([z])d+1

)
= (d+ 1)v(z)

≥ (d+ 1)(d+ n)

d
λ

≥ (d+ n+ 1)λ.

On conclut que vmn(f) ≥ (d+ n+ 1)λ. �

De la classification des éléments de degré 1 on déduit le corollaire qui suit.

Corollaire 6.43 (Décomposition de Weierstrass). Pour tout f ∈ WOE (OF ) primitif de degré
d ≥ 1, il existe x1, . . . , xd ∈ mF et u ∈WOE (OF )× tels que

f = u.([x1]− π) . . . ([xd]− π).

Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve du théorème 6.45.

Lemme 6.44. Soit f ∈ Bb,+ et n ∈ Y tel que λ = vn(p) ne soit pas une pente de N ewt(f). On a
alors l’égalité

vn(f) = vλ(f).

Démonstration. Écrivons f =
∑
i�−∞[xi]π

i. Soit Q =
∑
i�−∞ θn([xi])T

i ∈ (OCn
JT K)

[
1
T

]
. On

a alors N ewt(Q) = N ewt(f). De plus,

vn(f) = vn(Q(π))

et λ = vn(π) n’est pas une pente de N ewt(Q). Le résultat est alors un résultat � classique � con-
cernant les séries formelles à coefficients dans un anneau de valuation complet. �

Théorème 6.45. Soit f ∈WOE (OF ) tel N ewt(f) possède une pente strictement positive. Il existe
alors a ∈WOE (OF ) primitif de degré 1 et g ∈WOE (OF ) tels que f = ag. On peut de plus choisir
a de la forme [z]− π où v(z) est n’importe quelle pente de N ewt(f) strictement positive.
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Démonstration. Comme dans le théorème précédent, il s’agit de montrer que f vue comme
� fonction rigide analytique � sur Y possède un zéro de valuation préscrite à l’avance par une
pente de N ewt(f). Notons

f =
∑
n≥0

[xn]πn.

où l’on peut supposer x0 6= 0. Pour d ∈ N posons

fd =

d∑
n=0

[xn]πn.

Soit λ > 0 une pente de N ewt(f). Il existe un entier D tel que pour d ≥ D, la pente λ apparait
dans N ewt(fd). De plus la multiplicité de λ dans les polygones (N ewt(fd))d≥D est bornée par un
entier M . Notons pour d ≥ D,

Xd = {m ∈ Y | θm(fd) = 0 et vm(π) = λ},

un ensemble fini non vide d’après le théorème 6.42. Pour d ≥ D et m ∈ Xd,

θm(fd+1) = θm([xd+1])πd.

Écrivons alors

fd+1 = g
∏

m′∈Xd+1

ξ
am′
m′

où g ∈ WOE (OF ) n’a pas la pente λ dans son polygone de Newton, am′ ∈ N≥1 et pour tout
m′ ∈ Z, ξm′ est primitif de degré 1 et engendre m′. On a donc pour m ∈ Xd

vm(fd+1) = vm(g) +
∑

m′∈Xd+1

am′vm
(
θm(ξm′)

)
≥ dλ.

D’après le lemme 6.44,

vm(g) = vλ(g) ≤ vλ(fd+1) ≤ N ewt(f)(0) = v(x0).

On obtient donc que ∑
m′∈Xd+1

am′vm
(
θm(ξm′)

)
≥ dλ− v(x0).

Il s’en suit qu’il existe m′ ∈ Xd+1 tel que

d(m,m′) = vm
(
θm(ξm′)

)
≥ dλ− v(x0)

M
.

On déduit de cela que l’on peut trouver une suite (md)d≥D dans
∏
d≥DXd de Cauchy. D’après la

proposition 6.25 une telle suite est convergente. On conclut aisément. �

Le théorème précédent entraine le théorème suivant.

Théorème 6.46. Soit f ∈ Bb,+ et λ1, . . . , λd un ensemble fini de pentes de N ewt(f), comptées
éventuellement plusieurs fois avec multiplicités. On peut alors écrire

f =

d∏
i=1

([zi]− π).g

où g ∈ Bb,+ et (v(z1), . . . , v(zd)) = (λ1, . . . , λd).

6.5. Les éléments de B+ comme fonctions � rigides analytiques � sur Y .
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6.5.1. La fonction associée à un élément de B+. Rappelons que l’on note Y ⊂ Spm(Bb,+) les
idéaux de Bb,+ engendrés par un élément primitif de degré 1. Pour m ∈ Y on note Cm = Bb,+/m,
un corps valué complet algébriquement clos et θm : Bb,+ → Cm. On note vm la valuation sur Cm

telle que vm(θm([x])) = v(x). On note de la même façon la valuation vm ◦ θm déduite sur Bb,+.

Lemme 6.47. Pour tout m ∈ Y , le morphisme θm : Bb,+ → Cm s’étend naturellement en un
morphisme continu

θm : B+ → Cm,

où B+ est muni de sa topologie de Frechet et Cm de la topologie de sa valuation.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 6.35. �

Lemme 6.48. Soit m ∈ Y . Alors, le noyau de θm : B+ → Cm est B+.m. Il est en particulier
principal.

Démonstration. Le noyau de θm : B+ → Cm est l’adhérence de m ⊂ Bb,+ dans B+. Soit f un
élément de cette adhérence. Soit a ∈ Bb,+ un générateur de m. Écrivons f = lim

n→+∞
fn dans B+

où fn ∈ Bb,+ s’écrit lui-même fn = agn avec gn ∈ Bb,+. Pour tout r > 0,

vr(gn+1 − gn) = vr(fn+1 − fn)− vr(a).

On en déduit que la suite (gn)n∈N est de Cauchy et converge donc vers un élément g ∈ B+ qui est
tel que f = ag. �

6.5.2. Zéros des fonctions � rigides analytiques � définies par un élément de B+.

Théorème 6.49. Soit f ∈ B+ et λ une pente strictement positive de N ewt(f). Il existe alors
z ∈ OF tel que v(z) = λ et g ∈ B+ tels que

f = ([z]− π).g.

Démonstration. D’après le lemme 6.48 il faut montrer qu’il existe m ∈ Y vérifiant vm(π) = λ

et θm(f) = 0. Écrivons f = lim
n→+∞

fn avec fn ∈ Bb,+. On déduit du lemme 5.25 l’existence d’un

N tel que pour n ≥ N , la pente λ intervienne dans N ewt(fn) avec une multiplicité bornée par un
entier M indépendant de n ≥ N . Pour n ≥ N soit

Xn = {m ∈ Y | θm(fn) = 0 et vm(p) = λ},
un ensemble fini non vide d’après le théorème 6.45, de cardinal borné par M . Soit n ≥ N et
m ∈ Xn. D’après le théorème 6.46 on peut écrire

fn+1 = g.
∏

m′∈Xn+1

ξ
am′
m′

où ξm′ ∈ WOE (OF ) est un élément primitif de degré 1 générateur de m′ ∩WOE (OF ), am′ ∈ N≥1

et g ∈ Bb,+ ne possède pas la pente λ dans son polygone de Newton. On a alors

vm(fn+1) = vm(g) +
∑

m′∈Xn+1

am′d(m,m′).

Le lemme 6.44 montre que
vm(g) = vλ(g) ≤ vλ(fn+1).

On a donc ∑
m′∈Xn+1

am′d(m,m′) ≥ vm(fn+1)− vλ(fn+1)

= vm(fn+1 − fn)− vλ(fn+1)

≥ vλ(fn+1 − fn)− vλ(fn+1),

où l’on a utilisé la remarque 6.36 pour obtenir la dernière inégalité. Il existe donc m′ ∈ Xn+1 tel
que

d(m,m′) ≥ 1

M

(
vλ(fn+1 − fn)− vλ(fn+1)

)
.
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Remarquons maintenant que la suite des (vλ(fn+1))n est bornée et que vλ(fn+1− fn) −→
n→+∞

+∞.

De cela on déduit que l’on peut construire par récurrence sur n une suite de Cauchy dans
∏
n≥N Xn.

Le théorème résulte alors de la proposition 6.25. �

6.5.3. Écriture des éléments de B+ comme produits infinis. Soit (zi)i≥1 une suite de mF tendant
vers 0. Le produit infini

+∞∏
i=1

(
1− [zi]

π

)
est alors convergent dans B+.

Théorème 6.50. Pour tout f ∈ B+, il existe une suite (zi)i≥1 d’éléments de mF tendant vers 0
ainsi que g ∈ Bb,+ tels que

f = g.

+∞∏
i=1

(
1− [zi]

π

)
.

Démonstration. On peut supposer f /∈ Bb,+. Soient (λi)i∈Z les pentes de N ewt(f) où λi est la
pente sur le segment [i, i+1]. D’après la proposition 5.33, puisque f /∈ Bb,+, pour tout i, λi 6= +∞.
Le théorème 6.49 nous dit alors que pour tout entier n ≥ 1 on peut écrire

f = gn.

n∏
i=1

(
1− [zi]

π

)
où zi ∈ mF , v(zi) = λ−i et gn ∈ B+. On a donc

gn = gn+1.
(

1− [zn+1]

π

)
,

formule de laquelle on déduit que pour tout r > 0,

vr(gn+1 − gn) = vr(gn+1) + λ−n−1 − r.

On a de plus

vr(gn+1) = vr(f)−
−1∑

i=−n−1

inf{0, λi − r}.

et puisque lim
i→−∞

λi = +∞, la suite (vr(gn+1))n est bornée. On a donc

vr(gn+1 − gn) = λ−n−1 − r +O(1) −→
n→+∞

+∞.

La suite (gn)n converge donc dans B+ vers un g ∈ B+ tel que

f = g.

+∞∏
i=1

(
1− [zi]

π

)
.

Analysant les polygones de Newton de f et g on constate queN ewt(g)|]−∞,0[ = +∞ etN ewt(g)|[0,+∞[ =

N ewt(f)|[0,+∞[. On conclut grâce à la proposition 5.33 que g ∈ Bb,+. �

6.6. Les anneaux B+
cris et B+

dR associés à un point de Y . Soit m ∈ Y et θm : WOE (OF ) �
OCm

. On définit alors B+
cris,m comme étant le complété de l’enveloppe à puissances π-divisées de

WOE (OF ) relativement à m = ker(θm). L’anneau B+
dR,m est le complété de Bb,+ pour la topologie

m-adique. Cet anneau cöıncide encore avec le complété m-adique de B+. On a alors des inclusions

B+ ⊂ B+
cris,m ⊂ B

+
dR,m

où

B+ =
⋂
n≥0

ϕn
(
B+
cris,m

)
,
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le plus grand sous-anneau de B+
cris,m sur lequel ϕ est bijectif. De plus, B+

dR,m est un anneau de

valuation discrète d’idéal maximal mB+
dR,m et de corps résiduel Cm. On notera

ordm : B+
dR,m → N ∪ {+∞}

la valuation de cette anneau de valuation discrète.

6.7. L’application diviseur. On note comme précédemment Y ⊂ Spm(B+) les idéaux engendrés
par un élément primitif de degré 1. Notons

ρ : Y −→ ]0,+∞[

m 7−→ vm(π)

la fonction � distance à l’origine dans note disque épointé �.

Définition 6.51.

(1) On note Div+(Y ) le monöıde formé des sommes formelles D =
∑

m∈Y am[m] ∈ NY telles
que

– si 0 < r1 < r2 < +∞,

|{m ∈ Y | am 6= 0 et r1 ≤ ρ(m) ≤ r2}| < +∞
– pour un R ∈]0,+∞[, et donc tous,∑

m∈Y
ρ(m)≤R

amρ(m) < +∞,

– pour R ∈]0,+∞[, et donc tous,

lim
r→+∞

1

r

∑
m∈Y

R≤ρ(m)≤r

amρ(m) = +∞.

(2) Pour m ∈ Y on note

ordm : B+ −→ N ∪ {+∞}
la valuation sur B+ déduite de celle de l’anneau de valuation discrète B+

dR,m via B+ ⊂
B+
dR,m.

(3) Pour f ∈ B+ non nul on note

div(f) =
∑
m∈Y

ordm(f) [m].

Le support de div(f) est l’ensemble des m ∈ Y tels que θm(f) = 0. La proposition qui suit est
une conséquence du théorème 6.49.

Proposition 6.52. Pour f ∈ B+ \ {0}, les nombres (ρ(m))m∈supp(div(f)) comptés avec multi-
plicités (ordm(f))m∈supp(div(f)) sont les pentes finies strictement positives de N ewt(f) comptées
avec multiplicité.

Puisque lim
x→+∞

N ewt(f)(x) > −∞ et lim
x→−∞

N ewt(f)(x)

x
= −∞, il résulte de la proposition

précédente que

div(f) ∈ Div(Y ).

De plus, div(f) détermine N ewt(f) à translation près par un élément de Z × R. La proposition
5.33 se traduit en la proposition qui suit.

Proposition 6.53. Un élément f ∈ B+ est dans Bb,+ si et seulement si il existe R > 0 tel que

supp
(
div(f)

)
⊂ {m ∈ Y | ρ(m) ≤ R}.

Il en résulte par exemple le corollaire suivant.

Corollaire 6.54. On a l’égalité
(
Bb,+

)×
=
(
B+
)×

.
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Il y a des morphisme de monöıdes(
Bb,+ \ {0}

)
/(Bb,+)×

div

))RRRRRRRRRRRRRR� _

��(
B+ \ {0}

)
/(B+)×

div // Div(Y ).

Si a ∈ mF , a 6= 0, l’anneau B+
[

1
[a]

]
ne dépend pas du choix d’un tel a. De plus, div([a]) = 0 et le

morphisme diviseur précédent s’étend donc en un morphisme de monöıdes(
B+
[

1
[a]

]
\ {0}

)
/B+

[
1

[a]

]× div−−−→ Div(Y ).

On vérifie de plus comme précédemment que B+
[

1
[a]

]×
= Bb,+

[
1

[a]

]×
.

Théorème 6.55.

(1) Soit a ∈ mF \ {0}. Soient f, g ∈ B+
[

1
[a]

]
non nuls. On a l’équivalence

f ∈ B+
[

1
[a]

]
g ⇐⇒ div(f) ≥ div(g).

(2) Le morphisme de monöıdes(
B+
[

1
[a]

]
\ {0}

)
/B+

[
1

[a]

]× div−−−→ Div(Y ).

est injectif.

Démonstration. Le point (1) implique le point (2). Soient donc f, g ∈ B+ tels que div(f) ≥
div(g). D’après le théorème 6.50 on peut supposer que f, g ∈ Bb,+. On peut même supposer que
f, g ∈ WOE (OF ) \ πWOE (OF ). Quitte à multiplier f par un représentant de Teichmüller d’un
élément non nul de OF on peut supposer que v0(f) ≥ v0(g). Nous allons construire par réccurence
une suite (hn)n≥0 d’éléments de WOE (OF ) telle que hn+1 ≡ hn mod πn et vπ(f − hng) ≥ n. On
choisit h0 = 0. Supposons construit hn. Remarquons que si x =

∑
i≥N [xi]π

i est un élément de

WOE (OF ) avec xN 6= 0 alors

v(xN ) = v0(x) +
∑
m∈Y

ρ(m)ordm(x).

Puisque div(f) ≥ div(g) on a div(f − hng) ≥ div(g). De plus v0(f − hng) ≥ v0(g). Appliquant la
formule précédente à f − hng et g on obtient l’existence de y ∈WOE (OF ) tel que

vπ(f − hng − πnyg) ≥ n+ 1.

Il suffit alors de choisir hn+1 = hn + πny. �

Remarque 6.56.

(1) Comme dans le cas des fonctions rigides analytiques sur la boule unité sur un corps non
maximalement complet, on ne sait pas caractériser l’image de l’application diviseur (cf. [36]
section 8). Le point est que l’on ne sait pas définir d’analogue des produits de Weierstrass
ou de Blaschke.

(2) Si D ∈ Div+(Y ) est tel que supp(D) ⊂ {m ∈ Y | ρ(m) ≥ r} pour un r > 0 il existe alors
b ∈ B+ tel que div(b) = D. Un tel b est construit comme un produit infini convergeant∏+∞
i=1

(
1− [zi]

π

)
où zi ∈ mF et zi −→

i→+∞
0. Le problème de savoir si un diviseur donné est

principal se situe donc au � bord extérieur � du disque épointé Y et non au voisinage de
l’origine.
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7. Les espaces de Banach (B+
E )ϕ

h
E=πdE

On reprend les notations de la section précédente. Rappelons que E est une extension de
degré fini de Qp de corps résiduel Fq, k|Fq est un corps algébriquement clos de caractéristique
p et que F |k est un corps valué complet pour une valuation non triviale v : F → R ∪ {+∞},
algébriquement clos de corps résiduel k. On note π, une uniformisante de OE . On rajoute des
indices � E � aux différents objets lorsqux’on veut souligner leur dépendance en le corps E. On
notera ainsi alternativement B+ ou B+

E , ϕ ou ϕE , π ou πE ...

Pour h ≥ 1 nous noterons Eh = WOE (k)
ϕhE=Id
Q l’extension non-ramifiée de degré h de E =

WOE (Fq)Q dans WOE (k)Q.

Commençons par une remarque générale avant d’entamer cette section. Soient h ≥ 1 et d ≥ 0

des entiers. Dans ce chapitre nous étudions entre autres le Eh-espace vectoriel (B+
E )ϕ

h
E=πdE . Bien

sûr, posant πEh = πE , cet espace vectoriel cöıncide avec (B+
Eh

)ϕEh=πdEh et on pourrait donc se
ramener, quitte à remplacer E par Eh, à supposer que h = 1. Néanmoins, lorsque d ≤ h, on va voir

que (B+
E )ϕ

h
E=πdE admet une interprétation géométrique en termes de OE-modules π-divisibles et

que de plus il est contenu dans les bivecteurs BWOE (OF ). Cela n’est pas le cas de (B+
Eh

)ϕEh=πdEh

qui n’admet pas d’interprétation en termes de OEh-modules π-divisibles et n’est pas contenu dans
BWOEh (OF ) lorsque d > 1. C’est pourquoi nous traitons dans certaines sections le cas général de

(B+
E )ϕ

h
E=πdE sans forcément se ramener à h = 1.

7.1. Généralités.

7.1.1. Les invariants (B+
E )ϕE=Id.

Proposition 7.1. On a l’égalité
(B+

E )ϕE=Id = E.

Démonstration. Soit b ∈ (B+
E )ϕE=Id non nul et N ewt(b) son polygone de Newton (cf. section

5.3.3). PuisqueN ewt(ϕE(b)) est obtenu à partir deN ewt(b) via la transformation du plan (x, y) 7→
(x, qhy), les pentes non-infinies de N ewt(b) sont nulles. Or on a lim

x→−∞
N ewt(b)(x) = +∞. On en

déduit que pour x� 0, N ewt(b)(x) = +∞. D’après la proposition 5.33 cela entraine que b ∈ Bb,+E
et donc b ∈ (Bb,+E )ϕE=Id = E. �

7.1.2. Structure d’espace de Banach sur (B+)ϕ
h=πd . Soient d, h ∈ N≥1. On note

(B+)ϕ
h=πd = {x ∈ B+ | ϕh(x) = πdx}.

Puisque l’action de ϕ sur B+ est continue, c’est un sous-Eh-espace vectoriel fermé dans l’espace
de Fréchet B+. C’est donc un sous espace de Fréchet de B+.

Lemme 7.2. Pour tout r > 0, la topologie induite par vr sur (B+)ϕ
h=πd cöıncide avec la topologie

de Fréchet induite par celle de B+.

Démonstration. Soient r1, r2 > 0. Choisissons k, k′ ∈ N tels que
r2

qkh
< r1 < qk

′hr2.

De la relation
vr′
(
π−dϕh(x)

)
= qhv r′

qh
(x)− dr, r′ > 0, x ∈ B+,

on déduit qu’il existe des constantes α, α′ ∈ R>0 et β, β′ ∈ R telles que pour x ∈ (B+)ϕ
h=πd on

ait
v r2
qkh

(x) = αvr2(x) + β et vqk′hr2(x) = α′vr2(x) + β′.

La concavité de la fonction r′ 7→ vr′(x) fournit pour x ∈ (B+)ϕ
h=πd l’inégalité

vr1(x) ≥ inf{αvr2(x) + β, α′vr2(x) + β′}.
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La topologie définie par vr2 sur (B+)ϕ
h=πd est donc plus fine que celle définie par vr1 . Par symétrie

on en déduit que les topologies définies par vr1 et vr2 sur (B+)ϕ
h=πd cöıncident. On conclut donc

que la topologie induite sur (B+)ϕ
h=πd par celle de B+ cöıncide avec la topologie définie par la

norme q−vr pour n’importe quel r > 0. �

Il s’ensuit que (B+)ϕ
h=πd est un Eh-espace de Banach dans l’espace de Frechet B+. Pour

n’importe quel r, la norme q−vr sur (B+)ϕ
h=πd définit la topologie de Banach.

7.1.3. Description via l’anneau B. Soit p0 = {x ∈ Bb,+ | v0(x) > 0}, un idéal premier de Bb,+ et

B = Bb,+/p0.

Il résulte du lemme 5.30 et de la proposition 5.31 que l’injection Bb,+ ↪→ B+ induit un isomor-
phisme

B
∼−−→ B+/{x ∈ B+ | v0(x) > 0}.

On en déduit un morphisme naturel surjectif

B+ −→ B.

Proposition 7.3. L’application précédente induit un isomorphisme

(B+)ϕ
h=πd ∼−−→

(
B
)ϕh=πd

.

Démonstration. Soit x ∈ Bb,+. Pour tout k ≥ 0 et tout r > 0 on a

vr
(
π−(k+1)dϕ(k+1)h(x)− π−kdϕh(x)

)
= −kdr + qkhv r

qkh

(
x− π−dϕh(x)

)
.

De plus,

lim
k→+∞

v r

qkh

(
x− π−dϕh(x)

)
= v0

(
x− π−dϕh(x)

)
.

De cela on déduit facilement que le morphisme (B+)ϕ
h=πd →

(
B
)ϕh=πd

possède un inverse naturel
donné par

x mod p0 7−→ lim
k→+∞

π−kdϕkh(x).

�

7.1.4. Changement d’uniformisante. Soit π′ une autre uniformisante de E. Puisque k est algébriquement
clos, il existe u ∈WOE (k)× tel que

uϕ
h−1 =

π′

π
.

Le choix d’un tel u induit un isomorphisme de Eh-espaces de Banach

(B+)ϕ
h=πd ∼−−→ (B+)ϕ

h=π′d

x 7−→ udx.

7.1.5. Changement de corps E. Soit E′|E de degré fini et de corps résiduels Fq′ |Fq contenus dans
k. Soient πE′ et πE des uniformisantes.

Supposons d’abord E′|E non-ramifiée, E′ = En = WOE (k)
ϕnE=Id
Q et choisissons πE′ = πE . On

a alors B+
E = B+

En
et ϕEn = ϕnE .

Proposition 7.4. Soit n ≥ 1 un entier. Le morphisme naturel(
B+
E

)ϕhE=πdE ⊗Eh Enh −→
(
B+
En

)ϕhEn=πnd
E′

est un isomorphisme.
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Démonstration. Le Enh-espace vectoriel
(
B+
En

)ϕhEn=πnd
E′ est muni d’une action semi-linéaire de

Gal(Enh|Eh) via l’action de (π−dE ϕhE)Z/nZ. La proposition résulte alors du théorème de Hilbert
90. �

Supposons maintenant E′|E quelconque. Soit fE′/E le degré résiduel. L’élément π
[E′:E]
E′ /π

fE′/E
E

étant une unité de OE′ , il existe u ∈WOE′ (k)× tel que

uϕ
h
E′−1 =

π
[E′:E]
E′

π
fE′/E
E

.

Considérons l’application

(B+
E )ϕ

h
E=πdE −→ (B+

E′)
ϕh
E′ = π

[E′:E]d
E′

x 7−→ udx.

Proposition 7.5. L’application précédente induit un isomorphisme

(B+
E )ϕ

h
E=πdE ⊗Eh E′h

∼−−→ (B+
E′)

ϕh
E′=π

[E′:E]d

E′ .

Démonstration. Utilisant la proposition 7.4 précédente on se ramène au cas où E′|E est totale-
ment ramifiée. On a alors B+

E′ = B+
E ⊗E E′, identification via laquelle ϕE′ = ϕE ⊗ Id. Le résultat

est alors aisé à démontrer. �

7.2. L’espace de Banach
(
B+
E

)ϕhE=πdE vit dans les bivecteurs lorsque d ≤ h.

Proposition 7.6. Supposons 1 ≤ d ≤ h.

(1) L’inclusion naturelle BWOE (OF ) ⊂ B+
E induit une égalité

BWOE (OF )ϕ
h
E=πdE =

(
B+
E

)ϕhE=πdE .

(2) Il y a une bijection

Ld,h : mdF
∼−−→

(
B+
E

)ϕhE=πdE

(x0, . . . , xd−1) −→
d∑
i=0

∑
n∈Z

[
xq
−nh

i

]
πnd+i
E .

Démonstration. Le point (1) entrâıne clairement le point (2). Utilisant la proposition 7.3 on

est ramené à montrer que pour tout x ∈ Bb,+ dont l’image dans B est dans
(
B
)ϕh=πd

, il existe

x′ ∈ BWOE (OF )ϕ
h=πd tel que v0(x− x′) > 0.

Soit donc x ∈ Bb,+ dont l’image dans B est dans
(
B
)ϕh=πd

. Considérons l’opérateur

T = π−dϕh : Bb,+ −→ Bb,+.

Soit y = T (x)− x, qui vérifie donc v0(y) > 0. On a alors pour tout entier k ≥ 1,

T k(x) = x+ y + T (y) + · · ·+ T k−1(y).

Notons

y =
∑
i≥N

[yi]π
i =

∑
i≥N

V iπ
[
yq
i

i

]
.

pour un N ∈ Z. On a alors

T k(y) =
∑

i≥N−kd

V iπ

[
yq
i+kh

i+kd

]
.

On voit désormais les (T k(y))k≥0 comme des éléments de BWOE (OF ). Regardons d’abord le cas
d < h qui est plus simple. Soit s > 0 et as = {x ∈ OF | v(x) ≥ s}. Puisque d < h et v0(y) > 0, il
existe un entier k(s) tel que pour k ≥ k(s) on ait

T k(y) ∈ ker
(
BWOE (OF )→ BWOE (OF /as)

)
.
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On peut alors définir

z =
( ∑

0≤k≤k(s)

T k(y) mod BWOE (as)
)
s>0
∈ lim
←−
s>0

BWOE (OF /as) = BWOE (OF ).

Considérons alors x+ z ∈ BWOE (OF ). On a V −dπ Fh−d(x+ z) = (x+ z), puisque cette égalité est
vérifiée dans BW (OF /as) pour tout s > 0. On a donc, si l’on considère x+ z comme un élément
de B+, ϕh(x+z) = πd(x+z). Pour conclure il faut donc voir que v0(z) > 0. Mais on peut toujours
écrire y sous la forme y = [a]y′ avec v0(y′) > 0 et v(a) > 0. On voit alors facilement que z = [a]z′

pour un élément z′ ∈ BWOE (OF ) défini par un procédé limite comme précédemment pour z :

z′ =
( ∑

0≤k≤k′(s)

[
aq
kh−1

]
T k(y′) mod BWOE (as)

)
s>0
∈ lim
←−
s>0

BWOE (OF /as).

Regardons maintenant le cas d = h. Pour tout s > 0, d’après la proposition 1.1 du chapitre II
de [18] (tout du moins lorsque E = Qp, la preuve étant identique pour E quelconque), on peut
donner un sens à la somme

+∞∑
k=0

(T k(y) mod BWOE (as)) ∈ BWOE (OF /as).

Plus précisément, soit T k(y) mod BWOE (as) =
∑
i∈Z V

i
π [yi,k] avec yi,k ∈ OF /as et

l∑
k=0

∑
i∈Z

V iπ [yi,k] =
∑
i∈Z

V iπ [zi,l].

D’après la proposition 1.1 du chapitre II de [18], utilisant toujours que v0(y) > 0, pour tout i il
existe l(i) ∈ N tel que la suite (zi,l)l≥l(i) soit constante. On pose alors

+∞∑
k=0

(T k(y) mod BWOE (as)) :=
∑
i∈Z

V iπ [zi,l(i)].

Notant zs ∈ BWOE (OF /as) cet élément, on vérifie comme précédemment que si z = (zs)s>0 ∈
BWOE (OF ), v0(z) > 0 et ϕh(x+ z) = πd(x+ z). �

La bijection Ld,h précédente induit une structure d’espace de Banach sur mdF . Dans les sections
qui suivent on va interpréter géométriquement cette structure d’espace de Banach.

7.3. O-modules π-divisibles.

7.3.1. Généralités et théorie de Dieudonné. Si S est un OE-schéma sur lequel π est nilpotent,
resp. un Spf(OE)-schéma formel, un O-module π-divisible est un groupe p-divisible H sur S, muni
d’une action de OE telle que l’action induite sur le OS-module LieH soit l’action déduite du
morphisme structural S → Spec(OE), resp. S → Spf(OE). La hauteur d’un O-module π-divisible
est un multiple de [E : Qp]. On appelle alors O-hauteur la quantité

htO(H) =
ht(H)

[E : Qp]
.

Si k est un corps parfait extension de Fq et H un O-module π-divisible sur k, le module de
Dieudonné contravariant du groupe p-divisible H, D(H), est un W (k)-module muni d’une action
de OE commutant à l’action du Frobenius et du Verschiebung F et V . On a une décomposition

D(H) =
⊕

τ :Fq↪→k
D(H)τ

où OE0 = W (Fq) agit sur D(H)τ via le plongement W (τ) : OE0 ↪→W (k). Si σ désigne le Frobenius
de W (k), F est σ-linéaire et V est σ−1-linéaire. On a de plus

F : D(H)τ → D(H)στ et V : D(H)τ → D(H)σ−1τ .
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Puisque k est une extension de Fq il y a un plongement canonique can : Fq ↪→ k. On pose alors

DO(H) = D(H)can.

Puisque WOE (k) = W (k) ⊗OE0
OE , c’est un WOE (k)-module libre de rang htO(H). Notons σE

le Frobenius relatif de WOE (k), c’est à dire σf ⊗ Id où q = pf . On note FE , l’endomorphisme de
DO(H) égal à F f . Avec les notations précédentes, FE est σ−1

E -linéaire. Puisque l’action induite
par OE sur LieH est l’action déduite du plongement canonique,

ωH = V D(H)/pD(H) =
⊕

τ :Fq↪→k
V D(H)στ/pD(H)τ

= V D(H)σcan/pD(H)can.

On a donc si τ 6= can, V D(H)στ = pD(H)τ et pD(H)can ⊂ πV D(H)σcan. Cela implique que
πD(H) ⊂ FED(H). On pose alors Vπ = πF−1

E . On a donc

FEVπ = VπFE = π.

On note désormais F pour FE agissant sur DO(H). La correspondance H 7→ (DO(H), F, Vπ) induit
alors une équivalence de catégories entre les O-modules π-divisibles sur k et les triplets (D,F, Vπ)
où D est un WOE (k)-module libre de rang fini, F : D → D est σE-linéaire, V : D → D est
σ−1
E -linéaire et FVπ = VπF = π.

La théorie de Dieudonné covariante desO-module π-divisibles est bien développée. Plus précisément,
la théorie de Cartier des O-modules formels π-divisibles est développée dans [13], [27], [30], [29]
et le chapitre V.29 de [28]. Le point de vue cristallin de l’extension vectorielle universelle est
développé dans [14] et l’appendice B de [16]. Nous utiliserons dans la suite la version contravari-
ante suivante généralisant la théorie développée dans [18]. Si H est un O-module π-divisible sur k
on peut montrer que le O-module de Dieudonné précédent DO(H) s’identifie à

HomO(H,CWO).

De plus, F : DO(H) → DO(H) est induit par le morphisme F : H → H(q) qui est la puissance
f -ième du morphisme de Frobenius du groupe p-divisible H. Il y a une isogénie Vπ : H(q) → H
induisant Vπ sur DO(H). Le O-module π-divisible H se retrouve alors via la formule

H = HomWOE (k)[F,Vπ ]

(
DO(H), CWO

)
.

Lorsque H est formel on peut de plus remplacer CWO par les covecteurs de Witt formels, ĈWO.

7.3.2. Exemple. Nous utiliserons dans la suite l’exemple qui suit. Soient d, h ≥ 1 avec d ≤ h. Soit

Gd,h = ker
(
CWO

Fh−d−V dπ−−−−−−−−→ CWO
)
.

C’est un O-module formel π-divisible de dimension d et de O-hauteur h sur Fq. Un système de
coordonnée formelles est donné par (x0, . . . , xd−1) avec

Gd,h =
{[
xq

a(i)(h−d)

b(i)

]
i≤0
∈ CWO

}
où −i = a(i)d + b(i) est la division euclidienne de −i par d. Si e ∈ HomO(Gd,h, CWO) désigne le
plongement canonique alors

DO(Gd,h) =< e, Fe, . . . , Fh−de, Vπe, . . . , V
d−1
π e >= Hom(Gd,h, CWO)

qui forme une base du O-module de Dieudonné. Au système de coordonnées formelles précédent
(x0, . . . , xd−1) est associé une loi de groupe formel sur Fq,

Fd,h =
(
F

(0)
d,h, . . . ,F

(d−1)
d,h

)
∈ FqJx0, . . . , xd−1, y0, . . . , yd−1Kd

où

(x0, . . . , xd−1) +
Fd,h

(y0, . . . , yd−1) =
(
F

(0)
d,h, . . . ,F

(d−1)
d,h

)
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et avec les notations précédentes[
xq

a(i)(h−d)

b(i)

]
i≤0

+
[
yq
a(i)(h−d)

b(i)

]
i≤0

=
[
. . . ,F

(d−1)
d,h , . . . ,F

(0)
d,h

]
dans CWO(FqJx0, . . . , xd−1, y0, . . . , yd−1K).

Du point de vue de la théorie de Cartier covariante, le module de Cartier covariant de Gd,h est

M = Hom(ŴO,Gd,h)

qui est un module sur l’anneau de Cartier EO,Fq = End(ŴO)opp. L’anneau de Cartier EO,Fq est le
V -complété de WO(Fq)[Fπ, V ], c’est à dire{ ∑

n,m≥0

V n[an,m]Fmπ | an,m ∈ Fq et ∀n, an,m = 0 pour presque tout m
}

où

OE = WO(Fq) ↪−→ EO,Fq∑
n≥0

V nπ [an] 7−→
∑
n≥0

V n[an]Fnπ ,

l’action de V ∈ EO,Fq = End(ŴO)opp sur ŴO est donnée par l’opérateur F usuel agissant sur ŴO,
celle de [a] est la multiplication par [a] et celle de Fπ ∈ EO,Fq est donnée par l’action de Vπ. Soit

ε : ŴO −→ CWO

x 7−→
∑
n≥0

V −ndπ Fn(h−d)x mod WO

où la somme infinie précédente est à valeurs dans les bivecteurs BWO et on la réduit modulo WO,
BWO/WO = CWO. On a ε ∈M et comme WO(Fq)-module

M =< ε, V ε, . . . , V h−dε, Fπε, . . . , F
d−1
π ε > .

qui forme une base du module de Cartier comme OE = WOE (Fq)-module. Une V -base de ce
module de Cartier est donnée par (ε0, . . . , εd−1) où pour 0 ≤ i ≤ d − 1, εi = F iπε. Les équations
structurelles de M associées à cette V -base sont{

Fπεi = εi+1 si 0 ≤ i < d− 1

Fπεd−1 = V h−dε0.

Elles fournissent une présentation du module de Cartier

0 −→ EdO,Fq
u−−→ EdO,Fq −→M −→ 0

où
u(x0, . . . , xd−1) = (xd−1Fπ − x0V

h−d, x0Fπ − x1, . . . , xd−2Fπ − xd−1).

L’application

M = HomO(ŴO,Gd,h) −→ Gd,h(FqJT K)
u 7−→ u([T ])

induit un isomorphisme entre M et le sous-OE-module de Gd,h(FqJT K) formé des courbes π-
typiques. Puisque (ε0, . . . , εd−1) est une Vπ-base de M ,

γ =

d−1∑
i=0

εi([xi]) ∈ Gd,h(FqJx0, . . . , xd−1K
)

définit un isomorphisme

γ : Spf(FqJx0, . . . , xd−1K)
∼−−→ Gd,h.

On vérifie par un calcul immédiat que ces coordonnées formelles sont celles utilisées précédemment
pour définir la loi de groupe formel Fd,h.
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Soit maintenant M̃ le module de Cartier sur OE de Vπ-base (ε̃0, . . . , ε̃d−1) et ayant pour
équations structurelles {

Fπ ε̃i = ε̃i+1 si 0 ≤ i < d− 1

Fπ ε̃d−1 = V h−dε̃0.

Il admet la même présentation que la présentation précédente de M en remplaçant EO,Fq par

EO,OE . Soit G̃d,h le O-module π-divisible sur OE associé,

G̃d,h = ŴO ⊗EO,OE M̃.

On a donc G̃d,h ⊗ Fq = Gg,d et une résolution sur Spf(OE)

0 −→ Ŵ d
O

v−−→ Ŵ d
O −→ G̃d,h −→ 0

où

v(y0, . . . , yd−1) = (Vπyd−1 − Fh−dy0, Vπy0 − y1, . . . , Vπyd−2 − yd−1).

Pour i ∈ {0, . . . , d− 1}
ε̃i([T ]) ∈ G̃d,h(OEJT K)

est une courbe π-typique. Notons

αi : OEJT K −→ OEJx0, . . . , xd−1K
T 7−→ xi.

Alors, si

γ̃ =

d−1∑
i=0

αi∗ε̃i([T ]) =

d−1∑
i=0

ε̃i([xi]) ∈ G̃d,h(OEJx0, . . . , xd−1K),

puisque (ε̃i)0≤i≤d−1 est une V -base du module de Cartier de G̃d,h, il induit un isomorphisme

γ̃ : Spf(OEJx0, . . . , xd−1K)
∼−−→ G̃d,h

c’est à dire un système de coordonnées formelles sur le groupe formel G̃d,h et donc une loi de

groupe formel en d variables. Ce système de coordonnées formelles de G̃d,h relève celui utilisé
précédemment pour Gd,h.

Il existe alors un unique isomorphisme de O-modules formels sur E

log : G̃d,h⊗̂E
∼−−→ Ĝda

tel que l’isomorphisme induit au niveau des espaces tangents envoie la base de Lie G̃d,h déduite de

la V -base (ε̃i)0≤i≤d−1 sur la base canonique de Lie Ĝda = Ed. Un tel isomorphisme est donné par
des séries formelles

f = (f0, . . . , fd−1) ∈ EJx0, . . . , xd−1Kd

où (f0, . . . , fd−1) forme une base des logarithmes de notre loi de groupe formel que nous allons
calculer explicitement. Pour 0 ≤ i ≤ d− 1 soit

gi = (gi,0, . . . , gi,d−1) = log ε̃i([T ]) ∈ Ĝda(EJT K) = EJT Kd.

Alors,

f =

d−1∑
i=0

gi(xi).

De plus, pour 0 ≤ i, j ≤ d− 1, gi,j est une courbe π-typiqe de Ĝa vérifiant :

(1) F.gi,j = gi+1,j si 0 ≤ i < d− 1

(2) F.gd−1,j = V h−dπ .g0,j

(3) gi,j(T ) ≡ 0 mod T 2 si i 6= j et gi,i(T ) ≡ T mod T 2.
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Les courbes π-typiques de Ĝa(EJT K) = TEJT K sont les séries de la forme∑
n≥0

anT
qn

dans EJT K. L’opérateur V agit sur ces séries via g(T ) 7→ g(T q) et Fπ via∑
n≥0

anT
qn 7−→ π

∑
n≥0

an+1T
qn .

On vérifie par un calcul explicite que les conditions (1), (2) et (3) imposent les formules

gi,j =


∑
n≥0

T q
nh+j−i

πnd+j−i si j ≥ i

∑
n≥1

T q
nh+j−i

πnd+j−i si j < i.

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 7.7. Considérons pour 0 ≤ j ≤ d− 1 la série

fj =
∑

0≤i≤j

∑
n≥0

xq
nh+j−i

i

πnd+j−i +
∑

j<i≤d−1

∑
n≥1

xq
nh+j−i

i

πnd+j−i ∈ EJx0, . . . , xd−1K.

Alors, (f0, . . . , fd−1) sont les logarithmes d’une unique loi de O-module formel de dimension d sur

OE, F̃d,h, relevant la loi de O-module formel Fd,h sur Fq.

Exemple 7.8. Si d = 1, G̃1,h est un groupe de Lubin-Tate associé à l’extension non-ramifiée Eh
de E. Une loi de groupe formel associée à pour logarithme

f(T ) =
∑
n≥0

T q
nh

πn
.

Cette loi de groupe formel est F̃1,h = f−1(f(X) + f(Y )) ∈ OEJX,Y K.

7.3.3. Quasi-logarithmes et leur interprétation rigide analytique. Soit K|E un corps valué complet
pour une valuation de rang un étendant la valuation π-adique de E. Soit G un O-module formel
π-divisible sur OK .

Écrivons G = Spf(R) où R ' OKJx1, . . . , xdK avec d = dim(G). Soit a ⊂ mK un idéal contenant

πOK . Soit R̂
[

1
π

]
le complété de l’anneau R

[
1
π

]
relativement à son idéal d’augmentation noyau du

morphisme R
[

1
π

]
� K,

R̂
[

1
π

]
' KJx1, . . . , xdK

et G⊗̂K = Spf
(
R̂
[

1
π

])
est le groupe forme fibre générique de G.

Définition 7.9. On note Quasilog(G) les éléments f dans l’idéal maximal de R̂
[

1
π

]
tels que

∆(f) − f ⊗ 1 − 1 ⊗ f ∈ R
[

1
π

]
et pour tout a ∈ OE, si [a]G ∈ End(R) désigne l’action de a sur le

O-module G, f ◦ [a]G − af ∈ R
[

1
π

]
.

Le groupe des quasi-logarithmes contient l’idéal d’augmentation de R
[

1
π

]
. On note

Quasilog(G)/ ∼
le groupe quotient des classes d’équivalences de quasi-logarithmes. Le lemme qui suit dit que la
définition précédente des quasi-logarithmes cöıncide avec celle que l’on trouve dans le chapitre IV
de [18] et dans le chapitre V de [31] (définition qui est donc trop forte).

Lemme 7.10. Fixons des coordonnées R ' OKJx1, . . . , xdK. Soit f ∈ KJx1, . . . , xdK un quasi-

logarithme. Alors pour 1 ≤ i ≤ d, ∂f
∂xi
∈ OKJx1, . . . , xdK

[
1
π

]
.
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Démonstration. Soit G⊗̂K ' Spf(KJx1, . . . , xdK) le groupe formel fibre générique du groupe

formel G. Voyons f comme un morphisme de schémas formels f : G⊗̂K → Ĝa envoyant la section

unité de G⊗̂K sur celle de Ĝa. Soit Ω̂1
G⊗̂K/K , resp. Ω̂1

G/OK , les formes différentielles sur G⊗̂K,

resp. G. Le lemme équivaut alors à ce que la forme différentielle f∗dT ∈ Ω̂1
G⊗̂K/K vérifie

f∗dT ∈ Ω̂1
G/OK

[
1
π

]
.

Soit (ω1, . . . , ωd) une base des formes différentielles invariantes sur G. On a alors

Ω̂1
G/OK = Rω1 ⊕ · · · ⊕Rωd ⊂ R̂

[
1
π

]
ω1 ⊕ · · · ⊕ R̂

[
1
π

]
ωd = Ω̂1

G⊗̂K/K .

Considérons le morphisme de K-schémas formels

g : G⊗̂K ×
Spf(K)

G⊗̂K −→ Ĝa

(x, y) 7−→ f(x+ y)− f(x)− f(y).

Notons

m : G⊗̂K ×
Spf(K)

G⊗̂K → G⊗̂K

la loi de groupe et pour i = 1, 2,

pri : G⊗̂K ×
Spf(K)

G⊗̂K → G⊗̂K

les deux projections. On a donc

g = f ◦m− f ◦ pr1 − f ◦ pr2.

L’invariance des formes ωi, i = 1, . . . , d, se traduit en l’égalité

m∗ωi = pr∗1ωi + pr∗2ωi.

Si

f∗dT =

d∑
i=1

λiωi

avec λi ∈ R̂
[

1
π

]
on a donc

g∗dT =
∑
i

[
(λi ◦m− λi ◦ pr1) pr∗1ωi + (λi ◦m− λi ◦ pr2) pr∗2ωi

]
∈ Ω̂1

G⊗̂K×G⊗̂K/K = pr∗1Ω̂G⊗̂K/K ⊕ pr
∗
2Ω̂G⊗̂K/K .

Mais puisque g ∈ (R⊗̂R)
[

1
π

]
,

g∗dT ∈ Ω̂1
G×G/OK

[
1
π

]
= Ω̂1

G/OK
[

1
π

]
⊗K R

[
1
π

]
⊕R

[
1
π

]
⊗K Ω̂1

G/OK
[

1
π

]
.

On en déduit que pour tout i, λi ◦ m − λi ◦ pr1 ∈ (R⊗̂R)
[

1
π

]
i.e. la � fonction � (x, y) 7→

λi(x + y) − λi(x) est dans (R⊗̂R)
[

1
π

]
. Spécialisant en x = 0 on en déduit que pour tout i,

λi ∈ R
[

1
π

]
. �

Soit G⊗̂K la fibre générique du groupe formel G comme K-groupe formel. Il y a un isomorphisme

HomO(G⊗̂K, Ĝa)
∼−−→ (LieG

[
1
π

]
)∗ = ωG

[
1
π

]
f 7−→ f∗dT.

Le K-espace vectoriel ωG
[

1
π

]
se plonge donc dans Quasilog(G)/ ∼. Ce sous-espace vectoriel de

l’espace des classes d’équivalence de quasi-logarithme est l’espace des logarithmes, c’est à dire les

f ∈ R̂
[

1
π

]
tels que ∆(f) = f ⊗ 1 + 1 ⊗ f . La filtration déduite sur les quasi-logarithmes est la

filtration de Hodge.
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Prenons maintenant un point de vue rigide analytique. On note G la fibre générique de G
comme K-groupe rigide analytique. En tant qu’espace rigide analytique, G est isomorphe à une
boule ouverte de dimension dimG.

Définition 7.11. On note QuasiHom(G,Grig
a ) les morphisme f : G→ Grig

a d’espaces analytiques
rigides vérifiant f(0) = 0,

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖∞ < +∞

où f(x+ y)− f(x)− f(y) : G×G→ Grig
a et pour tout a ∈ OE,

‖f(ax)− af(x)‖∞ < +∞.

On note QuasiHom(G,Grig
a )/ ∼ le quotient par le sous-groupe formé des f : G → Grig

a tels que
‖f‖∞ < +∞.

Le groupe formel G⊗̂K se retrouve à partir du groupe analytique rigide G comme étant

Spf(ÔG,0) où OG,0 désigne l’anneau local des germes de fonctions anaytiques rigides au voisi-

nage de l’élément neutre de G. Tout morphisme d’espaces rigides f : G → Grig
a tel que f(0) = 0

définit donc naturellement un morphisme de schémas formels G⊗̂K → Ĝa. On vérifie en utilisant
le lemme 7.10 que l’application naturelle

QuasiHom(G,Grig
a ) −→ Quasilog(G)

est un isomorphisme.

Soit I un idéal de définition de R, via un isomorphisme R ' OKJx1, . . . , xdK on peut prendre
I = (π, x1, . . . , xn) (on considère le groupe formel G comme un groupe formel sur Spf(OK) et non
Spec(OK), auquel cas on aurait pris I = (x1, . . . , xn)). On a alors

CWO(R) = lim
←−
n≥0

CWO(R/In)

et donc

CWO(R) =
{

[yi]i≤0 | yi ∈ R, ∃N, ∃k, (
∑
i≤N

R.yi)
k ⊂ I

}
.

Il y a un morphisme OE-linéaire ([18], II.5 lorsque E = Qp)

w : CWO(R) −→ R̂
[

1
π

]
[yn]n≤0 7−→

∑
n≥0

π−nyq
n

−n.

Soit maintenant a un idéal de OK contenu dans son idéal maximal et tel que π ∈ a. Notons
Ga = G ⊗ OK/a d’algèbre Ra = R/aR. On a alors

HomO(Ga, CWO) =
{

[yn]n≤0 ∈ CWO(Ra) | [∆(yn)]n≤0 = [yn⊗1]n≤0+[1⊗yn]n≤0 ∈ CWO(Ra⊗̂Ra)
}

où ∆ : R → R⊗̂R désigne la comultiplication de notre groupe formel. D’après [18] chap. IV, il y
a une application OE-linéaire

HomO(Ga, CWO) −→ Quasilog(G)/ ∼
x 7−→ w(x̂)

où x̂ ∈ CWO(R) est un relèvement quelconque de x ∈ CWO(Ra). Notons kK le corps résiduel de K
que l’on suppose parfait et supposons fixé une section du morphisme OK/πOK → kK (lorsque la
valuation de K est discrète le relèvement de Teichmüller fournit canoniquement une telle section).
Soit GkK la réduction de G sur le corps résiduel. Faisons l’hypothèse suivante : l’identité de GkK
de relève en une quasi-isogénie (nécessairement unique)

ρ : GkK ⊗kK OK/πOK −→ G ⊗OK OK/πOK .
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Par rigidité des quasi-isogénies, lorsque la valuation de K est discrète cette hypothèse est automa-
tiquement vérifiée. Alors, toujours d’après [18] chap. IV, si D = HomO(GkK , CWO) est le module
de Dieudonné de la fibre spéciale de G, ρ et le morphisme précédent induisent un isomorphisme

D ⊗WOE (kK) K
∼−−→ Quasilog(G)/ ∼ .

Exemple 7.12. Soit G̃1,h le O-module formel sur OE de l’exemple 7.8. Une base de ses quasi-
logarithmes est ∑

n≥0

T q
nh+i

πn

lorsque i varie entre 0 et h− 1.

7.4. Description de (B+)ϕ
h=πd en termes de O-modules π-divisibles lorsque d ≤ h.

On va maintenant décrire géométriquement la structure d’espace de Banach sur mdF déduite de
la bijection Ld,h de la proposition 7.6. Soit G un O-module formel π-divisible sur k. On note
G(OF ) = HomSpec(k)(Spf(OF ),G). Pour tout s > 0, si as = {x ∈ OF | v(x) ≥ s}, soit

Gs(OF ) = ker
(
G(OF )→ G(OF /as)

)
.

On vérifie aisément la proposition qui suit.

Proposition 7.13. Le groupe G(OF ) est un E-espace vectoriel. De plus, pour tout s > 0, Gs(OF )
est un sous-OE-module π-adiquement complet de G(OF ) qui définit une structure d’espace de
Banach sur G(OF ), c’est à dire est la boule unité d’une norme de Banach sur G(OF ). La topologie
de Banach ainsi définie ne dépend pas du choix de s > 0.

Soit
G = (G⊗̂OF )rig

la fibre générique du Spf(OF )-schéma formel G⊗̂OF comme F -espace analytique rigide. Il s’agit
d’un groupe analytique rigide sur F tel que

G(OF ) = G(F ).

Pour tout s > 0, s ∈ v(F×), il y a un sous-groupe affinöıde Gs ⊂ G, tel que

Gs(OF ) = Gs(F ).

Après avoir fixé des coordonnées formels sur G, c’est à dire un isomorphisme Spf(kJx1, . . . , xdK)
∼−−→

G, on a
G ' B̊d,

la boule ouverte unité rigide analytique de dimension d = dim(G) sur F et

Gs ' Bd(0, q−s)
la boule fermée de rayon q−s dans la boule ouverte. La multiplication par π, ×π : G→ G, vérifie
alors que pour tout s > 0, on a un recouvrement admissible⋃

n≥1

π−nGs = G

et pour s > t > 0, il existe n ∈ N tel que

πnGs ⊂ Gt.
Remarquons enfin que le foncteur G 7→ G(OF ) de la catégorie des O-modules formels π-divisibles

dans celle des E-espaces de Banach se factorise par la catégorie O-modules formels π-divisibles à
isogénies près.

Considérons maintenant le module de Dieudonné contravariant de G,

D = HomO(G, CWO).

Notons F, Vπ : D → D son Frobenius et son Verschiebung. Il y a alors un isomorphisme naturel

G(OF )
∼−−→ HomWO(k)[F,Vπ ]

(
D,CWO(OF )

)
.
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où si as = {x ∈ OF | v(x) ≥ s},

G(OF ) = lim
←−
s>0

G(OF /as)

CWO(OF ) = lim
←−
s>0

CW (OF /as) =
{

[xi]i≤0 | xi ∈ OF , liminf
i→−∞

v(xi) > 0
}
.

Puisque G est formel, dans les formules précédentes on pourrait remplacer CWO par ĈWO et
en particulier CWO(OF ) par

ĈWO(OF ) =
{

[xi]i≤0 | xi ∈ mF , liminf
i→−∞

v(xi) > 0
}
.

Proposition 7.14. L’application de réduction BWO(OF )→ CWO(OF ) induit un isomorphisme
de OE-modules

HomWO(k)[F,Vπ ](D,BWO(OF ))
∼−−→ HomWO(k)[F,Vπ ](D,CWO(OF )).

Démonstration. Puisque F est bijectif surBWO(OF ) et CWO(OF ) on a pour ∗ ∈ {BWO(OF ), CWO(OF )},

HomWO(k)[F ](D, ∗) = HomWO(k)[F,Vπ ](D, ∗).

La suite exacte

0 −→WO(OF ) −→ BWO(OF ) −→ CWO(OF ) −→ 0

induit une suite exacte

0→ HomWO(k)(D,WO(OF ))→ HomWO(k)(D,BWO(OF ))→ HomWO(k)(D,CWO(OF ))→ 0.

Pour ∗ ∈ {WO(OF ), BWO(OF ), CWO(OF )}, le WO(k)-module HomWO(k)(D, ∗) est muni d’un

opérateur σ−1-linéaire ψ en posant ψ(u) = F−1 ◦ u ◦ F . La suite exacte précédente est une suite
exacte de WO(k)-modules munis d’un tel opérateur. En prenant les invariants sous un tel opérateur
elle induit donc une suite exacte

0→ HomWO(k)[F ](D,WO(OF ))→ HomWO(k)[F ](D,BWO(OF ))→ HomWO(k)[F ](D,CWO(OF ))→ A

où

A = coker
(
HomWO(k)(D,WO(OF ))

Id−ψ−−−→ HomWO(k)(D,WO(OF ))
)
.

Puisque F est topologiquement nilpotent sur D et bijectif sur WO(OF ),

HomWO(k)[F ](D,WO(OF )) = 0.

La nilpotence topologique de F sur D implique également que l’opérateur ψ agissant sur le
WO(OF )-module libre HomWO(k)(D,WO(OF )) est π-adiquement topologiquement nilpotent. On
en déduit que Id− ψ est bijectif et donc A = 0. �

Remarque 7.15. Par définition, BWO(OF ) = lim
←−
n∈N

CWO(OF ) où les applications de transition

sont données par Vπ : CWO(OF ) → CWO(OF ). Soit n � 0 tel que FnD ⊂ VπD. Posons γ =
V −1
π Fn l’endomorphisme associé de D. Alors, si u : D → CWO(OF ) commute à F et Vπ, l’unique

relèvement donné par la proposition précédente est

(F−n ◦ u ◦ γn)n≥0 : D → lim
←−
n∈N

CWO(OF ).

De la proposition précédente, du théorème de Dieudonné-Manin et du point (1) de la proposition
7.6 on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 7.16. Il y a un isomorphisme de E-espaces vectoriels

G(OF )
∼−−→ HomWO(k)[F,Vπ ]

(
D
[

1
π

]
, BWO(OF )

)
= HomWO(k)[F ]

(
D
[

1
π

]
, B+

)
où D

[
1
π

]
est le O-module de Dieudonné rationnel contravariant de G.
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Soient 1 ≤ d ≤ h et

Gd,h = ker
(
CWO

Fh−d−V dπ−−−−−−→ CWO
)
,

le O-module formel de la section 7.3.2. Soit e : Gd,h ↪→ CWO le générateur canonique de son
module de Dieudonné, c’est à dire le plongement canonique. Soit (x0, . . . , xd−1) les coordonnées
formels sur Gd,h de la section 7.3.2, c’est à dire l’isomorphisme

Spf(kJx0, . . . , xd−1K)
∼−−→ Gd,h

tel que composé avec e : Gd,h ↪→ CWO ce soit

[. . . , xq
(h−d)

0 , xd−1, . . . , x0] =
[
xq

a(i)(h−d)

b(i)

]
i≤0
∈ CWO(kJx0, . . . , xd−1K)

où −i = a(i)d + b(i) est la division euclidienne de −i par d. Ce choix de coordonnées formelles
induit une bijection

mdF
∼−−→ Gd,h(OF ).

De plus,

HomWO(k)[F,Vπ ](D,B
+)

∼−−→
(
B+
)ϕh=πd

u 7−→ u(e).

Proposition 7.17. Soit Fd,h la loi de groupe formel associée à Gd,h et au choix précédent de
coordonnées formelles. Via ces choix, l’isomorphisme de E-espaces vectoriels(

mdF , +
Fd,h

) ∼−−→
(
B+
)ϕh=πd

est donné par

(x0, . . . , xd−1) 7−→ π−dLd,h(xq
d−1

d−1 , . . . , x
q
1, x0)

où Ld,h est l’application de la proposition 7.6.

Démonstration. La bijection

mdF
∼−−→ CWO(OF )ϕ

h=πd

est donnée par

(x0, . . . , xd−1) 7−→
∑
i≤0

V iπ
[
xq

a(i)(h−d)

b(i)

]
=

d−1∑
i=0

∑
n≤0

V nd−iπ

[
xq
−n(h−d)

i

]
.

La bijection

mdF
∼−−→ BWO(OF )ϕ

h=πd

associe donc à (x0, . . . , xd−1)

d−1∑
i=0

∑
n∈Z

V nd−iπ

[
xq
−n(h−d)

i

]
=

d−1∑
i=0

∑
n∈Z

[
xq
−n(h−d)−(nd−i)

i

]
πnd−i

=

d−1∑
i=0

∑
n∈Z

[
xq
−nh+i

i

]
πnd−i.

Le résultat s’en déduit immédiatement. �

On a défini sur le E-espace vectoriel Gd,h(OF ) une structure d’espace de Banach (prop. 7.13). De

plus (cf. section 7.1.2)
(
B+
E

)ϕh=πd

est un sous-espace de Banach de l’espace de Fréchet B+. Util-
isant la formule explicite fournie par la proposition précédente on vérifie facilement la proposition
qui suit.

Proposition 7.18. L’isomorphisme précédent Gd,h(OF )
∼−−→
(
B+
E

)ϕh=πd

est un homéomorphisme
d’espaces de Banach.

On a donc obtenu une interprétation géométrique de l’espace de Banach
(
B+
E

)ϕh=πd

.
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Exemple 7.19. Supposons E = Qp et d = h = 1. Soit la loi de groupe formel F̃ sur Zp de

logarithme
∑
n≥0

Tp
n

pn et F sa réduction sur Fp. Il y a un isomorphisme de E-espaces de Banach

L :
(
mF ,+

F

) ∼−−→
(
B+
)ϕ=p

x 7−→
∑
n∈Z

[
xp
−n

n

]
pn.

Soit

E = exp
(∑
n≥0

T p
n

pn

)
∈ ZpJT K

l’exponentielle d’Artin-Hasse. Elle induit un isomorphisme de lois de groupe formel

E : F
∼−−→ Ĝm.

On en déduit que l’on a un diagramme commutatif d’isomorphismes d’espaces de Banach(
mF ,+

F

)
L

'
%%JJJJJJJJJ

E '

��

(
B+
)ϕ=p

(1 + mF ,×)

'
log([−])

99rrrrrrrrrr

7.5. Lien avec l’application des périodes d’un groupe p-divisible.

7.5.1. Un résultat de relèvement. Soit A une OE-algèbre π-adique et G un O-module formel π-
divisible sur A.

Définition 7.20. Si B est une A-algèbre adique pour un idéal contenant π, posant G(B) :=
HomSpf(A)(Spf(B),G)), on note

X(G)(B) = {(xn)n∈Z | xn ∈ G(B) et πxn+1 = xn}.

Remarquons que X(G)(B) est un E-espace vectoriel ne dépendant que de la classe d’isogénie
de G.

Proposition 7.21. Soit B une A-algèbre J-adique avec (π) ⊂ J . Soit I ⊂ J un idéal de B fermé
pour la topologie J-adique. Munissons B de la topologie J-adique et B/I de la topologie J/I-adique.
L’application de réduction modulo I induit alors un isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(B)
∼−−→ X(G)(B/I).

Démonstration. On a

G(B)
∼−−→ lim

←−
k≥1

G(B/Jk)

G(B/I)
∼−−→ lim

←−
k≥1

G(B/I + Jk).

qui induisent donc des bijections

X(G)(B)
∼−−→ lim

←−
k≥1

X(G)(B/Jk)

X(G)(B/I)
∼−−→ lim

←−
k≥1

X(G)(B/I + Jk).
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Quitte à remplacer B par B/Jk, I par I + Jk/Jk et G par G ⊗ B/Jk pour un k ≥ 1 on peut
donc supposer qu’il existe un entier k tel Jk = 0. On a donc en particulier Ik = 0 et πkB = 0.
L’application de réduction

G(B) −→ G(B/I)

se dévisse en

G(B) = G(B/Ik) −→ G(B/Ik−1) −→ G(B/Ik−2) −→ . . . −→ G(B/I2) −→ G(B/I).

Pour un indice l compris entre 1 et k, puisque πkB = 0 et donc πkLieG = 0,

ker
(
G(B/I l)→ G(B/I l−1)

)
est annulé par πk. On en déduit que

ker
(
G(B) −→ G(B/I)

)
est annulé par πk

2

.
Soit maintenant

x = (xn)n∈Z ∈ ker
(
X(G)(B)→ X(G)(B/I)

)
.

On a donc pour tout n, πk
2

xn = xn+k2 = 0. Cela étant vrait pour tout n, x = 0. L’application de
réduction

X(G)(B) −→ X(G)(B/I)

est donc injective.
Soit maintenant (xn)n∈Z ∈ X(G)(B/I) et pour tout n, x̂n ∈ G(B) un relèvement quelconque

de xn. D’après le résultat précédent, pour tout n la suite

(πmx̂n+m)m≥0

est constante pour m� 0. On vérifie alors facilement que l’application

(xn)n∈Z 7−→ lim
m→+∞

πmx̂n+m

induit un inverse à l’application de réduction modulo I. �

7.5.2. Interprétation de l’isomorphisme Gd,h(OF )
∼−−→
(
B+
)ϕh=πd

en termes de quasi-logarithmes.
Soit maintenant G un O-module formel π-divisible sur WOE (k). On note Gk sa réduction sur le
corps résiduel. Munissons WO(OF ) de la topologie (π, [a])-adique pour n’importe quel a ∈ mF non
nul (il s’agit de la topologie faible). D’après la proposition 7.21 l’application de réduction modulo
π induit une bijection

X(G)(WOE (OF ))
∼−−→ X(Gk)(OF ).

De plus,

X(Gk)(OF )
∼−−→ Gk(OF )

(xn)n∈Z 7−→ x0.

On dispose donc d’un isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(WOE (OF ))
∼−−→ Gk(OF ).

Soit G = Grig la fibre générique de G comme WO(k)Q-groupe rigide analytique. Soit Γ(G,OG) =
Hom(G,Griga ). Muni de la topologie de la convergence uniforme sur les domaines affinöıdes de

G c’est un E-espace de Frechet. De plus, l’espace vectoriel Γ(G,OG)
[

1
π

]
= Hom(G, Ĝa)

[
1
π

]
, les

fonctions rigides analytiques bornées, est dense dans cet espace de Frechet. Si x ∈ G(WO(OF )) il
y a une application d’évaluation

Hom(G, Ĝa)
[

1
π

]
−→ Bb,+

f 7−→ f(x).
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Lemme 7.22. Pour x ∈ G(WO(OF )), l’application d’évaluation précédente s’étend en une unique
application continue entre espaces de Frechet

Hom(G,Griga ) −→ B+

f 7−→ f(x).

Démonstration. Pour r > 0 notons wr la valuation de Gauss qui est la borne inférieur de la
valuation d’une fonction rigide analytique sur la boule de rayon q−r dans l’espace rigide G. On
vérifie par un calcul en coordonnées que pour f ∈ Γ(G,OG)

[
1
π

]
,

vr(f(x)) ≥ wvr(x)(f).

�

On peut donc définir pour f ∈ Quasilog(G) = QuasiHom(G,Griga ) (cf. section 7.3.3) et x ∈
WO(OF ), f(x) ∈ B+. Concrètement, si (T1, . . . , Td) est un système de coordonnées formelles sur
G, f =

∑
α∈Nd aαT

α1
1 . . . Tαdd et x = (x1, . . . , xd) ∈ G(WO(OF )) ⊂WO(OF )d,

f(x) =
∑
α∈Nd

aαx
α1
1 . . . xαdd

dans B+ où
G(WO(OF )) = {(x1, . . . , xd) ∈WO(OF )d | ∀i, xi mod π ∈ mF }.

Lemme 7.23. Soit f : G → Griga un quasi-morphisme. Il existe alors A ∈ R tel que pour tout
m ∈ N, ‖πmf − f ◦ πm‖∞ ≤ A.

Démonstration. Il suffit d’écrire

‖πm+1f − f ◦ πm+1‖∞ ≤ sup{‖π(πmf − f ◦ πm)‖∞, ‖(πf − f ◦ π) ◦ πm‖∞}
pour en déduit par récurrence sur m que

‖πmf − f ◦ πm‖∞ ≤ ‖πf − f ◦ π‖∞.
�

Lemme 7.24. Soit (xn)n∈Z ∈ X(G)(WO(OF )) et f ∈ QuasiHom(G,Griga ). Les propriétés suiv-
antes sont vérifiées :

(1) La suite (πnf(xn))n∈Z est convergente dans B+.

(2) Si f est borné, lim
n→+∞

πnf(xn) = 0.

(3) Si y est un autre élément de X(G)(WO(OF )) alors

lim
n→+∞

πnf(xn + yn) = lim
n→+∞

πnf(xn) + lim
n→+∞

πnf(yn).

Démonstration. Soit r > 0. On reprend les notations de la démonstration du lemme 7.22. Pour
n,m ≥ 0,

vr(π
n+mf(xn+m)− πnf(xn)) = nr + vr(π

mf(xn+m)− πnf(xn))

≥ nr + wvr(xn+m)(π
mf − f ◦ πm)

≥ nr + inf
r′>0

wr′(π
mf − f ◦ πm).

Puisque f est un quasi-morphisme, d’après le lemme 7.23 il existe une constante A indépendante
de m telle que infr′>0 wr′(π

mf − f ◦ πm) ≥ A. On en déduit ausstôt que la suite (πnf(xn))n≥0

est de Cauchy dans B+, d’où le point (1). Le point (2) est immédiat et le point (3) ne pose pas
de problème. �

Du lemme précédent on déduit que l’on dispose d’un morphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(WO(OF )) −→ Hom
(
QuasiHom(G,Grig

a )/ ∼, B+
)

(xn)n∈Z 7−→
[
f 7→ lim

n→+∞
πnf(xn)

]
.
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Soit
D = HomO(Gk, CWO)

le module de Dieudonné contravariant de Gk. Rappelons (cf. fin de la section 7.3.3) qu’il y a un
isomorphisme

D
[

1
π

] ∼−−→ QuasiLog(G)/ ∼ .
On a de plus vu qu’on a un isomorphisme canonique

X(G)(WO(OF ))
∼−−→ Gk(OF ).

On obtient donc un morphisme

Gk(OF ) −→ HomE(D
[

1
π

]
, B+).

Proposition 7.25. Le morphisme Gk(OF ) −→ HomE(D
[

1
π

]
, B+) construit via les quasi-logarithmes

de G cöıncide avec le morphisme du corollaire 7.16.

Démonstration. Soit G = Spf(R) et Gk = Spf(R/πR). Si

g = [gn]n≤0 ∈ HomO(Gk, CWO) ⊂ CWO(R/πR),

on note pour tout n, ĝn ∈ R un relèvement quelconque de gn dans l’idéal d’augmentation de R et∑
n≤0

πn ĝ q
−n

n ∈ Γ(G,OG)

le quasi-logarithme associé. Remarquons que la série précédente est convergente pour la topologie
de Fréchet de Γ(G,OG). Pour tout x ∈ G(WO(OF )), l’évaluation du quasi-logarithme précédent
sur x vaut donc dans B+ ∑

n≤0

πn ĝn(x) q
−n
.

Si x = (xn)n∈Z ∈ X(G)(WO(OF )) il lui correspond l’application qui au quasi-logarithme précédent
associe

lim
m→+∞

∑
n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n
.

Commençons par vérifier que cette application D
[

1
π

]
→ B+ commute au Frobenius. Du point

de vue des classes d’équivalence de quasi-logarithmes, l’action du Frobenius sur le module de
Dieudonné est donnée par ∑

n≤0

πn ĝ q
−n

n 7−→
∑
n≤0

πn ĝ q
−n+1

n .

Il s’agit donc de montrer que

lim
m→+∞

∑
n≤0

πn+m ϕ
(
ĝn(xm)

)q−n
= lim
m→+∞

∑
n≤0

πn+m
(
ĝn(xm)q

)q−n
.

Or on a dans WO(OF )

ϕ
(
ĝn(xm)

)
≡ ĝn(xm)q mod π

=⇒ ϕ
(
ĝn(xm)

)q−n ≡ (ĝn(xm)q
)q−n

mod π−n+1

et donc ∑
n≤0

πn+m ϕ
(
ĝn(xm)

)q−n −∑
n≤0

πn+m
(
ĝn(xm)q

)q−n ∈ πmWO(OF )

qui tend vers 0 lorsque m tend vers l’infini. On a donc montré que notre morphisme commute au
Frobenius.

Puisque le morphisme de Frobenius du module de Dieudonné D est π-adiquement topologique-
ment nilpotent, deux morphismes de D à valeurs dans B+ compatibles aux Frobenius cöıncident
si et seulement si leur différence est à valeurs dans WO(OF ). À (xn)n∈Z ∈ X(G)(WO(OF )) est
associé x0 := x0 mod π dans Gk(OF ). Pour montrer le théorème il suffit donc de montrer que∑

n≤0

V nπ
[
gn(x0)

]
− lim
m→+∞

∑
n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n
∈WO(OF ).
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On a ∑
n≤0

V nπ
[
gn(x0)

]
=
∑
n≤0

πn
[
gn(x0)q

−n]
.

Puisque [gn]n≤0 est un morphisme de Gk à valeurs dans CWO il commute à l’action de πm. Écrivant
πm = V mπ Fm comme endomorphisme de CWO et utilisant le fait que πmxm = x0 on obtient que
lorsque n ≤ 0, m ≥ 0 et n+m ≤ 0 on a

ĝn(xm)q
m

≡ ĝn+m(x0) mod π

≡
[
gn+m(x0)

]
mod π.

On a donc sous les conditions précédentes

ĝn(xm)q
−n
≡
[
gn+m(x0)q

−(n+m)]
mod π−(n+m)+1.

Écrivons pour m ≥ 0∑
n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n

=
∑

m+n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n

+
∑

−m<n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n
.

Le second termes est dans WO(OF ). De plus, d’après la congruence établie précédemment∑
m+n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n
−
∑
n≤0

V nπ
[
gn(x0)

]
∈WO(OF ).

Puisque WO(OF ) est fermé dans B+ on en déduit le résultat en passant à la limite sur m. �

Exemple 7.26. Soit (T0, . . . , Td−1) un système de coordonnées formelles sur G et F la loi de
groupe formel associée. Soit f ∈ EJT0, . . . , Td−1K un logarithme. Si (yn)n∈Z ∈ X(G)(WO(OF )),
πnf(yn) = f(y0). Le morphisme défini par f ,(

mdF ,+
F

)
−→ B+

est donc donné par

(x0, . . . , xd−1) 7−→ f
(

lim
n→+∞

[πn]F
([
x

(n)
0

]
, . . . ,

[
x

(n)
d−1

]))
= lim

n→+∞
πnf

([
x

(n)
0

]
, . . . ,

[
x

(n)
d−1

])
.

où [πn]F(x
(n)
0 , . . . , x

(n)
d−1) = (x0, . . . , xd−1) ∈ mdF .

Exemple 7.27. Soit F̃1,h la loi de groupe formel de l’exemple 7.8 de réduction F1,h modulo π.

Soit f(T ) =
∑
k≥0

T q
k

πk
son logarithme. On a [π]F1,h

= T q. L’isomorphisme associé(
mF , +

F1,h

) ∼−−→
(
B+
)ϕh=π

est donc donné par

x 7→ lim
n→+∞

f
([
xq
−n

]
)

= lim
n→+∞

∑
k≥0

[
xq

k−n]
πk−n

=
∑
k∈Z

[
xq

k

]

πk
.

On retrouve donc bien la formule donnée par la proposition 7.17 lorsque d = 1. On peut vérifier
plus généralement en utilisant les formules données par la proposition 7.7 que l’on retrouve bien
la formule de la proposition 7.17 lorsque d est quelconque.
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7.5.3. Application des périodes. Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos muni d’une
identification R(OC) = OF (cela ne signifie rien de plus que C est muni d’un isomorphisme avec
un corps Cm pour un m ∈ Y , cf. 6.2). Soit G un O-module formel π-divisible sur OC . Notons Gk sa
réduction sur le corps résiduel de OC . Nous ferons l’hypothèse suivante : il existe une quasi-isogénie

ρ : Gk ⊗k OC/pOC −→ G ⊗OC OC/pOC
relevant l’identité de Gk après réduction via OC/pOC � k. Une telle quasi-isogénie est alors
unique. Cette hypothèse est équivalente à demander l’existence un idéal a dans mC contenant
pOC et un isomorphisme

ρa : Gk ⊗k OC/a
∼−−→ G ⊗OC OC/a

déformant l’identité de Gk. En effet, étant donnée une quasi-isogénie ρ comme précédemment,
pour un idéal a suffisemment grand dans mC contenant pOC , la réduction modulo a de ρ est
un isomorphisme. Réciproquement, utilisant la rigidité des quasi-isogénies, un isomorphisme ρa
induit une quasi-isogénie ρ. Cette hypothèse est par exemple vérifiée s’il existe un sous-corps valué
complet de valuation discrète K de C, tel que G provienne par extension des scalaires d’un groupe
p-divisible sur OK à OC .

Considérons maintenant

X(G)(OC),

un E-espace vectoriel. Si G = Grig ' B̊d est la fibre générique de G comme espace analytique rigide
en groupes, il s’agit de la limite projective des C-points du système projectif de boule ouvertes

. . .
×π←−−− G ×π←−−− G ×π←−−− . . . .

L’espace vectoriel X(G)(OC) ne dépend ainsi que du groupe rigide analytique G. On a donc
X(G)(OC) = X(G)(C) où

X(G)(C) = {(xn)n∈Z | xn ∈ G(C), πxn+1 = xn}.

Proposition 7.28. Posons pour r ∈]0,+∞[,

X(G)r(OC) = {(xn)n∈Z ∈ X(G)(OC) | x0 ∈ ker
(
G(OC)→ G(OC/ar)

)
}.

où ar = {y ∈ OC | v(x) ≥ r}. C’est un sous-OE-module π-adiquement complet du E-espace
vectoriel X(G)(C) définissant une structure d’espace de Banach sur X(G)(C). La topologie de
Banach ainsi définie ne dépend pas du choix d’un tel r.

Si Gr ⊂ G désigne le sous-groupe analytique rigide affinöıde tel que Gr(OC) = ker
(
G(OC) →

G(OC/ar)
)
, après choix d’un système de coordonnées formelles sur G, Gr s’identifie à la boule

fermée de rayon q−r dans G ' B̊d. Le morphisme d’espaces rigides G
×π−−→ G est étale fini, c’est un

revêtement galoisien de groupe G[π](OC). Notons pour tout n ∈ Z, πnGr ⊂ G l’image réciproque

de Gr par le morphisme G
×π−n−−−−→ G si n ≤ 0 et l’image par le morphisme G

×πn−−−→ G de Gr si
n ≥ 0. C’est un sous-groupe affinöıde de G. Alors, le réseau X(G)r(OC) de X(G)(OC) = X(G)(C)
s’identifie à la limite projective des C-points du système projectif de groupes analytiques rigides
affinöıdes

. . .
×π←−−− πn+1Gr

×π←−−− πnGr
×π←−−− πn−1Gr

×π←−−− . . .
où les morphismes de transition sont des revêtements galoisiens de groupe G[π](OC).

Soit

log : G −→ LieG⊗Grig
a

le logarithme de G. C’est un revêtement étale au sens de de Jong ([11]) � galoisien de groupe le
groupe discret G[π∞](OK) �. En restriction au sous-groupe affinöıde Gr, log|Gr : Gr → log(Gr)

est un revêtement étale galoisien fini de groupe Gr∩G[π∞](C). En particulier, si r0 = inf{r | Gr∩
G[π] = ∅}, en restriction à la boule ouverte ∪r>r0Gr, log est un isomorphisme sur son image,
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d’inverse donné par l’exponentielle du groupe formel (dont le plus grand domaine de convergence
est justement ∪r>r0 log(Gr)). Le logarithme définit un morphisme de E-espaces vectoriels

log : X(G)(C) −→ LieG = LieG
[

1
p

]
(xn)n∈Z 7−→ log(x0)

de noyau le module de Tate rationnel de G,

Vπ(G) = {(xn)n∈Z | xn ∈ G(OC), πxn+1 = xn, xn = 0 pour n� 0}.
On a donc une suite exacte d’espaces de Banach

0 −→ Vπ(G) −→ X(G)(C)
log−−−→ LieG −→ 0

où Vπ(G) est un E-espace vectoriel de dimension finie et LieG un C-espace vectoriel de dimension
finie. Une fois de plus, cette suite exacte ne dépend que du groupe rigide analytique G.

De la proposition 7.21 on déduit que pour tout idéal non nul a ⊂ mC , l’application de réduction
modulo a

X(G)(OC) −→ X(G)(OC/a)

est un isomorphisme de E-espaces vectoriels d’inverse donné par

(yn)n∈Z 7−→
(

lim
k→+∞

πkŷn+k

)
n∈Z

où ŷn ∈ G(OC) est un relèvement quelconque de yn.
Choisissons a tel que πOC ⊂ a et la réduction modulo a de ρ,

ρa : Gk ⊗OC/a −→ G ⊗OC/a
soit un isomorphisme. Composant l’isomorphisme précédent avec ρ−1

a on obtient un isomorphisme
canonique de E-espaces vectoriels

X(G)(OC)
∼−−→ X(Gk)(OC/a).

Considérons maintenant le système projectif des (G(q−n)
k )n≥0 avec comme morphismes de transition

le morphisme de Frobenius :

Gk
F←−− G(p−1)

k
F←−− . . . F←−− G(p−n)

k
F←−− . . . .

La limite projective des OC/a-points du système projectif précédent est canoniquement

Gk(R(OC/a)) = lim
←−
N

G(p−n)
k (OC/a).

Remarquons maintenant qu’il y a un morphisme de systèmes projectif

Gk Gk
×πoo

Vπ
��

. . .×πoo Gk
×πoo

V nπ
��

. . .×πoo

Gk G(q−1)
k

Foo . . .Foo G(q−n)
k

Foo . . . .Foo

Lemme 7.29. Le morphisme de systèmes projectifs précédents induit un isomorphisme de E-
espaces vectoriels

lim
←−
N,×π

Gk(OC/a)
∼−−→ lim

←−
N,F

G(q−n)
k (OC/a) = Gk(R(OC/a)).

Démonstration. Cela résulte de ce que G étant formel, pour n grand on peut écrire Fn = πu où
u est une isogénie. �

Puisqu’on a des identifications canoniques OF = R(OC) = R(OC/a) on a donc défini un
isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(C) = X(G)(OC)
∼−−→ Gk(OF ).
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Rappelons (section 7.4) que l’on a défini une structure d’espace de Banach sur le E-espace vectoriel
Gk(OF ). On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 7.30. L’isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(OC)
∼−−→ Gk(OF )

est un homéomorphisme d’espaces de Banach.

Soit D
[

1
π

]
le module de Dieudonné contravariant rationnel de Gk. Des résultats précédents on

déduit donc que l’on a des isomorphismes d’espaces de Banach

X(G)(OC)
∼−−→ Gk(OF )

∼−−→ HomWO(k)Q[F,Vπ ](D
[

1
π

]
, B+) '

⊕
λ∈Q∩[0,1]

λ= d
h
, (d,h)=1

((
B+)ϕ

h=πd
)⊕mλ

où mλ est la multiplicité de la pente λ dans la décomposition de Dieudonné-Manin de (D
[

1
π

]
, F ).

À l’identification R(OC) = OF est associée un morphisme

θ : WO(OF ) −→ OC
qui s’étend en

θ : B+ −→ C.

On peut alors interpréter géométriquement le morphisme composé

X(G)(OC)
∼−−→ Gk(OF )

∼−−→ HomWO(k)Q[F,Vπ ](D
[

1
π

]
, B+)

θ∗−→ HomWO(k)Q(D
[

1
π

]
, C).

Plus précisément, on dispose du lemme suivant analogue du lemme 7.24.

Lemme 7.31. Si f ∈ QuasiHom(G,Griga ) et (xn)n∈Z ∈ X(G)(C), la suite (πnf(xn))n≥0 est
convergente dans C. Cela définit un morphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(C) −→ HomC

(
QuasiHom(G,Griga )/ ∼, C)

(xn)n∈Z 7−→ lim
n→+∞

πnf(xn).

La proposition qui suit donne l’interprétation géométrique annoncée dont la démonstration est
laissée au lecteur.

Proposition 7.32. Via l’identification D
[

1
π

]
⊗ C = QuasiHom(G,Grig

a ), le morphisme composé

X(G)(C)
∼−→ Gk(OF )

∼−→ HomWO(k)Q[F,Vπ ](D
[

1
π

]
, B+)

θ∗−→ HomWO(k)Q(D
[

1
π

]
, C) = HomC(D

[
1
π

]
⊗C,C)

cöıncide avec le morphisme (xn)n 7→ lim
n→+∞

πnf(xn) du lemme précédent.

Des résultats précédents on déduit la proposition suivante.

Proposition 7.33. Soit DC = D⊗WO(k) C. Si l’on note FilD∗C la filtration de Hodge du dual de
DC et

Fil HomWO(k)[F ](D
[

1
π

]
, B+) = θ−1

∗ (FilDC),

il y a un isomorphisme de suites exactes d’espaces de Banach

0 // Vπ(G)

∼
��

// X(G)(C)
log //

∼
��

LieG //

∼
��

0

0 // FilHomWO(k)[F ](D
[

1
π

]
, B+) // HomWO(k)Q[F ](D

[
1
π

]
, B+)

θ∗ // D∗C/FilD∗C
// 0.

Exemple 7.34. Soit G̃1,h le O-module π-divisible sur OE de l’exemple 7.8. Si C = Ê, OF =
R(OC), la suite exacte

0 −→ Vπ
(
G̃1,h

)
−→ X

(
G̃1,h

)
−→ Lie G̃1,h

[
1
π

]
⊗ C −→ 0

s’identifie à la suite exacte

0 −→ ker(θ|(B+)ϕh=π ) −→
(
B+
)ϕh=π θ−−→ C −→ 0.
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Les morphismes θ, θ ◦ ϕ, . . . , θ ◦ ϕh−1 : (B+
)ϕh=π → C sont donnés par les quasi-logarithmes de

G̃1,h, θ correspondant au logarithme.

8. Espaces vectoriels formels et spectraux

Dans cette section on va encore plus loin dans l’interprétation géométrique des espaces de
Banach de la section 7 précédente. On garde les notations de la section précédente.

8.1. E-espaces vectoriels formels.

8.1.1. Définition. Soit R une OE-algèbre anneau I-adique pour un idéal I contenant π. Con-
sidérons le Spf(R)-schéma formel

Âd = Spf(RJx1, . . . , xdK)

où RJx1, . . . , xdK est muni de la topologie I+(x1, . . . , xd)-adique. Comme faisceau fppf sur Spf(R),
pour un Spf(R)-schéma U ,

Âd(U) = {(x1, . . . , xd) ∈ Γ(U,OU )d | ∀i, xi est nilpotent}.

Soit

α : Âd −→ Âd

défini par α∗xi = xpi . Considérons le système projectif

Âd α←−− Âd α←−− . . . α←−− Âd α←−− . . . .

Sa limite projective ÂdR comme faisceau fppf sur Spf(R) est représentée par le schéma formel qui
est le spectre formel de l’anneau ( ⋃

n≥0

RJxp
−n

1 , . . . , xp
−n

d K
)̂

où la complétion est pour la topologie I + (x1, . . . , xd)-adique. Concrètement,( ⋃
n≥0

RJxp
−n

1 , . . . , xp
−n

d K
)̂

=
{ ∑
α∈N[ 1p ]d

aαx
α1
1 . . . xαdd | ∀A > 0, ∀k ∈ N, {α | |α| ≤ A, aα /∈ Ik} est fini

}
.

En particulier, si la topologie de R est la topologie discréte il s’agit des séries formelles à exposants
fractionnaires dans N

[
1
p

]
à support localement fini dans Rd+. Nous adopterons la notation suivante.

Définition 8.1. Si R est un anneau adique nous noterons

R{{xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }} :=
( ⋃
n≥0

RJxp
−n

1 , . . . , xp
−n

d K
)̂

.

Définition 8.2. Un E-espace vectoriel formel de dimension d sur Spf(R) est un Spf(R)-schéma

formel en E-espaces vectoriels isomorphe à ÂdR en tant que Spf(R)-schéma formel pointé.

8.1.2. E-espace vectoriel formel associé à O-module formel π-divisible en caractéristique positive.
Soit R une OE-algèbre adique.

Définition 8.3. Soit G un O-module formel π-divisible sur R. On note X(G) le faisceau fppf

X(G) = lim
←−
N

G

où les applications de transition sont G ×π−−−→ G.
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Supposons maintenant R annulé par π. Alors, ÂdR = lim
←−
N

Âd où les applications de transition

sont données par le Frobenius relatif de Âd/Spf(R). Si de plus R est parfait alors

R{{x1, . . . , xd}} =
(
RJx1, . . . , xdKperf

)̂
.

Proposition 8.4. Supposons R parfait. Soit G un O-module formel π-divisible.

(1) X(G) est un E-espace vectoriel formel

(2) Comme foncteurs

R-algèbres adiques −→ E-espaces vectoriels

il y a un isomorphisme canonique

X(G)
∼−−→ G ◦ R

où

R : R-algèbres adiques −→ R-algèbre topologiques

A 7−→ lim
←−

N,Frobq

A

muni de la topologie limite projective.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme 7.29, il y a un morphisme de systèmes pro-
jectifs

G G×πoo

Vπ
��

. . .×πoo Gk
×πoo

V nπ
��

. . .×πoo

G G(q−1)
Foo . . .Foo G(q−n)

Foo . . . .Foo

qui induit un isomorphisme

lim
←−

n∈N,×π

G ∼−−→ lim
←−
n∈N,F

G(q−n).

�

Bien sûr, si A est une R-algèbre adique parfaite

X(G)(A)
∼−−→ G(R(A)) = G(A).

8.1.3. Relèvement canonique en caractéristique 0. Toute Fq-algèbre parfaite A possède un unique
relèvement en une OE-algèbre π-adique sans π-torsion, WO(A). Si de plus A est I-adique alors
WO(A) est adique relativement à l’idéal (π) + ([a])a∈I . Cela définit un plongement de catégories

WO : Fq-algèbres adiques parfaites ↪→ OE-algèbres adiques sans π-torsion.

Lemme 8.5. Soit R une Fq-algèbre adique parfaite et WO(R) la OE-algèbre adique associée. Le
morphisme de WO(R)-algèbres⋃

n≥0

WO(R)Jxp
−n

1 , . . . , xp
−n

d K −→ WO
(
R{{xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }}
)

xp
−n

i 7−→ [xp
−n

i ]

s’étend en un isomorphisme de WO(R)-algèbres adiques

WO(R){{xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }} ∼−−→WO
(
R{{xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }}
)
.
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Démonstration. Le morphisme est continu et s’étend donc aux complétés. Les deux algèbres sont
π-adiques sans π-torsion de réduction modulo π des algèbres parfaites. Il suffit donc de vérifier
que le morphisme annoncé induit un isomorphisme modulo π. �

De ce lemme on déduit que si R est une Fq-algèbre adique parfaite et E = Spf(A) est un E-espace
vectoriel formel sur Spf(R) alors Spf(WO(A)) est un E-espace vectoriel formel sur Spf(WO(R)).

Définition 8.6. Soit R une Fq-algèbre adique parfaite et E un E-espace vectoriel formel sur

Spf(R). On note Ẽ le E-espace vectoriel formel sur Spf(WO(R)) égal à Spf(WO(A)) que l’on
appelle le relèvement canonique de E.

Proposition 8.7. Soit R une Fq-algèbre adique parfaite et E un E-espace vectoriel formel sur R.

(1) Comme foncteurs

WO(R)-algèbres adiques −→ E-espaces vectoriels,

il y a un isomorphisme

Ẽ ' E ◦ (−⊗WO(R) R).

(2) Comme foncteurs

R-algèbres adiques −→ E-espaces vectoriels

il y a un isomorphisme

E ' Ẽ ◦WO.
où

WO : R-algèbres adiques −→WO(R)-algèbres adiques.

Démonstration. Cela résulte de la propriété d’adjonction de la proposition 5.40 (tout du moins
une version améliorée de cette proposition pour des anneaux topologiques). �

Par exemple, si G est un O-module formel π-divisible sur R et X̃(G) désigne le relèvement
canonique de X(G),

X̃(G) ' X(G) ◦ (−⊗WO(R) R) ' G ◦ R ◦ (−⊗WO(R) R) ' G ◦ R,

l’ismorphisme R ◦ (−⊗WO(R) R) ' R résultant de la proposition 5.40.

8.1.4. Espace vectoriel formel associé à un O-module formel π-divisible en inégales caractéristiques.

Proposition 8.8. Soit R une OE-algèbre adique et G un O-module formel π-divisible sur R.
Supposons qu’il existe une Fq-algèbre adique parfaite A munie d’un morphisme A → R/πR ainsi
qu’un O-module formel π-divisible H sur A et une quasi-isogénie

ρ : H⊗A R/πR −→ G ⊗R R/πR.

Alors :

(1) X(G) est un E-espace vectoriel formel.

(2) Soit WO(A)→ R le relèvement canonique du morphisme A→ R/πR. La quasi-isogénie ρ
induit un isomorphisme

X̃(H)⊗̂WO(A)R
∼−−→ X(G)

où X̃(H) désigne le relèvement canonique de X(H).

Démonstration. Il suffit de montrer le point (2). La proposition 7.21 se traduit en disant qu’il
y a un isomorphisme de foncteurs sur les R-algèbres adiques

X(G)
∼−−→ X(G) ◦ (−⊗R R/πR).
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Maintenant, si B est une R-algèbre adique, il y a une suite d’isomorphismes fonctoriels en B

X(G)(B)
∼−−→ X(G)(B/πB)

X(ρ)−1

−−−−−−→
∼

X(H)(B/πB)

' X̃(H)(B).

On en déduit facilement la proposition. �

Corollaire 8.9. Soit K|E un corps valué complet de corps résiduel kK parfait. Soit G un O-
module formel π-divisible sur OK de fibre spéciale GkK sur le corps résiduel. Fixons une section
de la projection OK/πOK → kK (si la valuation de K est discrète le relèvement de Teichmüller
fournit canoniquement une telle section). Supposons que l’identité de GkK se relève en une quasi-
isogénie (nécessairement unique)

ρ : GkK ⊗kK OK/πOK −→ G ⊗OK OK/πOK .

C’est bien sûr toujours le cas si la valuation de K est discrète. Il y a alors un isomorphisme

X(G) ' X̃(GkK )⊗̂WO(kK)OK .

En particulier, l’espace vectoriel formel X(G) ne dépend que de la fibre spéciale de G.

Exemple 8.10. Considérons le cas de Ĝm sur Zp. Soit le système inductif (ZpJUiK)i∈N où Ui 7→
(1 + Ui+1)p − 1. Il y a alors un isomorphisme

Zp{{T p
−∞
}} −→

( ⋃
i≥0

ZpJUiK
)̂

T p
−n

7−→ lim
k→+∞

Up
k

n+k

où la complétion est pour la topologie (p, U0)-adique. La loi de Qp-espace vectoriel formel associée

au système de coordonnées précédent sur X(Ĝm),

∆ : Zp{{T p
−∞
}} → Zp{{Xp−∞ , Y p

−∞
}},

est alors donnée par

∆(T p
−n

) =
∑

α,β∈N[ 1
p
]∩[0,1]

α+β≥1

aα,βX
αp−nY βp

−n

où

aα,β = lim
n→+∞

(
pn

pn(1− α), pn(1− β), pn(α+ β − 1)

)
,

un entier p-adique qui lorsque p 6= 2 et α 6= 1 ou bien β 6= 1 est de valuation 1−inf{vp(α), vp(β), vp(α+
β)}.

8.2. Espaces spectraux. Étant donné un système projectif d’espaces rigides analytiques (Xn)n≥0

dont les morphismes de transition sont finis et surjectifs, en général l’espace lim
←−
n∈N

Xn n’a pas de

sens dans le contexte de la géométrie analytique rigide de Tate. Dans cette section on donne un
sens à ces objets lorsque chacun des Xn est un espace rigide réduit quasi-Stein, le point étant qu’un
espace rigide réduit quasi-Stein X est complètement déterminé par l’algèbre de Frechet Γ(X,OX)
munie de la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts admissibles quasicompacts. On
adopte pour cela le point de vue de Berkovich concernant la géométrie analytique p-adique ([4]).
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8.2.1. Généralités. On fixe K|Qp un corps valué complet pour une valuation à valeurs dans R
étendant la valuation p-adique.

Définition 8.11. Soit A une K-algèbre topologique.

(1) On note
M(A)

l’ensemble des valuations v : A → R ∪ {+∞} continues étendant la valuation de K.

(2) Si x ∈M(A) et f ∈ A on notera v(f(x)) := x(f) et |f(x)| := p−v(f(x)).

(3) Si Ω ⊂M(A) et f ∈ A on note

‖f‖Ω = sup{|f(x)| | x ∈ Ω}.

(4) Un sous-ensemble Ω ⊂M(A) est dit borné s’il existe un voisinage U de 0 dans A tel que
sup{|f(x)|| f ∈ U, x ∈ U} < +∞.

Dire que les valuations que l’on considère sont continues est équivalent à dire que pour tout
x ∈M(A), l’ensemble {x} est borné. Bien sûr, si Ω ⊂M(A) est borné la quantité ‖f‖Ω est finie.
Cela définit alors une semi-norme sous-multiplicative

‖.‖Ω : A −→ R+

vérifiant de plus pour tout entier positif n, ‖fn‖Ω = ‖f‖Ω. Remarquons qu’une union finie d’ensem-
bles bornés et bornée et que bien sûr, Ω1 ⊂ Ω2 avec Ω2 borné implique que Ω1 l’est également.

Définition 8.12. Une K-algèbre spectrale est une K-algèbre topologique A telle que M(A) soit
union dénombrable d’ensembles bornés, la topologie de A soit la topologie définie par la famille de
semi-normes (‖.‖Ω)ΩBorné et A soit séparée complète.

Nous adopterons la définition suivante concernant la topologie de M(A).

Définition 8.13. Soit A une K-algèbre topologique. Munissons tout sous-ensemble borné de
M(A) de la topologie faible des applications de A à valeurs dans R ∪ {+∞}. La topologie de

M(A) est alors la topologie limite inductive obtenue en écrivant M(A) =
⋃

Ω borné

Ω.

Les algèbres spectrales A telles que M(A) soit borné sont les algèbres de Banach spectrales.
Dans ce cas là, M(A) est compact non vide ([4] 1.2.1). On notera alors ‖.‖∞ := ‖.‖M(A).

Il résulte de la définition des algèbres spectrales que ce sont des espaces de Frechet. On vérifie
facilement la proposition suivante.

Proposition 8.14. Soit A une K-algèbre topologique.

(1) Tout sous-ensemble borné de M(A) est compact.

(2) Si Ω ⊂M(A) est borné alors le complété (A, ‖.‖Ω)̂ est une algèbre de Banach spectrale
de spectre un sous-ensemble borné Ωc ⊂ M(A) contenant Ω (� l’enveloppe convexe holo-
morphe � de Ω). De plus, comme normes sur (A, ‖.‖Ω)̂ , ‖.‖Ω = ‖.‖∞ et comme normes
sur A, ‖.‖Ω = ‖.‖Ωc .

(3) Supposons queM(A) s’écrive comme une union dénombrable d’ensembles bornés. L’algèbre

Asp := lim
←−

Ω borné

(A, ‖.‖Ω)̂
est une algèbre spectrale munie d’un morphisme continu A → Asp qui induit un homéomorphisme
M(Asp) ∼−−→ M(A). De plus, A est spectrale si et seulement si A → Asp est un iso-
morphisme. Le foncteur A 7→ Asp est un adjoint à droite à l’inclusion de la catégorie
des algèbres spectrales dans celle des K-algèbres topologiques dont le spectre est union
dénombrable d’ensembles bornés.

(4) Si (An)n∈N est un système projectif d’algèbres de Banach spectrales alors A = lim
←−
n∈N

An est

spectrale. Si de plus les morphismes de transition An+1 → An sont d’image dense alors

M(An) ⊂M(A) est borné, M(A) = ∪n≥0M(An) et (A, ‖.‖M(An))
̂ ∼−−→ An.
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Rappelons que si (Vn)n∈N est un système projectif d’espaces de Banach à applications de
transition d’image dense et V = lim

←−
n∈N

Vn est l’espace de Frechet associé alors les projections

lim
←−
n

Vn
pri−−−→ Vi sont d’image dense et pour tout espace de Banach W ,

lim
−→
n∈N

Hom(Vn,W )
∼−−→ Hom(V,W ).

De cela on déduit la proposition suivante.

Proposition 8.15. La catégorie des K-algèbres spectrales est équivalente à la pro-catégorie des
systèmes projectifs de K-algèbres de Banach spectrales (An)n∈N dont les morphismes de transition
sont d’image dense où par pro-catégorie on entend la relation

Hom
(

lim
←−
n∈N

An, lim
←−
m∈N

Bm) = lim
−→
n∈N

lim
←−
m∈N

Hom(An,Bm)

pour (An)n et (Bm)m deux systèmes projectifs du type précédent.

Nous adopterons la définition suivante.

Définition 8.16. La catégorie des K-espaces spectraux est la catégorie opposée à celle des K-
algèbres spectrales. On note M(A) l’espace spectral associé à A. Si X est un K-espace spectral on
note |X| l’espace topologique associé

Tout système inductif (Xn)n≥0 =M(An) d’espaces spectraux bornés possède une limite induc-
tiveM( lim

←−
n

An) dans la catégorie des espaces spectraux. De plus, si l’on se restreint aux systèmes

inductifs du type précédent en supposant de plus que les images des morphismes An+1 → An sont
denses, cela définit une équivalence entre la ind-catégorie de tels systèmes inductifs et la catégorie
des espaces spectraux.

Tout espace spectral X définit un foncteur

K-algèbres de Banach spectrales −→ Ensembles

A 7−→ X(A).

qui caractérise complètement l’espace spectralX. SiX = lim
−→
n

Xn avecXn = sp(An)→ sp(An+1) =

Xn+1 et An+1 → An d’image dense alors le foncteur précédent est une limite inductive

X(−) = lim
−→
n

Xn(−).

Soit X un espace spectral. Tout x ∈ X définit un corps valué complet K(x). Si X =M(A) et x
correspond à la valuation v : A → R∪{+∞} soit px = v−1({+∞}) ∈ Spec(A) son support. Alors,
K(x) est le complété du corps des fractions de A/px relativement à v. Si L|K est une extension
valuée complète, M(L) est réduit à un seul point et il y a une application

Hom(M(L), X) = X(L) −→ |X|.

Chaque x ∈ |X|, est l’image d’un élément canonique dans X(K(x)) qui s’envoie sur x via l’appli-
cation précédente. En particulier,

X(K) ⊂ |X|
qui est un sous-espace topologique totalement discontinu égal à

{x ∈ |X| | K(x) = K}.

Enfin, d’après ([4] 1.3.4) |X| est réduit à un seul point si et seulement si il est de la forme M(L)
avec L|K valuée complète.
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La catégorie des espaces spectraux possède des produits fibrés. Plus précisément, si X =M(A)
et Y = B) sont des espaces spectraux bornés alors

X × Y =M
(
(A⊗̂KB)sp

)
où (A⊗̂KB)sp est le complété spectral de A⊗̂KB qui est également le complété spectrale de la
K-algèbre normée A⊗K B. Si X = lim

−→
n

Xn, Y = lim
−→
n

Yn avec pour tout n Xn et Yn borné alors

X × Y = lim
−→
n

Xn × Yn.

Remarquons enfin que si L|K est une extension valuée complète on dispose d’un foncteur
extension des scalaires des K-espaces spectraux vers les L-espaces spectraux

X 7−→ X⊗̂KL
défini par M(A)⊗̂KL =M

(
(A⊗K L)sp

)
.

8.2.2. Espaces spectraux associés aux espaces rigides quasi-Stein. Soit X = sp(A) un K-espace
rigide affinöıde réduit. Alors, A est une K-algèbre de Banach spectrale ([6] 6.2.4) et définit donc
un espace spectral que nous noterons Xan. Cela définit un foncteur pleinement fidèle

K-espaces rigides affinöıdes réduits ↪→ K-espaces spectraux bornés.

L’espace topologique associé à l’espace spectral est l’espace sous-jacent de l’espace analytique de
Berkovich.

Soit plus généralement X un K-espace rigide quasi-Stein réduit. Rappelons que cela signifie
que X possède un recouvrement affinöıde admissible X = ∪n≥0Un avec Un ⊂ Un+1 un domaine
de Weierstrass (c’est à dire Γ(Un+1,OX) → Γ(Un,OX) d’image dense). Munissons Γ(X,OX) de
la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts admissibles quasicompacts de X. Alors,
Γ(X,OX) est une K-algèbre spectrale. Nous noterons Xan = M(Γ(X,OX)) l’espace spectral
associé. L’espace topologique |Xan| est celui de l’espace analytique de Berkovich associé à X. Cela
définit un foncteur pleinement fidèle

K-espaces rigides de Stein réduits ↪→ K-espaces spectraux.

Les sous-ensembles bornés de |Xan| sont ceux contenus dans un domaine affinöıde. De plus, si
X = ∪n≥0Un est un recouvrement affinöıde admissible de X avec Un ⊂ Un+1 un domaine de
Weierstrass,

Xan = lim
−→
n

Uann

dans la catégorie des espaces spectraux.

Exemple 8.17. L’espace spectral associé à la boule ouverte de dimension d, B̊d est le spectre de
l’algèbre de Frechet { ∑

α∈Nd
aαx

α1
1 . . . xαdd | ∀ρ < 1, lim

|α|→+∞
|aα|ρ|α| = 0}

munie de la famille de normes de Gauss (‖.‖ρ)ρ<1 associée aux limites précédentes.

8.2.3. Espaces spectraux étales. Soit X un espace topologique compact totalement discontinu.
Considérons l’algèbre de Banach des fonctions continues sur X à valeurs dans K, C0(X,K) munie
de la norme sup. Il s’agit d’une K-algèbre de Banach spectrale. De plus l’application naturelle

X −→M(C0(X,K))

est un homéomorphisme. De tout cela on déduit que l’on a un foncteur pleinement fidèle

Espaces topologiques compacts tot. discontinus ↪→ Espaces spectraux bornés

On notera
X 7→ X ét = sp(C0(X,K))

ce foncteur.
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Plus généralement, soit K une clôture algébrique de K et C = K̂. Notons GK = Gal(K|K).
Soit X un espace topologique compact totalement discontinu muni d’une action continue de GK .
Dans la suite le symbole C∞ désigne les fonctions localement constantes. Faisons agir GK sur les
fonctions de X à valeurs dans K via la formule (σ.f)(x) = σ(f(σ−1(x))). Considérons la K-algèbre

A = C∞(X,K)GK

munie de la norme de la convergence uniforme. Il y a un homéomorphisme

X/GK
∼−−→M(A) =M(Asp).

On note alors

X ét :=M(Asp).
Comme précédemment, la correspondance X 7→ X ét est fonctorielle. Remarquons de plus que l’on
a X ét⊗̂KC = X ét où dans le membre de droite on a oublié l’action de GK . Néanmoins on prendra
garde qu’à priori en général A⊗̂KC 6= C0(X,C).

Plus généralement, soit X un espace topologique localement compact totalement discontinu
union dénombrable de compacts et C0(X,K) la K-algèbre des fonctions continues sur X à valeurs
dans K. Munie de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de X c’est une algèbre
spectrale. De plus

X
∼−−→ sp(C0(X,K)),

les sous-ensembles bornés étant les sous-ensembles relativement compacts de X. Notons

X ét = sp(C0(X,K))

comme espace spectral. Alors,

X ét = lim
−→

Ω

Ωét

où Ω parcourt les sous-ensembles compacts de X. Comme précédemment, ce foncteur s’étend en
un foncteur X 7→ X ét de la catégorie des espaces topologiques localement compacts totalement
discontinus union dénombrables de compacts munis d’une action continue deGK vers lesK-espaces
spectraux.

8.2.4. Limite projective de tours d’espaces rigides quasi-Stein. Afin de construire de nouveaux
espaces spectraux à partir des espaces rigides nous avons besoin de la construction suivante.
Supposons donné un système projectif (Xn)n≥0 de K-espaces rigides réduits affinöıdes dont les
morphismes de transition Xn+1 → Xn sont finis et surjectifs. Notons Xn = sp(An). L’hypothèse
sur les morphismes de transition implique que les morphismes induits d’algèbres de Banach

(An, ‖.‖∞) −→ (An+1, ‖.‖∞)

sont des isométries. Munissons l’algèbre limite inductive

A∞ = lim
−→
n

An

de la norme associée ‖.‖∞ telle que pour tout n le plongement

An ↪→ A∞
soit une isométrie. Notons

Â∞
le complété de A∞ relativement à cette norme. On vérifie alors aisément que :

–
(
Â∞, ‖.‖∞

)
est une K-algèbre de Banach spectrale.

– L’application naturelle d’espaces topologiquesM(An)→ lim
←−
n

M(An) est un homéomorphisme

– Si X = M
(
Â∞

)
comme espace spectral borné alors les morphismes naturels X → Xan

n ,
n ∈ N, identifient X à une limite projective du système (Xan

n )n≥0 dans la catégorie des
espaces spectraux.
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Plaçons nous maintenant dans un cadre plus général. Faisons les mêmes hypothèses que précédemment
concernant le système projectif (Xn)n≥0 mis à part le fait que l’on suppose seulement que les (Xn)n
sont des K-espaces rigides réduits quasi-Stein qui ne sont pas nécessairement affinöıdes. Écrivons
X0 sous la forme

X0 =
⋃
i≥0

Ui,

un recouvrement affinöıde admissible avec Ui ⊂ Ui+1 un domaine de Weierstrass. Si pn : Xn → X0,
notons

Ui,n = p−1
n (Ui).

Pour tout i, le système projectif (Ui,n)n≥0 satisfait les hypothèses précédentes et on peut donc
considérer l’espace spectral borné

lim
←−
n≥0

Ui,n.

Lorsque i varie ces espaces spectraux forment un système inductifs. De plus si on note sp(Bi) cet
espace spectral alors les morphisme Bi+1 → Bi sont d’image dense. On vérifie alors que

lim
−→
i≥0

lim
←−
n≥0

Ui,n = sp
(

lim
←−
i≥0

Bi
)

est une limite inductive du système projectif (Xn)n≥0 dans la catégorie des espaces spectraux.
Cette limite projective s’écrit également de la façon suivante. Soit pour tout n, Xn = sp(An). La
norme sup sur l’ensemble Ui,n définit une semi-norme ‖.‖i,n sur An. Les inclusions (An, ‖.‖i,n) ↪→
(An, ‖.‖i,n+1) étant des isométries cela définit une semi-norme ‖.‖i sur

A∞ =
⋃
n

An.

Alors, lim
←−
n

Xn est le spectre de l’algèbre spectrale complétée de A∞ relativement à la famille de

semi-normes (‖.‖i)i≥0.

Exemple 8.18. Soit K une clôture algébrique de K. Supposons donné un système projectif
(Xn)n≥0 de K-espaces rigides étales ayant un nombre dénombrable de composantes connexes à
morphismes de transition finis surjectifs. Chaque Xn étant un espace rigide de Stein cela définit
un système projectif d’espaces spectraux (X ét

n )n. Soit X = lim
←−
n

Xn(K) muni de son action con-

tinue de GK . Alors,

lim
←−
n

Xan
n =

(
lim
←−
n

Xn(K)
)ét
.

Exemple 8.19. Soit G un groupe p-divisible sur Spec(OK) de fibre générique Gη = (G[pn]⊗K)n≥1

sur Spec(K). Pour tout n, Gη[pn] est un K-schéma étale fini et Γ = lim
−→
n

Gη[pn]rig définit donc

un K-espace rigide étale en groupes. Alors,

lim
←−
N

Γan ' Vp(G)ét

où les morphismes de transition dans la limite projective sont Γan
×p−−→ Γan.

8.2.5. Fibre générique de certains schémas formels. Il y a un foncteur fibre générique

X 7−→ Xrig

de la catégorie des Spf(OK)-schémas formels affines formellement de type fini, c’est à dire dont
l’algèbre est de la forme

OKJx1, . . . , xnK〈y1, . . . ym〉/Idéal
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avec pour idéal de définition (p, x1, . . . , xn), vers les K-espaces rigides quasi-Stein. Si X = Spf(A),
I est un idéal de définition de A alors l’algèbre de Frechet Γ(Xrig,OXrig ) admet la description
suivante :

Γ(Xrig,OXrig ) = lim
←−
k≥0

((
A
[
x
π

]
x∈Ik

)̂ [ 1

π

])
comme limite projective d’algèbres de Banach où la complétion dans la formule précédente est la
complétion π-adique.

Définition 8.20. Soit X un Spf(OC)-schéma formel affine, X = Spf(A) avec A adique et I un
idéal de définition de A. Pour tout k ≥ 0 considérons la OK-algèbre

Ak = A
[
x
π

]
x∈Ik

et Âk son complété π-adique. Soit Âk
[

1
π

]
l’algèbre de Banach associée et

B = lim
←−
k≥0

Âk
[

1
π

]
,

une K-algèbre de Frechet. Soit Bsp son complété spectral. On note alors

Xan := sp(Bsp)

comme K-espace spectral.

Ainsi si X est un Spf(OK)-schéma formel affine formellement de type fini réduit, via le plonge-
ment X 7→ Xan des K-espace rigides réduits quasi-Stein dans les C-espaces spectraux on retrouve
la définition classique de Xan, c’est à dire avec les notations précédentes (Xrig)an = Xan.

Comme foncteur

Xan : K-Algèbres de Banach spectrales −→ Ensembles

A 7−→ X(A0)

où A0 = {a ∈ A | ‖a‖∞ ≤ 1}. Cela caractérise complètement l’espace spectral Xan.

Proposition 8.21. Soit (Xn)n≥0 un système projectif de Spf(OK)-schémas formels affines formelle-
ment de type fini dont les morphismes de transition sont adiques finis libres et surjectifs. Il y a
alors un isomorphisme canonique (

lim
←−
n≥0

Xn
)an ∼−−→ lim

←−
n≥0

Xann

où si Xn = Spf(An), I est un idéal de définition de A0, lim
←−
n≥0

Xn est le spectre formel du complété

I-adique de
⋃
n≥0An.

Démonstration. Les projections lim
←−
n≥0

Xn → Xk lorsque k varie induisent des morphismes com-

patibles ( lim
←−
n≥0

Xn)an → Xank lorsque k varie et donc un morphisme naturel comme dans l’énoncé.

Si A est une K-algèbre de Banach spectrale on a(
lim
←−
n≥0

Xn
)an

(A) = ( lim
←−
n≥0

Xn)(A0)

= lim
←−
n≥0

Xn(A0)

= lim
←−
n≥0

Xann (A).

Le morphisme précédent est donc un isomorphisme. �
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Définition 8.22. On note K〈〈xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉 la K-algèbre{ ∑
α∈N[ 1p ]d

aαx
α1
1 . . . xαdd | aα ∈ K, ∀ρ < 1 lim

|α|→+∞
|aα|ρ|α| = 0

}
.

Pour une série f =
∑
α aαx

α1
1 . . . xαdd dans cette algèbre et ρ < 1 on pose

‖f‖ρ = sup
{
|aα|ρ|α| | α ∈ N

[
1
p

]d}
.

On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 8.23.

(1) La K-algèbre K〈〈xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉 munie de la famille de normes (‖.‖ρ)0<ρ<1 est spec-
trale.

(2) On a

Spf
(
OK{{xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }}
)an

=M
(
K〈〈xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉
)
.

(3) On a

M
(
K〈〈xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉
)

= lim
←−
n≥0

B̊d

où B̊d est la boule ouverte de dimension d spectrale et les morphismes de transition sont
donnés sur les coordonnées de cette boule par (x1, . . . , xd) 7→ (xp1, . . . , x

p
d). Via cette iden-

tification, pour 0 < ρ < 1 la norme ‖.‖ρ est la norme sup sur le compact

lim
←−
n≥0

|Bd(0, ρp
−n

)| ⊂ | lim
←−
n≥0

B̊d|

où Bd(0, ρp−n) désigne la boule spectrale fermée de dimension d et de rayon ρp
−n

.

8.2.6. Lien avec les algèbres de Frechet B+. L’anneau B+ défini précédemment (5.2.3) admet la
généralisation suivante.

Définition 8.24. Soit R une Fq-algèbre adique parfaite. Si J est un idéal ouvert de R notons

B+
J :=

(
WOE (R)

[ [x]
π

]
x∈J

)̂ [
1
π

]
,

une E-algèbre de Banach où la complétion est pour la topologique π-adique. Si I est un idéal de
définition de R on pose alors

B+
R := lim

←−
k≥1

B+
Ik

comme E-algèbre de Frechet.

Bien sûr la définition de B+ précédente ne dépend pas du choix de l’idéal de définition I
choisit. On vérifie que le Frobenius des vecteurs de Witt s’étend en un Frobenius bijectif ϕ sur
B+. L’anneau noté B+ précédemment n’est rien d’autre que B+

OF .
On vérifie aussitôt la proposition suivante en utilisant le lemme 8.5.

Proposition 8.25. Il y a un isomorphisme canonique d’algèbres de Frechet

B+

k{{xp
−∞

1 ,...,xp
−∞
d }}

'WOE (k)Q〈〈xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉.
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8.3. Espaces de Banach spectraux associés aux espaces vectoriels formels. Soit K|E
une extension valuée complète et G un O-module formel π-divisible sur OK . Notons kK le corps
résiduel de OK et GkK la réduction de G sur ce corps résiduel. On suppose que kK est parfait et
on fixe une section kK → OK/πOK de la projection OK/πOK � kK . Comme précédemment on
fait l’hypothèse que l’identité de GkK se relèvre en une quasi-isogénie

ρ : GkK ⊗OK/πOK −→ G ⊗OK/πOK .
Notons

G = (Grig)an = Gan

le groupe sepctral associé à la fibre générique Grig de G.

Définition 8.26. On note
X(G) = lim

←−
N

G

dans la catégorie des K-espaces spectraux où les applications de transition dans la limite projective

sont G
×π−−−→ G.

Bien sûr X(G) est un groupe dans la catégorie des espaces spectraux et même un E-espace
vectoriel dans cette même catégorie. Le plongement X(G)(K) ⊂ |X(G)| et la topologie de |X(G)|
munissent X(G)(K) d’une structure d’espace topologique dont on vérifie qu’il s’agit d’une struc-
ture de E-espace de Banach. Plus précisément, si U ⊂ Grig est un sous-groupe affinöıde du groupe
rigide Grig alors

lim
←−
n∈N

(p−nU)an ⊂ X(G)

est un sous-OE-module spectral borné compact du E-espace vectoriel spectral X(G) dont les
K-points forment un réseaux définissant la topologie de Banach de X(G)(K).

Proposition 8.27. Soit X̃(GkK ) le relèvement canonique sur WO(kK) de l’espace vectoriel formel
X(GkK ). Il y a un isomorphisme canonique d’espaces vectoriels spectraux

X̃(GkK )an⊗̂K ' X(G).

En particulier, X(G) ne dépend que de la fibre spéciale GkK de G.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 8.21 et du corollaire 8.9. �

On vérifie également que cet isomorphisme induit un homéomorphisme d’espaces de Banach

X(GkK )(R(OK)) ' X(G)(K).

8.4. Interprétation géométrique de l’application des périodes.

8.4.1. Morphismes de Banach spectraux associés aux quasi-logarithmes. Soit K|E une extension
valuée complète et G un O-module formel π-divisible sur OK . Notons G = Gan comme O-module
spectral. Soit f : Grig → Grig

a un quasi-morphisme (def. 7.11). Soit U ⊂ Grig un sous-OE-module
affinöıde et Uan le groupe spectral compact associé. Notons

X(U) = lim
←−
N

(p−nU)an =M(AU ).

Pour tout enier n la fonction rigide

p−nU
fp−nU−−−−−→ Grig

a

définit par composition avec la projection

X(U) −→ (p−nU)an

une fonction fU,n ∈ AU .

Lemme 8.28. La suite (pnfU,n)n∈N est convergente dans l’algèbre de Banach spectrale AU . Si f
est un quasi-morphisme borné cette suite tend vers 0.
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Démonstration. La démonstration est identique à celle du lemme 7.24. �

Notons
gU = lim

n→+∞
fU,n ∈ AU .

Faisant varier U on obtient un élément

g ∈ lim
←−
U

AU .

Cependant,
X(G) = lim

−→
U

X(U) =M( lim
←−
U

AU )

et donc g définit un morphisme
X(G) −→ Gan

a

dont on vérifie aisément qu’il s’agit d’un morphisme de E-espace vectoriels spectraux.

On a donc défini un morphisme de K-espaces vectoriels

QuasiHom(Grig,Grig
a )/ ∼−→ HomE-e.v. spectraux(X(G),Gan

a ).

Exemple 8.29. Reprenons l’exemple 8.10, c’est à dire le cas du groupe multipicatif formel. L’i-

somorphisme Spf(Zp{{T p
−∞}}) ∼−−→ X(Ĝm), c’est à dire la loi de Qp-espace vectoriel formel de

l’exemple 8.10, induit un isomorphisme d’espaces spectraux sp(Qp〈〈T p
−∞〉〉) ∼−−→ X(Ĝrigm ), ou en-

core une loi de groupe spectral en une variable. Dans ces coordonnées, le logarithme

log : X(Ĝanm ) −→ Grig
a

est donné par la série ∑
α∈N[ 1

p
]

α>0

ε(α)
Tα

α
∈ Qp〈〈T p

−∞
〉〉

où ε(α) ∈ {±1} est égal à 1 si p = 2 et (−1)α mod 2 sinon.

8.4.2. Interprétation géométrique de l’application des périodes et géométrisation des espaces de
Banach-Colmez. Soit G un O-module formel π-divisible sur OK comme précédemment. Il y a une
suite exacte pour la topologie étale de O-modules rigides analytiques

0 −→ Grig[π∞] −→ Grig
logG−−−−→ LieG ⊗Grig

a −→ 0.

Elle induit une suite de O-modules spectraux

0 −→ Grig[π∞]an −→ Gan
logG−−−−→ LieG ⊗Gan

a −→ 0.

Appliquant le foncteur lim
←−
N

(−) à cette suite, où les morphismes de transition sont donnés par

(−)
×π−−→ (−), on obtient une suite de E-espaces vectoriels spectraux

0 −→ Vπ(G)ét −→ X̃(GkK )an⊗̂K −→ LieG ⊗Gan
a −→ 0.

Cette suite est exacte au sens suivant. Dans la catégorie des groupes spectraux, Vπ(G)ét est le
noyau du morphisme de droite. De plus, si C|K est une extension valuée complète algébriquement
close alors le morphisme induit

X̃(GkK )an(C) −→ LieG ⊗ C
est surjectif. On vérifie en fait que si K = C est algébriquement clos et A une C-algèbre de Banach
sympathique au sens de [9] alors la suite associée d’espaces de Banach

0 −→ Vπ(G) −→
(
X̃(Gk)an⊗̂C

)
(A) −→ LieG⊗A −→ 0

est excate. La suite précédente est donc une suite exacte d’espaces de Banach de dimension finie
au sens de Colmez ([9]). Le point supplémentaire que l’on a gagné par rapport à [9] est que les
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espaces de Banach-Colmez précédents ne sont pas seulement définis comme foncteurs abstraits
sur des C-algèbres sympathiques mais possèdent un faisceau structural. Ainsi, si X(Gk) = Spf(R)
alors

X̃(Gk)an⊗̂C =M(B+
R⊗̂C).

9. L’algèbre graduée PE,π

9.1. Généralités.

9.1.1. Définition. On reprend les notations de la section 5.

Définition 9.1. On note

PE,π =
⊕
d≥0

(
B+
E

)ϕE=πd

,

une E-algèbre graduée dont on note PE,π,d =
(
B+
)ϕE=πd

ses éléments homogènes de degré d.

L’application canonique Pπ → B+ est injective et identifie Pπ à une sous-E-algèbre de B+.
D’après la proposition 7.1 les éléments homogènes de degré 0 sont

PE,π,0 = E.

9.1.2. Changement d’uniformisante. Soit π′ une autre uniformisante de E. Notons

Lπ,π′ = {u ∈WOE (k)Q | ϕ(u)π = uπ′},

un E-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique d’algèbres graduées

uπ,π′ : Pπ ⊗E Sym•ELπ,π′
∼−−→ Pπ′

donné par la recette de la section 7.1.4. De plus, si π′′ est une troisième uniformisante, via l’iso-
morphisme canonique

Lπ,π′ ⊗E Lπ′,π′′
∼−−→ Lπ,π′′

on a

uπ,π′′ = uπ′,π′′ ◦ uπ,π′ .

9.1.3. Changement de corps E. Soit Eh|E l’extension non-ramifiée de degré h de E, Eh = WOE (k)ϕ
h=Id.

On a alors

PEh,π =
⊕
d≥0

(B+
E )ϕ

h
E=πd .

D’après la section 6.3 on a alors un isomorphisme canonique d’algèbres graduées

PE,π,• ⊗E Eh
∼−−→ PEh,π,h•.

Soit maintenant E′|E une extension totalement ramifiée et πE′ , πE , des uniformisantes. Soit

LπE′ ,πE = {x ∈WOE (k)Q | ϕ(u)πE = uπ
[E′:E]
E′ },

un E-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique

PE,πE ,• ⊗E Sym•ELπE ,πE′
∼−−→ PE′,πE′ ,[E′:E]•.
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9.2. Produits de Weierstraß.

Définition 9.2. Notons pour d ∈ N
Md =

{
x ∈WO(OF ) \ πWO(OF ) | x ≡ πd mod WO(mF )

}
.

Les éléments de Md sont primitifs de degré d au sens de la définition 6.41. Par exemple, soit
Q ∈ OE [X] tel que Q(X) ≡ Xq mod π et Q(X) ≡ πX mod X2. Soit ε ∈ mF \ {0} alors

uε =

[
ε
]
Q[

ε1/q
]
Q

∈M1

(cf. déf. 6.27). Pour b ∈Md on a

lim
n→+∞

ϕn(b)

πd
= 1

dans B+. Le produit infini ∏
n≥0

ϕn(b)

πd

est donc convergeant dansB+. On aimerait associer à un tel b un élément �
∏
n≥0

ϕn(b)

πd
.
∏
n<0

ϕn(b)� dans

Pπ,d. Malheureusement le produit
∏
n<0

ϕn(b) n’est pas convergent et on ne sait pas définir en toute

généralité des éléments dans B+ de diviseur fixé à l’avance (cf. 6.56), c’est à dire ici un élément
de B+ de diviseur

∑
n<0 div(ϕn(b)). On va voir que l’on peut tout de même le définir de façon

détournée en remarquant qu’il doit satisfaire une équation fonctionnelle.

Remarque 9.3. Notons x = b mod π ∈ OF . Bien que le produit
∏
n<0 ϕ

n(b) ne soit pas conver-
gent, on peut donner un sens à sa réduction modulo π de la façon suivante : on a

�
∏
n<0

xq
n

= x
∑
n<0 q

n

= x
1
q−1 � .

Bien sûr, aucune de ces expressions n’a de sens. Ceci dit, x
1
q−1 a bien un sens à multiplication

par un élément de F×q -près. C’est grâce à ce type de � miracle � que l’on peut définir
∏
n<0 ϕ

n(b)

à un E×-multiple près grâce au lemme qui suit.

Proposition 9.4. Pour tout b ∈ Bb,+ non nul, le E-espace vectoriel

{x ∈ Bb,+ | ϕ(x) = bx}
est de dimension 1.

Démonstration. Si b1, b2 sont dans cet espace vectoriel et non-nuls, b1/b2 ∈ WO(F )
[

1
π

]
vérifie

ϕ(b1/b2) = b1/b2. Puisque WO(F )ϕ=Id
Q = E on en déduit que la dimension de l’espace vectoriel en

question est inférieure ou égale à 1. Il faut maintenant montrer qu’il est non nul. On peut supposer
que b ∈ WO(OF ) \ πWO(OF ). Définissons par récurrence sur n une suite (xn)n≥1 d’éléments de
WO(OF ) telle que xn+1 ≡ xn mod πn, x1 /∈ πWO(OF ) et

ϕ(xn) ≡ bxn mod πn.

Soit b0 ∈ OF \{0} le terme constant de b, b ≡ b0 mod π. On pose x1 = [a] où a est une solution de
l’équation Xq−1 = b0. Supposons défini xn. Soit z ∈ OF tel que ϕ(xn) ≡ bxn + πn[z] mod πn+1.
On cherche xn+1 sous la forme xn + πn[u]. On voit facilement qu’il suffit de prendre pour u une
solution de l’équation Uq − b0U − z = 0. �

Définition 9.5. Pour b ∈Md, on note

Π+(b) =
∏
n≥0

ϕn(b)

πd

et Π−(b) n’importe quel élément non nul de WO(OF ) vérifiant ϕ(Π−(b)) = bΠ−(b). On pose alors
Π(b) = Π+(b)Π−(b).
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Les éléments Π−(b) et Π(b) ne sont donc définis qu’à multiplication par un élément de E× près.
Soit

M =
⋃
d≥0

Md,

un monöıde pour la loi de multiplication. On vérifie immédiatement que pour b1, b2 ∈M,

Π(b1b2) = Π(b1)Πh(b2)

à un élément de E× près. De plus pour b ∈ M0, on a Π(b) ∈ E× et M0 est un sous-groupe de
WO(OF )×,

M0 = ker
(
WO(OF )× →WO(k)×

)
.

L’application Π définit donc un morphisme de monöıdes

Π : M/M0 −→ (Pπ \ {0})/E×.
Remarquons de plus que l’application b 7→ WO(OF )b induit un plongement de M/M0 dans le
monöıde des idéaux principaux non nuls de WO(OF ).

9.2.1. Diviseurs sur Y/ϕZ. Reprenons les notations de la section 6.7.

Définition 9.6. On note Div+(Y/ϕZ) les diviseurs D ∈ Div+(Y ) vérifiant ϕ∗D = D.

Si D ∈ Div+(Y ) est un diviseur de support fini on vérifie que la somme infinie∑
n∈Z

ϕn∗D ∈ Div+(Y/ϕZ)

est bien définie. Cela résulte de la formule ρ ◦ ϕ = qρ (cf. sect.6.7). Cela définit un morphisme de
monöıdes

Div+(Y )finis

∑
n∈Z ϕ

n∗

−−−−−−−−→ Div+(Y/ϕZ)

dont on vérifie facilement qu’il est surjectif. Notons maintenant

P =
⋃
d≥0

Pd \ {0}

comme monöıde multiplicatif. La fonction diviseur définit alors un morphisme de monöıdes

div : P/E× −→ Div+(Y/ϕZ).

On vérifie que le diagramme

M/M0
Π //

div

��

P/E×

div

��
Div+(Y )finis

∑
n∈Z ϕ

n∗

// Div+(Y/ϕZ)

est commutatif.

Théorème 9.7. Dans le diagramme précédent de monöıdes les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) Le morphisme diviseur

div : M/M0 −→ Div+(Y )finis

est un isomorphisme.

(2) Le morphisme
Π : M/M0 −→ P/E×

est surjectif

(3) Le morphisme diviseur

div : P/E× −→ Div+(Y/ϕZ)

est un isomorphisme.

(4) Le monöıde P/E× est le monöıde abélien libre sur
(
P1 \ {0}

)
/E×.



102 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

Démonstration. Commençons par l’assertion (1). Si D =
∑

m∈Y am[m] est un diviseur à support

fini sur Y , m = (xm) où xm ∈ WO(OF ) est primitif de degré 1 alors div
(∏

m x
am
m

)
= D. Le

morphisme est donc surjectif. Pour x, y ∈M, d’après le théorème 6.42, on peut écrire x =
∏
i∈I x

ai
i

et y =
∏
j∈J y

bj
j où les (xi)i∈I , resp. (yj)j∈J , sont primitifs de degré 1 et engendrent des idéaux

distincts de WO(OF ). L’égalité div(x) = div(y) implique alors qu’il existe une bijection u : I
∼−−→ J

tells que pour tout i ∈ I on ait ai = bu(i) et (xi) = (yu(i)) comme idéaux de WO(OF ). On en
déduit que (x) = (y) et que donc, x et y ont même classe dans M/M0.

Passons aux assertions (2) et (3). Soit f ∈ Pd non nul. Soient µ0 ≥ · · · ≥ µd−1 les pentes de
N ewt(b) sur les segments [i, i+ 1], 0 ≤ i ≤ d− 1. Les pentes de N ewt(f) sont alors les (λi)i∈Z où
λi est la pente sur le segment [i, i+ 1] et l’on a pour k ∈ Z et 0 ≤ i < d,

λkd+i = q−kµi.

On en déduit que si m0, . . . ,md−1 ∈ Y sont les � zéros de f � associés aux pentes λ0, . . . , λd−1 (cf.
prop. 6.52),

div(f) =
∑
n∈Z

0≤i≤d−1

[
ϕn(mi)

]
.

Écrivons pour 0 ≤ i < d, mi = ([zi]−π) avec zi ∈ mF \ {0}. Pour tout entier n ≥ 1, on peut écrire
f sous la forme

f = gn.

d−1∏
i=0

n∏
k=0

(
1−

[
zq
k

i

]
π

)
avec gn ∈ B+. Comme dans la preuve du théorème 6.50 lim

n→+∞
gn = g ∈ Bb,+ et

f = g.

d−1∏
i=0

+∞∏
k=0

(
1−

[
zq
k

i

]
π

)
.

Soit maintenant

x =

d−1∏
i=0

(π − [zi]) ∈Md.

La relation ϕ(f) = πdf implique
ϕ(g) = xg

et donc à un élément de E× près, g = Π−(x), soit

f = Π(x).

Les points (2) et (3) en résultent. Le point (4) est alors une conséquence de ce que Div+(Y/ϕZ)
est le monöıde abélien libre sur l’ensemble quotient Y/ϕZ. �

9.3. Produits de Weierstraß associés aux éléments de degré 1 et logarithmes. Soit
Q ∈ OE [X] tel que Q ≡ Xq mod π et Q ≡ πX mod X2. Soit LT Q la loi de groupe formelle de
Lubin-Tate telle que [π]LT Q = Q. La proposition suivante est bien connue.

Proposition 9.8. Dans l’espace de Fréchet des fonctions rigides analytiques sur la boule ouverte
de dimension 1 sur E, la suite

[πn]LT Q
πn

converge vers le logarithme de LT Q.

Démonstration. Rappelons que l’on note Qn = [πn]LT . Montrons d’abord que la suite de
l’énoncé est convergente. Soit r > 0. Pour f =

∑
k≥0 akX

k notons wr(f) = inf
k≥0
{v(ak) + kr}.

Il s’agit de montrer que

lim
n→+∞

wr(π
−(n+1)Qn+1 − π−nQn) = +∞.

Constatons que
π−(n+1)Qn+1 − π−nQn = π−(n+1).(Q(X)− πX) ◦Qn.
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Puisque Q(X)− πX ∈ X2OE [X], on a donc

wr(π
−(n+1)Qn+1 − π−nQn) ≥ −(n+ 1) + 2wr(Qn).

Choisissons m un entier positif tel que r > 1
qm−qm−1 . Notons pour tout entier k, LT Q[πk] les

points de πk-torsion de la loi de groupe formel de Lubin-Tate LT Q dans une clôture algébrique
fixée de E. Pour n > m on a alors

wr(Qn) ≥ wr(Qn/Qm)

=
∑

ζ∈LT Q[πn]\LT Q[πm]

wr(X − ζ)

=

n−1∑
k=m

∑
ζ∈LT Q[πk+1]\LT Q[πk]

wr(X − ζ).

Mais si ζ ∈ LT Q[πk+1] \ LT Q[πk], on a v(ζ) = 1
qk+1−qk et donc si k ≥ m

wr(X − ζ) = v(ζ) =
1

qk+1 − qk
.

On obtient alors que

wr(Qn) ≥ n−m
ce qui implique que

wr(π
−(n+1)Qn+1 − π−nQn) ≥ n− 1− 2m −→

n→+∞
+∞.

On a donc prouvé la convergence de la suite (π−nQn)n≥1. Notons f sa limite, une fonction rigide
analytique sur le disque ouvert de rayon 1. Les zéros de f sont exactement les points de torsion de
la loi de groupe formel LT Q et cöıncident donc avec ceux de son logarithme logLT Q . La fonction

méromorphe g = f/ logLT Q est donc holomorphe sur le disque ouvert de rayon 1 et sans zéros. De
plus, pour tout entier positif n

g ◦ [πn]LT Q = g.

Or, pour un point x ∈ B̊(E), la boule ouverte de rayon 1,

lim
n→+∞

[πn]LT Q(x) = 0.

La fonction g est donc constante. Puisque f ′(0) = 1 on conclut que f = logLT Q . �

Remarque 9.9. Supposons le polynôme Q unitaire. On aimerait développer le logarithme en
produit de Weierstrass sous la forme

X
∏

ζ∈LT Q[π∞]

(
1− X

ζ

)
.

Malheureusement ce produit n’est pas convergent puisque dans l’expression précédente |ζ| → 1. La
proposition précédente nous dit que quitte à regrouper les termes on peut former un tel produit
convergent et obtenir un développement comme dans [36]

logLT Q = X
∏
n≥0

( ∏
ζ∈LT Q[πn+1]\LT Q[πn]

(
1− X

ζ

))
.

Soit ε ∈ mF \ {0} et uε =
[ε]Q

[ε1/q ]Q
∈M1 (déf. 6.27). De la proposition précédente on conclut que

Π+(uε) = logLT Q([ε]Q).
1

π[ε1/q]Q
.

Or on a Π−(uε) = [ε1/q]Q. On en déduit donc que

Π(uε) = logLT Q([ε]Q).
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Il s’en suit que l’on dispose d’un diagramme commutatif

mF \ {0} // //

L'
��

(mF \ {0})/O×E
∼ // Y // // Y/ϕZ ∼ // PE,π,1 \ {0}/E×

(B+)ϕ=π \ {0}

11 11ddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddd

où le morphisme horizontal mF \ {0} → Y est donné par ε 7→ (uε), le morphisme Y → PE,π,1 \
{0}/E× par l’application qui à l’idéal (a) avec a ∈M1 associe Π(a)E× et le morphisme vertical L
est celui de la proposition 7.6.

9.4. La suite exacte fondamentale.

Théorème 9.10. Soient m1, . . .md ∈ Y de générateurs a1, . . . , ad ∈ M1. Soit pour 1 ≤ i ≤ d,
ti = Π(ai) ∈ (B+)ϕ=π. Il y a alors une suite exacte d’espaces de Banach

0 −→ E.

d∏
i=1

ti −→
(
B+
)ϕ=πd −→ B+/m1 . . .md → 0.

Démonstration. L’exactitude au milieu est une conséquence du point (3) du théorème 9.7. Pour
tout i, le morphisme (B+)ϕ=π → B+/mi = Cmi s’identifie à l’application logarithme d’un groupe
de Lubin-Tate de hauteur h sur le corps Cmi et est surjective (cf. section 7.5). On montre alors
facilement par récurrence sur d que le morphisme de gauche est surjectif. �

Exemple 9.11. Si E = Qp, ε ∈ mF \ {0}, Q(X) = (1 + X)p − 1, uε = [1+ε]−1
[1+ε1/p]−1

, m = (uε),

tm = log([1 + ε]), il y a une suite exacte

0 −→ Qp.tdm −→
(
B+
)ϕ=pd −→ B+/md −→ 0.

On retrouve donc la suite exacte fondamentale de [19].

Corollaire 9.12. Soit t ∈ PE,π,1, t 6= 0 et m ∈ Y tel que div(t) =
∑
n∈Z ϕ

n∗m. Il y a alors un
isomorphisme canonique d’algèbres graduées

PE,π/tPE,π
∼−−→ {f ∈ Cm[T ] | f(0) ∈ E}.

Démonstration. Soit θm : B+ → Cm. Le morphisme d’algèbres graduées PE,π → Cm[T ] donné
en degré d par x 7→ θm(x)T d induit un morphisme PE,π/tPE,π → Cm[T ]. Utilisant le théorème
9.10 on vérifie que c’est une injection d’image les polynômes à terme constant dans E. �

On peut également généraliser la proposition 5.1.3 de [19].

Théorème 9.13. Soient m1, . . . ,md ∈ Y de générateurs a1, . . . , ad ∈M1. Soient Π−(a1), . . . ,Π−(ad) ∈
Bb,+ normalisés de telle manière à ce qu’ils appartiennent à WO(OF ) \ πWO(OF ). L’idéal de
WO(OF ) formé des x ∈ WO(OF ) tels que ∀n ≥ 0, ϕn(x) ∈ m1 . . .md est l’idéal engendré par
Π−(a1) . . .Π−(ad).

Démonstration. Dire que pour tout n ≥ 0, ϕn(x) ∈ m1 . . .md est équivalent à dire que

div(x) ≥
d∑
i=1

∑
n≤0

[
ϕn(mi)

]
.

Le théorème se déduit alors du point (1) du théorème 6.55. �

10. La courbe

10.1. Définition et théorème principal. On reprend les notations des sections précédentes.

Définition 10.1. On note

XE = Proj(PE,πE ).
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La notation précédente �XE � ne fait pas référence à l’uniformisante πE pour une bonne raison ;
bien que l’algèbre graduée PE,πE dépende du choix de cette uniformisante, d’après l’isomorphisme
noté uπ,π′ de la section 9.1.2 et [24] prop. 3.1.8 (iii) le schéma XE ne dépend pas canoniquement
de ce choix. Notons enfin que puisque PE,πE ,0 = E, XE est un E-schéma.

Théorème 10.2.

(1) Le schéma XE est une courbe complète de corps de définition E dont tous les points fermés
sont de degré 1.

(2) Si E′|E il y a un isomorphisme canonique XE′
∼−−→ XE ⊗E E′.

(3) Pour tout t ∈ PE,π,1 non nul, V +(t) = {∞t}, le lieu d’annulation de la section hyperplane
définie par t, est formé d’un seul point. De plus, le corps résiduel Ct de XE en ∞t est
un corps valué complet algébriquement clos extensions de E. On a alors une identification
canonique à une puissance de Frobenius près R(OCt) = OF .

(4) L’application (
PE,π,1 \ {0}

)
/E× −→ |XE |
t.E× 7−→ ∞t

est une bijection. Il y a de plus une bijection naturelle

Y/ϕZ ∼−−→ |XE |.

(5) Pout un tel t, l’anneau local OXE ,∞t est un anneau de valuation discrète d’uniformisante
t. Son complété s’identifie canoniquement à l’anneau de valuation discrète B+

dR associé au
corps résiduel en ∞t.

(6) Soit B+
cris,E l’anneau de Fontaine associé au corps résiduel en∞t. Il y a une identification

canonique

B+
E =

⋂
n≥0

ϕn
(
B+
cris,E

)
.

Soit

Be =
(
B+
cris,E

[
1
t

])ϕE=Id

=
(
B+
E [ 1

t ]
)ϕE=Id

.

On a alors
D+(t) = XE \ {∞t} = Spec(Be)

et Be est un anneau principal. De plus, si ord∞t
est la valuation sur Be induite par le

plongement Be ⊂ BdR, le couple (Be,−ord∞t
) est presque euclidien (def. 1.8).

(7) Si E′|E, via le revêtement étale XE′ → XE l’image réciproque d’un point fermé x ∈ |XE |
est constituée de [E′ : E]-points de même corps résiduel que celui de x.

(8) L’application degré induit un isomorphisme

Pic(XE)
∼−−→ Z.

(9) On a H1(XE ,OXE ) = 0.

Démonstration. D’après les théorèmes 9.7, 9.10 et son corollaire 9.12, les hypothèses du théorème
1.13 sont vérifiées. Utilisant également les résultats de la section 2.3, on en déduit facilement toutes
les assertions du théorème, hormis les points (2) et (7). Le point (2) se déduit de [24] 2.4.7 (i) et
de la section 9.1.3 dont il résulte qu’il y a un isomorphisme d’algèbres graduées

PE,πE ,• ⊗E E′
∼−−→ PE,πE′ ,[E′:E]•.

Le point (7) résulte de ce que le le morphisme XE′ → XE est étale fini de degré [E′ : E] et de
ce que le corps résiduel en un point fermé de XE est algébriquement clos. �

Notons pour tout h ≥ 1, Eh = WOE (k)ϕ
h
E=Id l’extension non-ramifiée de degré h de E.

Corollaire 10.3. La tour de courbes (XEh)h≥1 est une sphère de Riemann généralisée au sens
de la définition 4.20.
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10.2. Uniformisation rigide analytique et choix d’un fibré ample. Soit M(B+
E ) l’espace

topologique de Berkovich introduit dans la section 6.2.3. Soit B̊ \ {0} le disque ouvert épointé
comme espace rigide analytique sur F . Il y a un homéomorphisme et un plongement (cf. section
6.2 et prop. 6.30) (

B̊(F ) \ {0}
)
/O×E

∼−−→ Y ↪→M(B+
E )

ε.O×E 7−→ (uε).

On peut alors penser aux éléments de Y comme aux � points classiques � de l’espace de
Berkovich M(B+

E ). Les points fermés de la courbe |XEh | sont alors uniformisés par ces points
classiques,

Y/ϕhZ
∼−−→ |XEh |.

On peut alors penser au choix d’un fibré en droites sur la courbe XE comme correspondant au

choix d’un facteur d’automorphie, un cocyle dans Z1(ϕZ, (B+
E )×) = Z1(ϕZ, (Bb,+E )×). Les classes

d’isomorphisme de fibrés sont alors en bijection avec H1(ϕZ, (Bb,+E )×) qui sont les classes de ϕ-

conjugaison dans (Bb,+E )×. Celle-ci sont classifiées par leur valuation π-adique,

(Bb,+E )×/ ∼ ∼−−→ Z
[b] 7−→ vπ(b).

Faisons comme si l’uniformisation précédente avait un sens précis. Si b ∈ (Bb,+E )× notons Lb le fibré
en droites sur XE obtenu via l’uniformisation précédente, moralement celui-ci a pour réalisation
géométrique

(Y × A1)/Z −→ Y/Z
où Z agit sur Y via les puissances de ϕ et sur A1 via les puissances de b. On a donc

H0(XE ,Lb) = (B+)ϕ=b.

Une des premières étapes dans la preuve des théorèmes de classification de Kedlaya et Hartl-Pink
consiste à montrer que si M est un ϕ-module alors pour n � 0, H0(M(n)) 6= 0 où M(n) est
obtenu à partir de M en tordant le Frobenius par πn. Cela nous pousse à décréter que le fibré Lπ
est ample. Nous avons en quelque sorte forcé cela en définissant la courbe comme étant le schéma
associé à l’algèbre graduée des puissances tensorielles de Lπ = OX(1).

10.3. Le corps des fonctions rationnelles sur la courbe. Notons E(XE) le corps des fonctions
rationnelles sur la courbe XE c’est à dire OXE ,η où η est le point générique de XE . Il s’agit du
sous-corps de Frac(PE,π) formé des éléments de la forme x

y avec x et y homogènes de même degré.

La proposition qui suit dit que ce corps s’identifie en fait à un corps de � fonctions méromorphes
sur l’espace M(B+

E ) � invariantes sous ϕ.

Proposition 10.4. On a l’égalité E(XE) = Frac(B+
E )ϕ=Id.

Démonstration. On a bien sûr E(XE) ⊂ Frac(B+
E )ϕ=Id. Dans l’autre direction, soient x, y ∈

B+
E \ {0} tels que

ϕ
(x
y

)
=
x

y
.

Le diviseur div(x) − div(y) ∈ ZY est donc invariant sous ϕ. On en déduit facilement qu’il existe
D1, D2 ∈ Div+(Y/ϕZ) tels que

div(x)− div(y) = D1 −D2.

D’après le point (3) du théorème 9.7 il existe d, d′ ∈ N, a ∈ Pd et b ∈ Pd′ tels que div(a) = D1 et
div(b) = D2. On obtient alors dans Div+(Y ),

div(ay) = div(bx).

D’après le point (2) du théorème 6.55 cela implique l’existence d’une unité c ∈ B+[ 1
[α] ]
×, α ∈

mF \ {0}, telle que

bx = cay.
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Appliquant ϕ à l’équation précédente on obtient

ϕ(c) = πd
′−dc.

Cette équation implique que v0(c) = 0 et donc

c ∈ B+ = {z ∈ B+[ 1
[α] ] | v0(z) ≥ 0}.

On a donc d′ ≥ d et c ∈ Pd′−d. Cela implique que x
y ∈ E(XE). �

11. Deux résultats sur les périodes des groupes p-divisibles

Les résultats de cette section seront utilisés dans la preuve du théorème de classification des
fibrés sur la courbe XE construite précédemment.

11.1. Le cas de l’espace de Lubin-Tate. Soit Fq la clôture algébrique de Fq dans k, n ≥ 1 un
entier et H un O-module formel π-divisible de dimension 1 et de O-hauteur n (cf. sec. 7.3). Un
tel O-module formel est unique à isomorphisme non-unique près. Notons DO(H) le O-module de
Dieudonné covariant de H (on prendra garde que dans la section 7.3 cette notation désignait le
module de Dieudonné contravariant). Il est muni d’un opérateur V associé à l’isogénie F fE : H→
H(q). On a

DO(H) =< e, V e, . . . , V e >

où V ne = πe. Soit Ênr = WOE (Fq) et X l’espace des déformations par isomorphismes de H sur
Spf(O

Ênr
). C’est un Spf(O

Ênr
)-schéma formel non canoniquement isomorphe à

Spf
(
O
Ênr

Jx1, . . . , xn−1K
)
.

Soit Xan la fibre générique de X comme Ênr-espace analytique de Berkovich. Cet espace est

isomorphe à une boule ouverte de dimension n − 1. Si K|Ênr est une extension valuée complète
pour une valuation à valeurs dans R,

Xan(K) = X(OK) = {(H, ρ)}/ ∼

où H est un O-module π-divisible sur OK et

ρ : H⊗Fq OK/pOK −→ H ⊗OK OK/pOK

est une quasi-isogénie de hauteur 0 de O-modules π-divisibles. Soit P le Ênr-espace analytique
de Berkovich associé à la variété algébrique qui est l’espace projectif sur DO(H). Il y a alors un
morphisme de périodes

π̆ : Xan −→ P
défini par Gross et Hopkins dans [22] et généralisé par Rapoport et Zink dans [40], chap. 5. Nous

n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit K|Ênr comme précédemment et
[(H, ρ)] ∈ Xan(K). On peut alors définir une O-extension vectorielle universelle EO(H) ([16],
appendice B.3) et considérer son algèbre de Lie, LieEO(H), qui est un OK-module libre de rang
htO(H). Elle est munie d’une filtration de Hodge

0 −→ VO(H) −→ LieEO(H) −→ LieH −→ 0.

où VO(H), la partie vectorielle de la O-extension vectorielle universelle, est égale à ωHD/IωHD
avec HD le dual de Cartier de H et I = ker(OK ⊗Zp OE → OK). Le O-module de Dieudonné
DO(H) s’interprète comme l’évaluation d’un cristal algèbre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle (cf. [16], app. B.3). La quasi-isogénie ρ induit alors un isomorphisme

ρ∗ : DO(H)[ 1
π ]⊗

Ênr
K

∼−−→ LieEO(H)[ 1
π ].

Via ρ∗, la filtration de Hodge précédente définit donc un point de P(K) qui est l’image de [(H, ρ)]
par l’application des périodes π̆.

Théorème 11.1 ([34], [22]). Le morphisme des périodes π̆ : Xan → P est surjectif.
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Le théorème pécédent se traduit plus concrètement de la façon suivante. Il dit que pour tout

K|Ênr, tout y ∈ P(K), il existe L|K une extension de degré fini et x ∈ Xan(L) tel que π̆(x) = y.
Dans [34] le théorème est démontré lorsque K est de valuation discrète et E = Qp, mais les
arguments s’adaptent aussitôt au cas général. On déduit également facilement ce théorème du
corollaire 23.15 de [22].

Voici maintenant la traduction du théorème précédent en termes de théorie de Hodge p-adique.

Théorème 11.2. Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos tel que R(OC) = OF , c’est
à dire C = Cm pour un m ∈ Y . Soit θ : B+

E → C le morphisme déduit. Soient λ0, . . . , λn−1 ∈ C
non tous nuls. Alors, le morphisme(

B+
E

)ϕnE=π −→ C

x 7−→
n−1∑
i=0

λiθ
(
ϕiE(x)

)
est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension n, V . De plus, si tE ∈ B+

E désigne la
période d’un O-module formel π-divisible de dimension 1 et de hauteur 1 sur OC (un groupe de
Lubin-Tate), avec les notations de la définition 9.5 tE = Π(x) où x ∈M1 est un générateur de m,
le morphisme B+

E -linéaire

V ⊗E B+
E −→

(
B+
E

)n
v ⊗ 1 7−→

(
x, ϕE(x), . . . , ϕn−1

E (x)
)

est injectif de conoyau annulé par tE.

11.2. Le cas de l’espace de Drinfeld. On garde les notations de la section précédente. Soit
maintenant D une algèbre à division centrale sur E d’invariant 1

n . Écrivons

D = OEn [Π],

WOE (k)ϕ
n
E=Id = En|E étant l’extension non-ramifiée de degré n et Π une uniformisante de D ;

Πn = π et ∀x ∈ En on a Πx = σE(x)Π. On note OD = OEn [Π] son ordre maximal.
Soit S un OE-schéma sur lequel p est nilpotent, resp. Spf(OE)-schéma formel. Rappelons que

d’après Drinfeld ([12]), un OD-module formel spécial sur S est O-module formel π-divisible G sur S
muni d’une action de OD tel que LieG soit un OD⊗OE OS-module libre de rang 1. Concrètement,
cette dernière condition signifie que localement pour la topologie étale sur S (en fait il suffit de
prendre le revêtement S ⊗OE OEn → S), si

LieG =
⊕

τ :OEn ↪→OS

(LieG)τ

où OEn ⊂ OD agit sur (LieG)τ via τ , pour tout τ , (LieG)τ est un OS-module localement libre
de rang 1.

Notons can : En ↪→ WO(k) le plongement canonique. Soit G un OD-module formel spécial sur
k. Son O-module de Dieudonné covariant se décompose en

DO(G) =
⊕

i∈Z/nZ

DO(G)i

où OEn agit sur DO(G)i via σ−iE ◦can : OEn →WO(k). Relativement à cette graduation du module
de Dieudonné on a

deg(V ) = deg(Π) = +1.

On peut donc associer à un tel G un O-isocristal(
DO(G)0

[
1
π

]
, V −1Π

)
.
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Supposons maintenant que G soit de O-hauteur n2, c’est à dire DO(G)0 est un WO(k)-module de
rang n. Si M ⊂ DO(G)0 est un réseau et Λ = ⊕n−1

i=0 ΠiM on a

n = dimG = [Λ : V Λ] = n[V −1ΠM : M ] + [M : πM ]︸ ︷︷ ︸
n

et donc [V −1ΠM : M ] = 0. Le point terminal du polygone de Newton de
(
DO(G)

[
1
π

]
, V −1Π

)
est

donc 0. De plus,

LieG =
⊕

i∈Z/nZ

DO(G)i/V DO(G)i−1

où chacun des éléments de la graduation est un k-espace vectoriel de dimension 1. Puisque Πn = π,
qui induit le morphisme nul sur LieG, il existe un indice i0 ∈ {0, . . . , n− 1} tel que Π.DO(G)i0 =
V D(G)i0 . Alors, Π−i0D(G)i0 est un réseau invariant sous V −1Π dans DO(G)0. De tout cela on
déduit que (

DO(G)0

[
1
π

]
, V −1Π

)
est un O-isocristal unité i.e. isocline de pente 0. On montre alors que la correspondance

G 7−→
(
DO(G)0

[
1
π

]
, V −1Π

)
induit une équivalence entre les OD-modules formels spéciaux de hauteur n2 à isogénies près et
les O-isocristaux unité.

En particulier, si k est algébriquement clos, la correspondance

G 7−→ DO(G)0

[
1
π

]V=Π

induit une équivalence entre la catégorie des OD-modules formels spéciaux à isogénie près et les
E-espaces vectoriels de dimension n.

Soit maintenant G un OD-module formel spécial de hauteur n2 sur une clôture algébrique Fq
de Fqn . Notons

W = DO(G)0

[
1
π

]V=Π
,

un E-espace vectoriel de dimension n. Soit Ω̂ le Spf(O
Ênr

)-schéma formel paramétrant les déformations

par quasi-isogénies de hauteur 0 de G. Soit Ω = Ω̂an la fibre générique de Ω̂ comme Ênr-espace ana-
lytique de Berkovich. Soit P l’espace analytique de Berkovich associé à l’espace projectif P(W )

Ênr
.

Il y a alors un morphisme de périodes

π̆ : Ω −→ P.
Nous n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit donc K|Ênr une extension

valuée complète et [(G, ρ)] ∈ Ω̂(OK) = Ω(K). Ici, G est un OD-module formel spécial sur OK et

ρ : G⊗OK/pOK −→ G⊗OK/pOK
est une quasi-isogénie de hauteur 0. On a une décomposition de l’algèbre de Lie de la O-extensions
vectorielle universelle

LieEO(G) =
⊕

i∈Z/nZ

LieEO(G)i

où En agit sur LieEO(G)i via En ↪→ Ênr
σ−iE−−−→ Ênr

can−−→ K. On a de même une décomposition
de la filtration de Hodge

LieEO(G) =
⊕

i∈Z/nZ

LieEO(G)i �
⊕

i∈Z/nZ

Lie(G)i = LieG

sur laquelle Π agit comme un opérateur homogène de degré +1. De plus, ρ induit un isomorphisme
gradué

ρ∗ : DO(G)
[

1
π

]
⊗
Ênr

K
∼−−→ LieEO(G)

[
1
π

]
et donc sur la partie homogène de degré 0,

ρ∗ : W ⊗E K = DO(G)0

[
1
π

]
⊗
Ênr

K
∼−−→ LieEO(G)0

[
1
π

]
.
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Via ρ∗, la filtration de Hodge de G définit donc un morphisme surjectif

W ⊗E K � (LieG)0

[
1
π

]
et donc un élément de l’espace projectif P(K). Cet élément est π̆

(
[(G, ρ)]

)
.

Théorème 11.3 ([12]). Le morphisme des périodes π̆ : Ω → P induit un isomorphisme entre Ω
et l’ouvert de P

P \
⋃

H∈P̌(W )(E)

Han

qui est le complémentaire des hyperplans E-rationnels dans l’espace analytique P sur le E-espace
vectoriel W .

Remarque 11.4. Dans [35], Lafaille démontre également que l’image du morphisme de périodes
précédent est celle annoncée.

Voici la traduction du théorème précédent en termes de théorie de Hodge p-adique.

Théorème 11.5. Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos tel que R(OC) = OF , c’est
à dire C = Cm pour un m ∈ Y . Soit θ : B+

E → C le morphisme déduit. Soient λ0, . . . , λn−1 ∈ C
linéairement indépendants sur E. Alors, le morphisme

n−1⊕
i=0

(
B+
E

)ϕnE=π −→ Cn

(x0, . . . , xn−1) 7−→
( n−1∑
i=0

λiθ
(
ϕj(xi)

))
0≤j≤n−1

est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension n2.

Plus précisément, munissons
⊕n−1

i=0

(
B+
)ϕn=π

de la structure de D-espace vectoriel définie par

Π.(x0, . . . , xn−1) =
(
ϕ(x0), . . . , ϕ(xn−1)

)
et pour tout a ∈ En, a.(x0, . . . , xn−1) = (ax0, . . . , axn−1) via la plongement canonique En ⊂
(B+)ϕ

n=Id. Alors, ce noyau V est un sous-D-espace vectoriel de dimension 1 de
⊕n−1

i=0

(
B+
)ϕn=π

.
De plus, le morphisme naturel

V ⊗E B+
E −→

n−1⊕
i=0

(
B+
E

)n
(x0, . . . , xn−1)⊗ 1 7−→

(
ϕj(x0), . . . , ϕj(xn−1)

)
0≤j≤n−1

est injectif de conoyau annulé par tnE.

12. Fibrés vectoriels

12.1. Fibrés en droites.

12.1.1. Classification et cohomologie.

Définition 12.1. Soit d ∈ Z. Si PE,π[d] désigne l’algèbre graduée PE,π décalée de d vue comme
PE,π-module gradué, on note

OXE (d) = P̃E,π[d]

comme faisceau de OXE -modules (cf. [24] 2.5.3).

Pour tout d, OXE (d) est un fibré en droites sur XE i.e. OXE (d) est localement libre de rang 1.
De plus,

OXE (d) = OXE (1)⊗d.

Bien que nous ne l’indiquions pas dans la notation, contrairement à la courbe XE qui ne dépend
pas canoniquement du choix de l’uniformisante π (cf. remarque après la def. 10.1), le fibré OXE (1)
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en dépend. Bien sûr le choix d’une autre uniformisante fournit un fibré isomorphe, mais non
canoniquement.

Comme anneau gradué,

PE,π =
⊕
d≥0

Γ(XE ,OXE (d))

et on peut donc penser à OXE (1) comme � un fibré très ample �. Un élément s ∈ PE,π,d \ {0}
définit un diviseur de Cartier (OXE (d), s). Si s =

∏d
i=1 ti avec ti ∈ PE,π,1, V +(ti) = {∞i}, on a

l’égalité de diviseurs de Weil

div(s) =

d∑
i=1

[∞i] ∈ Div(XE).

Soit t ∈ PE,π,1 \ {0} et V +(t) = {∞} de corps résiduel C. Soit B+ θ−→ C le morphisme associé
(il est bien défini à composition par une puissance de ϕ près). On a X \ {∞} = Spec(Be) avec

Be =
(
B+[ 1

t ]
)ϕ=Id

et ÔXE ,∞ = B+
dR d’uniformisante t. Rappelons (prop. 2.2) que les fibrés sur

XE s’identifient aux couples (M,N) où
– N est un B+

dR-module libre,
– M ⊂ N [ 1

t ] est un sous-Be-module libre de même rang que N engendrant le BdR-espace

vectoriel N [ 1
t ] (de façon équivalente M est un sous Be-module libre de N [ 1

t ] tel que M ⊗Be
BdR

∼−→ N [ 1
t ]).

D’après la proposition 2.3, si le fibré E correspond à la paire (M,N), le complexe de cohomologie
RΓ(XE , E) s’identifie à

M ⊕N −→ N [ 1
t ]

(m,n) 7−→ m− n.
Le fibré OXE (d) correspond alors au couple (Be, t

−dB+
dR). Soit deg = −v∞ : Be → N ∪ {−∞}.

Il y a alors une identification

H0(XE ,OXE (d)) = Be ∩ t−dB+
dR = Bdeg≤d

e

via l’isomorphisme

PE,π,d
∼−−→ Bdeg≤d

e

x 7−→ x

td
.

La suite d’inclusions donnée par le cup-produit par t ∈ H0(Xh,OXE (1))

H0(XE ,OXE )
×t−−−→ H0(XE ,OXE (1))

×t−−−→ . . . H0(XE ,OXE (d))
×t−−−→ . . .

s’identifie alors à la filtration de l’anneau Be

E = Bdeg≤0
e ⊂ Bdeg≤1

e ⊂ · · · ⊂ Bdeg≤d
e ⊂ . . . .

On obtient alors le résultat suivant.

Théorème 12.2.

(1) Il y a un isomorphisme

Z ∼−−→ Pic(XE)

d 7−→
[
OXE (d)

]
d’inverse donné par le degré

deg : Pic(XE)
∼−−→ Z.

(2) On a

H0(XE ,OXE (d)) =

{
PE,π,d si d ≥ 0

0 si d < 0

qui s’identifie à Bdeg≤d
e après choix d’un point ∞ ∈ |XE |.
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(3) On a après choix d’un point ∞ ∈ |XE |, si B+
dR = ÔX,∞ d’uniformisante t,

H1(XE ,OXE (d)) =

{
0 si d ≥ 0

B+
dR/(B

+
dR.t

d + E) si d < 0

12.1.2. Comportement via le changement de niveau. Soit E′|E et

πE′/E : XE′ −→ XE .

Il y a alors un isomorphisme non canonique

π∗E′/EOXE (d) ' OXE′ ([E
′ : E]d).

Lorsque E′ = Eh = WOE (k)ϕ
h
E=Id est l’extension non-ramifiée de degré h et que l’on utilise

l’uniformisante πE de E comme uniformisante de Eh pour définir OXEh (d) il y a un isomorphisme

π∗Eh/EOXE (d)
∼−−→ OXEh (hd)

canonique.

12.1.3. Interprétation géométrique de la suite exacte fondamentale. Soit d ≥ 1 et s ∈ H0(XE ,OXE (d)) =
PE,π,d non nul. Il y a une suite exacte

0 −→ OXE
×s−−−→ OXE (d) −→ F −→ 0.

où F est un faisceau cohérent de torsion sur XE . Puisque H1(XE ,OXE ) = 0, la suite exacte
précédente induit une suite exacte

0 −→ E
×s−−−→ PE,π,d −→ H0(XE ,F) −→ 0

Si s =
∏r
i=1 t

ai
i où ti ∈ PE,π,1, V +(ti) = {xi}, pour i 6= j on a xi 6= xj ,

F =

r⊕
i=1

ixi∗OXE ,xi/(t
ai
i ),

où ixi : {xi} ↪→ XE . Si l’on note B+
dR,i = ÔXE ,xi , la suite exacte précédente se récrit donc

0 −→ E.

r∏
i=1

taii −→ PE,π,d −→
r⊕
i=1

B+
dR,i/(t

ai
i ) −→ 0.

Ce n’est rien d’autre que la suite exacte du théorème 9.10.

12.2. Le cône sur la courbe XE et sa désingularisation canonique. Commençons par
quelques rappels non présents dans [24]. Soit A =

⊕
d≥0Ad un anneau gradué engendré par ses

éléments de degré 1 comme A0-algèbre et X = Proj(A), un Spec(A0)-schéma. Posons OX(1) =

Ã[1], un OX -module localement libre de rang 1 et

E = V(OX(1)) = Spec(SymOXOX(−1)) −→ X

la réalisation géométrique de ce fibré en droites. Soit

C = Spec(A)

le cône sur X, un Spec(A0)-schéma. Il est muni d’une action de Gm via la graduation de l’anneau
A où Gm agit sur les éléments homogènes de degré d, Ad, via le caractère z 7→ zd. Le morphisme
C→ Spec(A0) est Gm-invariant. Il est de plus muni d’une section canonique

C

��
Spec(A0)

V (A+)

[[

qui est � l’origine du cône �, donnée par le sous-schéma fermé associé à l’idéal d’augmentation
A+ de A. Il y a alors un isomorphisme

(C \ V (A+))/Gm
∼−−→ X.
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Plus précisément, il y a un morphisme Gm-invariant C \ V (A+) → X qui est le Gm-torseur
E \ {0} associé à OX(1). L’identification entre E \ {0} et C \ V (A+) se prolonge en un morphisme
Gm-équivariant

E −→ C
qui identifie E à l’éclatement du sous-schéma fermé V (A+) de C, la fibre exceptionelle étant la sec-
tion nulle du fibré E. Ainsi, le cône C est obtenu par � contraction� de la section nulle de E. Dans le
cas de notre courbe XE , l’éclatement E→ Spec(PE,π) est une � désingularisation � de Spec(PE,π)
puisque E est un schéma régulier de dimension 2. Résumons les propriétés de Spec(PE,π) que l’on
peut déduire des résultats sur la courbe XE .

Proposition 12.3. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(1) L’anneau PE,π n’est pas noethérien, l’idéal d’augmentation P+
E,π n’étant pas de type fini.

(2) Le schéma Spec(PE,π) \ V (P+
E,π) est noethérien régulier de dimension 2.

(3) Si t1, t2 ∈ PE,π,1 sont linéairement indépendants sur E alors Spec(PE,π) \ V (P+
E,π) =

D(t1) ∪D(t2). On a alors P+
E,π =

√
(t1, t2).

(4) L’éclatement du schéma Spec(PE,π) le long du sous-schéma fermé V (P+
E,π) est noethérien

régulier de dimension 2.

12.3. Fibrés de rang supérieur : définitions et premières propriétés. Pour h ≥ 1 on note
πh : XEh → XE .

Définition 12.4. Soit h ≥ 1.

(1) Pour d ∈ Z on note
OXE (d, h) = πh∗OXEh (d).

(2) Pour λ = d
h ∈ Q avec (d, h) = 1 et h ≥ 1 on note

OXE (λ) = OXE (d, h).

Puisque le morphisme πh est étale fini de degré h, OXE (d, h) est un fibré de rang h et de degré
d. On a l’égalité de pentes

µ
(
OXE (λ)

)
= λ.

On a la description suivante en termes de modules gradués. Soit

M(d, h) =
⊕
i∈N

(
B+
E

)ϕhE=πih+d

.

C’est un PE = ⊕i∈N(B+)ϕ=πi-module gradué. Alors,

OXE (d, h) = M̃(d, h)

et
M(d, h) =

⊕
i∈N

H0
(
XE ,OXE (d, h)⊗OXE (i)

)
.

Soit t ∈ PE,π,1 \ {0}, V +(t) = {∞}. Soit XE \ {∞} = Spec(Be) avec Be =
(
B+[ 1

t ]
)ϕE=Id

et

B+
dR = ÔXE ,∞. On a alors

π−1
h (XE \ {∞}) = Spec

(
B+
E [ 1

t ]
ϕhE=Id

)
.

En les termes de la classification de la proposition 2.1, le fibré vectoriel OXh(d, r) correspond au
triplet (M,N, u) où

– M est le Be-module libre B+[ 1
t ]
ϕhE=πd

– N =
(
B+
dR

)h
– on a

u : B+[ 1
t ]
ϕhE=πd ⊗Be BdR

∼−−→ (BdR)r

x⊗ 1 −→ (x, ϕE(x), . . . , ϕ
(h−1)
E (x)).
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Puisque (XEh)h≥1 est une sphère de Riemann généralisée, les résultats de la proposition 4.23
sont disponibles. Nous ne les réécrirons pas. La proposition qui suit est laissée au lecteur, elle ne
pose aucun problème.

Proposition 12.5.

(1) H0(XE ,OXE (d, h)) =

{
0 si d < 0

(B+
E )ϕ

h
E=πd si d ≥ 0

(2) Soit t ∈ PE,π,1 \ {0}, {∞} = V +(t) et B+
dR = ÔXE ,∞. Alors,

H1(XE ,OXE (d, h)) =

{
0 si d ≥ 0

B+
dR/(t

dB+
dR + Eh) si d < 0

Définition 12.6. Pour λ ∈ Q nous noterons Dλ l’algèbre à division centrale sur E définie par
Dλ = Eh[Π] si λ = d

h , (d, h) = 1, avec Πh = πd et pour tout x ∈ Eh, Πx = σE(x)Π.

Proposition 12.7. Il y a un isomorphisme

Dλ
∼−−→ End(OXE (λ)).

Démonstration. Si λ = d
h , (d, h) = 1,

Hom(OXE (λ),OXE (λ)) = H0(Xh,OXE (−λ)⊗OXh(λ)).

Or, d’après le point (4) de la proposition 4.23 on a

OXE (−λ)⊗OXE (λ) ' O⊕h
2

XE
.

On a donc

dimE End(OXE (λ)) = h2.

Il suffit donc de construire un plongement Dλ ↪→ End(OXE (λ)). Écrivons OXE (λ) = M̃(d, h) où

M(d, h) =
⊕

i∈N
(
B+
)ϕh=πih+d

. Bien sûr, M(d, h) est un Eh-espace vectoriel. On vérifie alors que
le morphisme

Dλ −→ EndPE,π-mod.gradué(M(d, h))

Π 7−→ ⊕i≥0 π
−iϕE

induit le plongement cherché. �

12.4. Classification des fibrés : énoncé du théorème.

Théorème 12.8.

(1) Pour λ ∈ Q, les fibrés semi-stables de pente λ sur XE sont les fibrés isomorphes à des
somme directes finies du fibré OXE (λ).

(2) Pour λ ∈ Q, il n’y a sur XE, à isomorphisme près, qu’un seul fibré stable de pente λ,
OXE (λ). La catégorie abélienne des fibrés semi-stables de pente λ est équivalente à celle
des Dopp

λ -espaces vectoriels de dimension finie.

(3) La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur XE est scindée.

(4) L’application{
(λi)1≤i≤n ∈ Qn | n ∈ N, λ1 ≥ · · · ≥ λn

}
−→

{
Classes d’isomorphismes de fibrés sur XE

}
(λ1, . . . , λn) 7−→

[ n⊕
i=1

OXE (λi)
]

est une bijection.

D’après le théorème 4.26, le théorème précédent pour tout corps E se ramène à prouver le
théorème suivant pour tout E.
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Théorème 12.9. Soit une suite exacte de fibrés

0 −→ OXE
(
− 1

n

)
−→ E −→ OXE (1) −→ 0.

On a alors H0(XE , E) 6= 0.

Nous allons donner deux preuves de ce théorème dans la suite.

12.5. Preuve via les espaces de Banach-Colmez.

12.5.1. Espaces de Banach-Colmez. Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos. Colmez
a construit dans [9] et [10] une catégorie abélienne que nous noterons BC et qu’il appelle espaces
de Banach de dimension finie. Cette catégorie est munie d’un foncteur exact fidèle

BC −→ Banach

X 7−→ X(C)

vers la catégorie des E-espaces de Banach. Notons VectC , resp. VectE , la catégorie des C-espaces
vectoriels, resp. des E-e.v., de dimension finie. Cette catégorie est munie de deux foncteurs pleine-
ment fidèles exacts

VectC −→ BC
W 7−→ W an

et

VectE −→ BC
V 7−→ V ét

tels que composés avec le foncteur de BC vers les espaces de Banach on retoruve les plongements
canoniques VectC ↪→ Banach, VectQp ↪→ Banach. En d’autres termes, on a des identifications

canoniques W an(C) = W et V ét(C) = V . De plus, pour tout X ∈ BC, il existe Y ∈ BC s’écrivant
comme une extension

0 −→ V ét −→ Y −→W an −→ 0

et un sous-Qp-espace vectoriel de dimension finie V ′ ⊂ Y (C) tel que X ' Y/V ′ét
. Colmez a alors

démontré qu’il existe deux fonctions additives{
dim : BC −→ N
ht : BC −→ Z

caractérisées par les propriétés

dimW an = dimCW, dimV ét = 0

et
htW an = 0, htV ét = dimQp V.

On a de plus que VectQp = {X ∈ BC | dimX = 0}.

En fait, le plongement VectC ↪→ BC s’étend en un plongement de la catégorie des B+
dR-modules

de longueur finie dans BC, VectC s’identifiant aux B+
dR-modules de longueur finie annulés par t.

Pour d, h ∈ N, il y a un espace de Banach-Colmez X(d, h) ∈ BC tel que

X(d, h)(C) = (B+
E )ϕ

h
E=πdE .

Il est de dimension d et de hauteur h. Du point de vue de Colmez, les espaces de Banach-Colmez
sont des foncteurs de la catégorie des C-algèbres sympatiques vers les E-espaces de Banach. Cepen-
dant dans [38], Plût développe une théorie des espaces de Banach-Colmez équivalente à celle de
Colmez dans laquelle certains de ces espaces (ceux qui sont extension d’un C-espace vectoriel de
dimension finie par un E-espace vectoriel de dimension finie) possèdent un faisceau structural.
Plus précisément, ce sont des E-espace vectoriel spectraux au sens de la section 8.2. De ce point
de vue, lorsque d 6= 0, l’espace de Banach-Colmez X(d, h) précédent n’est alors rien d’autre que le

E-espace vectoriel spectral X̃(Gd,h)an⊗̂WO(k)QC défini dans la section 8.3 où Gd,h est le O-module
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formel défini dans la section 7.3.2. Le choix d’un relèvement G̃ de Gd,h à OC satisfaisant l’hypothèse
de la section 8.3 (l’existence d’une quasi-isogénie ρ, cf. 8.3) induit un isomorphisme de E-espaces
vectoriels spectraux

X̃(Gd,h)an⊗̂WO(k)QC ' X(G̃rig)
et une présentation comme extension (cf. section 8.4.2)

0 −→ Vπ(G̃)ét −→ X(G̃rig) −→ Lie G̃ ⊗Gana −→ 0.

12.5.2. Preuve du théorème 12.9. Voyons maintenant comment démontrer le théorème 12.9 en
utilisant les espaces de Banach-Colmez. Soit

0 −→ OXE (− 1
n ) −→ E −→ OXE (1) −→ 0

une suite exacte. La classe de l’extension précédente vit dans

H1(X,OXE (−1− 1
n )) = H1(XEn ,OXEn (−n− 1)).

Soit ξ ∈ H1(XEn ,OXEn (−n−1)) cette classe. Il s’agit alors de vérifier que le noyau du morphisme
composé

H0(XE ,OXE (1))
π∗n−−−→ H0(XEn ,OXEn (n))

−∪ξ−−−−→ H1(XEn ,OXEn (−1))

est non nul où πn : XEn → XE . Soit t ∈ PE,πE ,1 \ {0}, {∞} = V +(t), B+
dR = ÔXE ,∞. Il y a des

identifications 
H0(X,OX(1)) = (B+

E )ϕE=πE

H1(XEn ,OXEn (−1)) = C/En

H1(XEn ,OXEn (−n− 1)) = B+
dR/(t

n+1B+
dR + En).

Soit x ∈ B+
dR/t

n+1B+
dR induisant ξ lorsqu’on le réduit modulo En. Le morphisme précédent s’i-

dentifie alors au morphisme composé

(B+
E )ϕE=πE ↪→ (B+

E )ϕ
n
E=πnE ↪→ B+

dR/t
n+1B+

dR
×x−−−→ B+

dR/t
n+1B+

dR −→ (B+
dR/t

n+1B+
dR)/(B+

E )ϕ
n
E=πnE︸ ︷︷ ︸

'C/En

.

Il s’agit donc d’un morphisme d’espaces de Banach induit par un morphisme d’espaces Banach-
Colmez

u : X(1, 1) −→ Can/E ét
n .

Si u était injectif, puisque dimX(1, 1) = dimCan/E ét
n = 1, on aurait

dim coker(u) = 0

et donc cokeru ∈ VectE . Or, Hom(Can, E ét) = 0, et l’épimorphisme composé

Can � Can/E ét � coker(u)

serait donc nul. Cela impliquerait que coker(u) = 0 et donc, u serait un isomorphisme. Puisque
htX(1, 1) = 1 et htC/En = −n, cela est impossible si n > 1. Si n = 1, il faut utiliser le fait que
Hom(Can, X(1, 1)) = 0 pour conclure que l’on n’a pas X(1, 1) ' Can/E ét.

12.6. Preuve via les périodes des espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld.

12.6.1. Deux résultats sur les modifications de fibrés.

Théorème 12.10.

(1) Soit E un sous-OXE -module localement libre de OXE ( 1
n ) tel que le quotient OXE ( 1

n )/E soit
un faisceau cohérent de torsion de degré 1. Alors, E ' OnXE .

(2) Soit F un faisceau cohérent de torsion de degré 1 et E un OXE -module localement libre
qui est une extension

0 −→ OnXE −→ E −→ F −→ 0.

Il existe alors r vérifiant 1 ≤ r ≤ n tel que

E ' OXE ( 1
r )⊕On−rXE

.
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Remarque 12.11. Nous allons utiliser le théorème 12.10 précédent afin de démontrer le théorème
12.9 qui entrâıne lui-même le théorème 12.8 de classification des fibrés. Réciproquement, il est très
facile de vérifier que le théorème 12.8 de classification des fibrés entrâıne le théorème 12.10. Ce
théorème 12.10 semble donc incontournable si l’on veut classifier les fibrés.

Avant d’attaquer la preuve du théorème 12.10 commençons par quelques résultats préliminaires.

Lemme 12.12. Soit n ≥ 1 et x ∈ |XE |. Notons ix : {x} ↪→ X. Soit D = D1/n = End(OXE ( 1
n ))

(cf. def. 12.6 et prop. 12.7). Le k(x)-espace vectoriel HomOXE (OXE ( 1
n ), ix∗k(x)) est de dimension

n. De plus, il existe θ : OXE ( 1
n )→ ix∗k(x) tel que

HomOXE (OXE ( 1
n ), ix∗k(x)) =< θ, θ ◦Π, . . . , θ ◦Πn−1 > .

Lemme 12.13. Soit x ∈ |XE | et t ∈ PE,πE ,1 = H0(XE ,OXE (1)) tel que V +(t) = {x}.
(1) Si W ∈ Vectk(x) et V ∈ VectE, il y a un isomorphisme naturel en W et V de k(x)-espaces

vectoriels

Homk(x)(W,V ⊗Qp k(x))
∼−−→ Ext1OXE

(ix∗W,V ⊗E OX).

(2) L’extension (ξ)

0 −→ OXE
×t−−−→ OXE (1)

θ−−→ ix∗k(x) −→ 0

est universelle au sens où pour toute extension de ix∗W par V ⊗EOXE , il existe un unique
morphisme k(x)-linéaire u : W −→ V ⊗E k(x) tel que l’extension soit obtenue par image
réciproque de l’extension (ξ)⊗E V via ix∗u.

Démonstration. Soit
0 −→ OXE −→ E −→ ix∗k(x) −→ 0

une extension. Puisque OXE est sans torsion, Etor ↪→ ix∗k(x). On en déduit que si l’extension n’est
pas scindée alors E est un OXE -module localement libre. Si c’est le cas, E est un fibré en droites

de rang 1 et de degré 1 et donc E ' OXE (1). Fixons un tel isomorphisme OXE (1)
∼−−→ E . On en

conclut facilement que la classe de l’extension précédente est un k(x)-multiple de la classe de (ξ).
Le lemme s’en déduit sans difficulté. �

démonstration du point (1) : Soit E ⊂ OXE ( 1
n ) tel que OXE ( 1

n )/E ' ix∗k(x) pour un x ∈ |X|.
Notons C = k(x) et fixons un isomorphisme OXE ( 1

n )/E ' ix∗k(x). Soient λ0, . . . , λn−1 ∈ C tels

que le morphisme u : OX( 1
n )→ ix∗k(x) soit donné par

n−1∑
i=0

λi.θ ◦Πi

comme dans le lemme 12.12. Puisque ce morphisme est un épimorphisme, les (λi)i ne sont pas
tous nuls. Le morphisme induit au niveau des sections globales est le morphisme

(B+
E )ϕE=πE

∑
i λiθ◦ϕ

i

−−−−−−−−→ C.

D’après le théorème 11.2, ce morphisme est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension
n, V , tel que

V ⊗E B+
E −→ (B+

E )n

x⊗ 1 7−→ (x, ϕE(x), . . . , ϕn−1
E (x))

soit injectif de conoyau annulé par t, où {x} = V +(t) avec t ∈ PE,πE ,1. Il y a donc un morphisme

OXE ⊗E V −→ ker(u)

qui est un isomorphisme sur l’ouvert X \ {x}. Puisque OXE ⊗E V et ker(u) ont même rang et
degré c’est un isomorphisme. �

démonstration du point (2) :
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Soit x ∈ |XE | tel que F ' ix∗k(x). Notons C = k(x). D’après le lemme 12.13 il existe un
morphisme u : C → Cn tel que l’on ait un diagramme

0 // O n
XE

// E

��

// ix∗C //

ix∗u

��

0

0 // O n
XE

// OXE (1)n // ix∗Cn // 0

via lequel

E ∼−−→ OXE (1)n ×
ix∗Cn

ix∗C .

Bien sûr, si u = 0, E ' ix∗C ⊕OnXE . On a donc u 6= 0. Notons u(1) = (λ0, . . . , λn−1) ∈ Cn.

Supposons d’abord que λ0, . . . , λn−1 sont linéairement indépendant sur E. D’après le théorème
11.5 on peut alors trouver

x0, . . . , xn−1 ∈ H0(XE ,OXE ( 1
n ))

tels que :
– Si θ : OXE ( 1

n )→ ix∗C est comme dans le lemme 12.12 alors pour tout j tel que 0 ≤ j ≤ n−1
on a

n−1∑
i=0

λiθ(Π
j(xi)) = 0.

– Le morphisme

D ⊗E OXE −→
n−1⊕
i=0

OXE ( 1
n )

d⊗ s 7−→ (sd.x0, . . . , sd.xn−1)

est un isomorphisme en fibre générique.
Remarquons que puisque u est injectif, le morphisme E → OXE (1)n est un monomorphisme de

OXE -modules. Définissons un morphisme

f : OXE (1)n −→ OXE (1 + 1
n )

(a0, . . . , an−1) 7−→
n−1∑
i=0

aixi.

La suite exacte

0 −→ OXE −→ OXE (1) −→ ix∗C −→ 0

tensorisée par OXE ( 1
n ) fournit une suite exacte

0 −→ OXE ( 1
n ) −→ OXE (1 + 1

n )
α−−→ ix∗C

n −→ 0.

Si on note θ′ : OXE (1)→ ix∗C, le composé

OXE (1)n
f−−→ OXE (1 + 1

n )
α−−→ ix∗C

n

est le morphisme

(a0, . . . , an−1) 7−→
( n−1∑
i=0

θ′(ai)θ(Π
jxi)

)
0≤j≤n−1

.

Il s’en suit que le composé

E ↪−→ OXE (1)n
f−−→ OXE (1 + 1

n )
α−−→ ix∗C

n

est nul et définit donc un morphisme

β : E −→ OXE ( 1
n ).
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En restriction à OnXE ⊂ E ce morphisme β est donné par

OnXE −→ OXE ( 1
n )

(a0, . . . , an−1) 7−→
n−1∑
i=0

aixi.

Montrons que ce dernier morphisme est un isomorphisme au point générique. Soit t ∈ PE,π,1 tel
que V +(t) = {x}. Notons

Be,E = (B+
E [ 1

t ])
ϕE=Id = Γ(XE \ {x},OXE )

Be,En = (B+
E [ 1

t ])
ϕnE=Id = Γ(XEn \ π−1

E,En
(x),OXEn ) = Be,E ⊗E En

où πE,En : XEn → XE . On a

x0, . . . , xn−1 ∈ (B+
E )ϕ

n
E=π.

Soit

M = H0(X \ {x},OXE ( 1
n )) = (B+

E [ 1
t ])

ϕnE=π,

un Be,En -module libre de rang 1. Soit

y = (x0, . . . , xn−1) ∈Mn.

Puisque le morphisme

D ⊗E OXE −→
n−1⊕
i=0

OXE ( 1
n )

d⊗ s 7−→ (sd.x0, . . . , sd.xn−1)

est un isomorphisme en fibre générique,

(y, ϕ(y), . . . , ϕn−1(y))

est une base de Mn ⊗Be,En Frac(Be,En). Soit tn ∈ (B+
E )ϕ

n
E=π tel que

n−1∏
i=0

ϕi(tn) ∈ E×.t.

Alors, tn est une base de M comme Be,En-module et (tn, ϕ(tn), . . . , ϕn−1(tn)) en est une en tant
que Be,E-module. Puisque (ϕj(y))0≤j≤n−1 est une base générique de Mn, on a

det
(ϕj(xi)

tn

)
0≤i,j≤n−1

6= 0 dans Be,En .

Maintenant, si xi =
∑
j aijϕ

j(tn) avec aij ∈ Be,E , on a une égalité matricielle(ϕj(xi)
tn

)
i,j

= (aij)i,j .
(ϕi+j(tn)

tn

)
i,j
.

On a donc det(aij)i,j 6= 0 ce qui signifie que (x0, . . . , xn−1) est une base générique du Be,E-module
M .

Le morphisme β : E → OXE ( 1
n ) est donc un isomorphisme générique. Puisque deg(E) =

deg(OXE ( 1
n )), c’est un isomorphisme. Cela conclut le cas où λ0, . . . , λn−1 sont linéairement indépendants

sur E.

Passons maintenant au cas général. Soit

V = {ψ ∈ (En)∗ | ψC ◦ u = 0}⊥ ⊂ En

où si ψ ∈ (En)∗, ψ : En → E, on note ψC = ψ ⊗ Id : Cn → C. Soit W un supplémentaire de V
dans En,

En = V ⊕W.
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Notons r = dimE V . Puisque u 6= 0, r > 0. Notons

u1 : C
u−−→ Cn = VC ⊕WC

proj−−−−→ VC

u2 : C
u−−→ Cn = VC ⊕WC

proj−−−−→WC .

On a alors u2 = 0 et pour tout ψ ∈ V ∗ \ {0}, ψC ◦ u1 6= 0. De plus,

Ext1
OXE

(ix∗C,OnXE ) = Ext1
OXE

(ix∗C, V ⊗E OXE )⊕ Ext1
OXE

(ix∗C,W ⊗E OXE )

= HomC(C, VC)⊕HomC(C,WC).

Ainsi, l’extension

0 −→ OnXE −→ E −→ ix∗C −→ 0

est la somme de Baer des extensions associées à u1 et u2. L’extension associée à u1 vérifie les
hypothèses précédentes (le cas λ0, . . . , λn−1 linéairement indépendants) et celle associée à u2 est
triviale. On en déduit que pour un morphisme OXE ( 1

r )→ ix∗C,

E ' OXE ( 1
r ) ×

ix∗C

(
On−rXE

⊕ ix∗C
)

' OXE ( 1
r )⊕On−rXE

.

�

12.6.2. Fibrés élémentaires.

Définition 12.14. Un fibré élémentaire est un fibré E non nul possédant une résolution de la
forme

0 −→ OnXE −→
d⊕
i=1

OXE
(

1
hi

)
−→ E −→ 0

pour un entier d ≥ 1 et des hi ≥ 1.

Théorème 12.15. Soit E un fibré élémentaire, x ∈ |XE |, et

u : E −→ ix∗k(x)

un épimorphisme de OXE -modules. Alors,

(1) Si deg(E) = 1, H0(XE , keru) 6= 0.

(2) Si deg(E) > 1, il existe un fibré élémentaire E ′ de degré deg(E)− 1 et un monomorphisme
de OXE -modules

E ′ ↪→ ker(u).

Démonstration. Si deg(E) = 1, E possède une résolution de la forme

0 −→ OnXE −→ OXE
(

1
h

)
−→ E −→ 0.

Puisque E 6= 0, rg(E) > 0 et donc n < h. D’après le point (1) du théorème 12.10, le noyau du
morphisme composé

OXE
(

1
h

)
−→ E u−−→ ix∗k(x)

est isomorphe à OhXE . Il y a donc une suite exacte

0 −→ OnXE −→ O
h
XE −→ ker(u) −→ 0.

Puisque H1(XE ,OXE ) = 0 on a une suite exacte

0 −→ Qnp −→ Qhp −→ H0(XE , keru) −→ 0,

d’où H0(XE , keru) 6= 0 puisque n < h.

Supposons maintenant deg(E) > 1. Soit une résolution

0 −→ OnXE −→
d⊕
i=1

OXE
(

1
hi

)
−→ E −→ 0
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et notons

v :

d⊕
i=1

OXE
(

1
hi

)
−→ E u−−→ ix∗k(x)

le morphisme composé. Il s’écrit sous la forme v =
∑d
i=1 vi où

vi : OXE
(

1
hi

)
−→ ix∗k(x).

Soit I ⊂ {1, . . . , d} l’ensemble des i tels que vi 6= 0. Soit W ⊂ k(x)I le noyau de l’application
linéaire somme

k(x)I −→ k(x)

(xi)i∈I 7−→
∑
i

xi.

Soit W = ⊕j∈JDj une décomposition en somme de droites. Considérons le morphisme

α = ⊕i∈Ivi :
⊕
i∈I
OXE

(
1
hi

)
−→ ix∗k(x)I .

D’après le point (1) du théorème 12.10, ker(α) est un fibré trivial. Il y a de plus une extension
pour tout j ∈ J

0 −→ kerα −→ α−1(ix∗Dj) −→ ix∗Dj −→ 0.

Le point (2) du théorème 12.10 nous dit alors que pour j ∈ J ,

α−1(ix∗Dj) ' OXE
(

1
aj

)
⊕ObjXE

pour des entiers aj , bj vérifiant bj ≥ 0 et aj ≥ 1. Il y a donc un épimorphisme de OXE -modules⊕
i/∈I

OXE
(

1
hi

)
⊕
⊕
j∈J

(
OXE

(
1
aj

)
⊕ObjXE

)
−→ ker(v)

de noyau un fibré trivial.

On en déduit l’existence d’une résolution de la forme

0 −→ OrXE −→
( d−1⊕
i=1

OXE
(

1
h′i

))
⊕OsXE −→ ker v −→ 0.

De plus, OnXE ⊂ ker v et son image réciproque dans le terme du milieu de la suite exacte précédente

est une extension de OnXE par OrXE . Puisque H1(X,OXE ) = 0 c’est donc un fibré trivial isomorphe
à OmXE pour un entier m. Au final on a une résolution

0 −→ OmXE −→
( d−1⊕
i=1

OXE
(

1
h′i

))
⊕OsXE −→ keru −→ 0.

Le noyau du morphisme composé

OmXE −→
( d−1⊕
i=1

OXE
(

1
h′i

))
⊕OsXE

proj−−→ OsXE

est un fibré trivial, isomorphe OeXE pour un entier e. Si l’on pose

E ′ =
( d−1⊕
i=1

OXE
(

1
h′i

))
/OeXE

c’est un fibré élémentaire muni d’un monomorphisme de OXE -modules vers keru. �
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12.6.3. Preuve du théorème 12.9. Soit n ≥ 1 et une extension

0 −→ OX
(
− 1

n

)
−→ E −→ OX(1) −→ 0.

Il y a un plongement OXE
(
− 1

n

)
↪→ OXE (1)n de conoyau un faisceau cohérent de torsion F de

degré n+ 1. Puisque Ext1(OXE (1),OXE (1)n) = 0, on en déduit une suite exacte

0 −→ E −→ OXE (1)n+1 −→ F −→ 0.

Il suffit maintenant de remarquer que OXE (1)n+1 est un fibré élémentaire et de dévisser F par une
extension successive itérée (n+ 1)-fois de faisceaux gratte-ciel de la forme ix∗k(x) avec x ∈ |XE |.
En appliquant le théorème 12.15, on conclut. �

13. ϕ-modules et fibrés

13.1. ϕ-modules.

13.1.1. Définitions. Rappelons que l’on note

BE = Bb,+E /p

où

p = {x ∈ Bb,+E | v0(x) > 0}

=
{ ∑
n�−∞

[xn]πnE ∈ B
b,+
E | ∃ε > 0, ∀n v(xn) ≥ ε

}
.

Notons

m = ker(Bb,+E �WOE (k)Q)

=
{ ∑
n�−∞

[xn]πnE ∈ B
b,+
E | ∀n v(xn) > 0

}
et mBE = m/p. L’anneau BE est local d’idéal maximal mBE et de corps résiduel WOE (k)Q.

Rappelons également que le morphisme naturel induit par l’inclusion Bb,+E ⊂ B+
E

BE −→ B+
E/{x ∈ B

+
E | v0(x) > 0}

est un isomorphisme. Dans cette section on notera

LE := WOE (k)Q.

Définition 13.1. Pour A ∈ {LE , B+
E , BE} on note

ϕ-modA

la catégorie formée des couples (M,ϕ) où M est un A-module libre de rang fini et ϕ : M
∼−−→ M

un isomorphisme ϕE-linéaire.

Bien sûr, la catégorie ϕ-ModLE est la catégorie Tannakienne des k-isocristaux relatifs à E. Cette
catégorie abélienne est semi-simple, complètement décrite par le théorème de Dieudonné-Manin.
Pour A ∈ {LE , B+

E ;BE}, la catégorie ϕ-ModA est tensorielle symétrique E-linéaire, munie d’un
objet unité 1A = (A,ϕE), de duaux et de Hom internes. Plus précisément, on a

(M1, ϕ1)⊗ (M2, ϕ2) = (M1 ⊗AM2, ϕ1 ⊗ ϕ2)

Hom
(
(M1, ϕ1), (M2, ϕ2)

)
=

(
HomA(M1,M2), ψ

)
où ψ(f) = ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 . Le dual de X ∈ ϕ-ModA est alors

X̌ := Hom(X,1A).

On dispose de la formule usuelle

X̌1 ⊗X2
∼−−→ Hom(X1, X2).

Pour X = (M,ϕ) ∈ ϕ-ModA posons

H0(X) := Hom(1A, X) = Mϕ=Id
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et

H1(X) := Ext1(1A, X) = coker
(
M

Id−ϕ−−−−−→M
)

où les extensions sont prises au sens de Yoneda. On a alors

Hom(X1, X2) = H0(Hom(X1, X2)).

La catégorie ϕ-ModA est naturellement une catégorie exacte dans laquelle tout suite exacte courte

0 −→ X1 −→ X2 −→ X3 −→ 0

donne naissance à une suite exacte longue de E-espaces vectoriels

0 −→ H0(X1) −→ H0(X2) −→ H0(X3) −→ H1(X1) −→ H1(X2) −→ H1(X3) −→ 0.

Fixons une uniformisante πE de E. On a alors des objets � à la Tate � dans ϕ-ModA, pour n ∈ Z
A(n) := (A, πnEϕE)

et des torsions à la Tate, si X = (M,ϕ)

X(n) := X ⊗A(n) = (M,πnEϕ).

On a bien sûr A(n) = A(1)⊗n et A(0) = 1A.

13.1.2. Module gradué associé à un ϕ-module. Il y a un morphisme de E-espaces vectoriels pour
deux ϕ-modules X et Y

H0(X)⊗E H0(Y ) −→ H0(X ⊗ Y ).

On peut ainsi former la E-algèbre graduée⊕
d≥0

H0(B+
E (−d))

qui n’est rien d’autre que PE,πE . D’après la proposition 7.3 on obtient la même algèbre en rem-

plaçant B+
E par BE : via l’application de réduction B+

E → BE on a

PE,πE =
⊕
d≥0

H0(B+
E (−d))

∼−−→
⊕
d≥0

H0(BE(−d)).

De plus, si X = (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+
E

alors

Γ•(X) =
⊕
d≥0

Γd(X) :=
⊕
d≥0

H0(X(−d)) =
⊕
d≥0

Mϕ=πdE

est un PE,πE -module gradué via H0(B+
E (−d))⊗H0(X(−d′))→ H0(X(−d+ d′)). Cela définit un

foncteur
Γ• : ϕ-ModB+

E
−→ PE,πE -modules gradués.

13.1.3. Changement de corps E. Soit E′|E une extension de degré fini. On suppose les corps
résiduels de E et E′, kE et kE′ , plongés dans le corps algébriquement clos k. Pour A ∈ {L,B+, B}
notons

ϕ-ModAE ⊗E E′

la catégorie formée des couples (X, ι) où X ∈ ϕ-ModAE et ι : E′ → End(X) est un morphisme
de E-algèbres. L’extension WOE (kE′)Q|E est l’extension maximale non-ramifiée de E dans E′. Si
(M,ϕ, ι) ∈ ϕ-ModAE ⊗E E′ on a une décomposition

M =
⊕

i∈Z/fE′/EZ

Mi

où
Mi = {x ∈M | ∀a ∈WOE (kE′)Q, ι(a)(x) = ϕiE(a)x}.

Alors,
ϕ : Mi

∼−−→Mi+1,

M0 est un AE ⊗WOE (kE′ )Q
E′ = AE′ -module libre et(

M0, ϕ
fE′/E

)
∈ ϕ-ModAE′ .
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Cela définit un foncteur

ϕ-ModAE ⊗E E′ −→ ϕ-ModAE′ .

Soit maintenant (M ′, ϕ′) ∈ ϕ-ModAE′ . Posons

M =

fE′/E−1⊕
i=0

M ′ ⊗AE′ ,ϕiE AE′ .

Pour 0 ≤ i ≤ fE′/E − 1 posons

ψi : M ′ ⊗AE′ ,ϕiE AE′ −→ M ′ ⊗AE′ ,ϕi+1
E

AE′

m⊗ x 7−→

{
m⊗ ϕE(x) si i < fE′/E − 1

ϕ′(m)⊗ ϕE(x) si i = fE′/E − 1.

Alors, (
M,⊕fE′/E−1

i=0 ψi
)
∈ ϕ-ModAE ⊗E E′.

On vérifie que les deux foncteurs précédents sont adjoints et induisent des équivalences inverses
de catégories

ϕ-ModAE ⊗E E′
∼−−→ ϕ-ModAE′ .

On dispose mainteant d’un couple de foncteurs adjoints

ϕ-ModAE′

πE′/E∗ //
ϕ-ModAE

π∗
E′/E

oo

qui est donné via l’équivalence ϕ-ModAE ⊗E E′ ' ϕ-ModAE′ par les formules

πE′/E∗(X, ι) = X

π∗E′/E(Y ) = Y ⊗E E′,

l’action de E′ sur Y ⊗E E′ étant l’action canonique. En termes de ϕ-modules,

π∗E′/E(M,ϕ) = (M ⊗AE AE′ , ϕfE′/E ⊗ ϕE′).

13.1.4. Les ϕ-modules A(λ). Soit toujours A ∈ {L,B+, B}. Fixons une uniformisante πE de E.

Pour h ≥ 1 notons Eh = WOE (k)
ϕhE=Id
Q l’extension non-ramifiée de degré h de E que l’on munit

également de l’uniformisante πE .

Définition 13.2. Soit λ ∈ Q, λ = d
h avec h ≥ 1, d ∈ Z et (d, h) = 1. On pose

AE(λ) = πEh/E∗
(
AEh(d)

)
∈ ϕ-ModAE .

Le théorème de Dieudonné-Manin affirme que la catégorie abélienne ϕ-ModLE est semi-simple
d’objets simples les LE(λ), λ ∈ Q. Via les foncteurs d’extension des scalaires

ϕ-ModLE −→ ϕ-ModB+
E
−→ ϕ-ModBE ,

le ϕ-module LE(λ) s’envoie sur B+
E (λ) et BE(λ).

13.2. Classification des ϕ-modules. La proposition qui suit généralise la proposition 7.3.

Proposition 13.3. Le foncteur de réduction

ϕ-ModB+
E
−→ ϕ-ModBE

est pleinement fidèle.
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Démonstration. L’existence de Hom internes et la formule

Hom(X,Y ) = H0(Hom(X,Y ))

dans les catégories ϕ-ModB+
E

et ϕ-ModBE montrent que la proposition est équivalente à ce que si

X ∈ ϕ-ModB+
E

et X = X ⊗B+
E
BE alors

H0(X)
∼−−→ H0(X).

Soit donc X = (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+
E

. Fixons une base (e1, . . . , en) de M et soit A = (aij)i,j ∈
GLn(B+

E ) la matrice de ϕ dans cette base, ϕ(ei) =
∑
j aijej . Pour r ≥ 0 définissons une norme

additive sur M en posant

‖.‖r : M −→ R ∪ {+∞}
n∑
i=1

xiei 7−→ inf
1≤i≤n

{vr(xi)}.

Par norme additive on entend les propriétés
‖m‖r = 0⇔ x = 0

‖λm‖r = vr(λ) + ‖m‖r
‖m1 +m2‖r ≥ inf{‖m1‖r, ‖m2‖r}.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :
– M est complet pour la famille de normes additives (‖.‖r)r>0,
– ‖.‖0 : M → R+ ∪ {+∞},
– ‖m‖0 = lim

r→
>

0
‖m‖r.

Si

Λ = {m ∈M | ‖m‖0 > 0},
un sous B+

E -module stable sous l’action de ϕ, on a alors

M ⊗B+
E
BE = M/Λ.

Pour montrer que H0(M)
∼−→ H0(M/Λ) il suffit donc de démontrer que

Id− ϕ : Λ −→ Λ

est un isomorphisme.
Pour r ≥ 0 posons

‖A‖r = inf
1≤i,j≤n

vr(ai,j) ∈ R.

Puisque pour tout x ∈ B+
E on a vr(ϕE(x)) = qv r

q
(x) où q est le cardinal du corps résiduel de E,

l’inégalité suivante est vérifiée :

‖ϕ(m)‖r ≥ q‖m‖ rq + ‖A‖r.

On en déduit par récurrence que pour tout entier k ≥ 1

‖ϕk(m)‖r ≥ qk‖m‖ r

qk
+

k−1∑
i=0

qi‖A‖ r
qi
.

Lorsque r = 0 cette formule donne

‖ϕk(m)‖0 ≥ qk‖m‖0 +
( k−1∑
i=0

qi
)
‖A‖0

où ‖A‖0 ≥ 0. Ainsi, sim ∈ Λ vérifie ϕ(m) = m, de l’inégalité précédente on déduit que ‖m‖0 = +∞
et donc m = 0. L’application Id− ϕ : Λ→ Λ est donc injective.
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Soit maintenant r > 0 et m ∈ Λ. D’après la preuve du lemme 5.27, il existe r0 > 0 et α ≥ 0
tels que pour 0 ≤ r′ ≤ r0 on ait ‖A‖r′ ≥ −αr′. Il existe donc des constantes A,B ∈ R telles que

k−1∑
i=0

qi‖A‖ r
qi
≥ Ak +B.

Puisque lim
k→+∞

‖m‖ r

qk
= ‖m‖0 > 0 on en déduit que

lim
k→+∞

‖ϕk(m)‖r = +∞.

Cela étant vrai pour tout r > 0, M étant complet pour (‖.‖r)r>0, on en déduit que Id−ϕ : Λ→ Λ
possède un inverse donné par

Λ −→ Λ

m 7−→
∑
k≥0

ϕk(m).

�

Lemme 13.4. Soit M un WOE (OF )-module libre de rang fini muni d’un endomorphisme ϕE-
linéaire ϕ : M →M . Soit Mk := M ⊗WOE (k). Alors,

Mϕ=Id ∼−−→Mϕ=Id
k

et Mϕ=Id ⊗WOE (k) WOE (OF ) est un sous-ϕ-module de M facteur direct.

Démonstration. Fixons une base de M , ce qui permet de l’identifier à WOE (OF )n. Pour montrer
la première assertion il suffit de vérifier que

Id− ϕ : W (mF )n −→W (mF )n

est bijectif. Munissons WOE (OF )n de la topologie produit de la topologie faible sur WOE (OF ).
Si l’on pose pour r > 0, ‖(x1, . . . , xn)‖r = inf{vr(x1), . . . , vr(xn)} il s’agit alors de la topologie
déduite de la famille de normes additives (‖.‖r)r>0. C’est également la topologie ([a], π)-adique
sur M pour un a ∈ OF \ {0} vérifiant v(a) > 0. Pour cette topologie, M est complet. On vérifie
facilement que pour tout m ∈WOE (mF )n,

lim
k→+∞

ϕk(m) = 0.

Ainsi, (Id − ϕ)|WOE (mF )n possède comme inverse l’application m 7→
∑
k≥0 ϕ

k(m). On a donc

Mϕ=Id ∼−−→Mϕ=Id
k .

Le noyau de WOE (OF ) → WOE (k) est contenu dans le radical de Jacobson de WOE (OF ). On

peut donc appliquer le lemme de Nakayama pour conclure que puisque Mϕ=Id
k est facteur direct

dans Mk, Mϕ=Id ⊗WOE (k) WOE (OF ) est facteur direct dans M . �

Lemme 13.5. Soient X,Y ∈ ϕ-ModBE . On a alors

Ext1(X,Y ) ' H1(X̌ ⊗ Y ).

Lemme 13.6. Pour λ, µ ∈ Q on a

Ext1
(
BE(λ), BE(µ)

)
= 0.

Démonstration. On a BE(λ)∨ = BE(−λ). De plus, BE(−λ)⊗BE(µ) est une somme directe de
ϕ-modules isomorphes à B(µ−λ). Il suffit donc de montrer que pour tout ν ∈ Q, H1

(
BE(ν)

)
= 0.

Si ν = d
h avec (d, h) = 1, h ≥ 1 et d ∈ Z alors

H1
(
BE( dh )

)
= H1

(
BEh(d)

)
= coker

(
BE

Id−πdEϕ
h
E−−−−−−→ BE

)
.

Si d > 0 cela résulte de ce que

Id− πdEϕhE : WOE (OF )
∼−−→WOE (OF )
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car πdEϕ
h
E est topologiquement πE-adiquement nilpotent et WOE (OF ) est πE-adique. Si d < 0 cela

résulte de ce que

π−dE ϕ−hE : coker
(
BE

Id−πdEϕ
h
E−−−−−−→ BE

) ∼−−→ coker
(
BE

π−dE ϕ−hE −Id−−−−−−−−→ BE
)

et du cas précédent d > 0. Si d = 0, on a WOE (OF ) = WOE (k) ⊕ WOE (mF ). Puisque k est
algébriquement clos,

coker
(
WOE (k)

Id−ϕE−−−−→WOE (k)
)

= 0.

Puisque ϕE est topologiquement nilpotent pour la topologie faible sur WOE (mF ) et que celui-ci
est complet pour cette topologie,

Id− ϕE : WOE (mF )
∼−−→WOE (mF ).

D’où le résultat. �

Théorème 13.7.

(1) Le foncteur d’extension des scalaires de LE à B+
E

ϕ-ModLE −→ ϕ-ModB+
E

est essentiellement surjectif.

(2) Tout X ∈ ϕ-ModB+
E

est isomorphe à une somme directe de B+
E (λ), λ ∈ Q.

(3) Le foncteur de réduction des coefficients de B+
E à BE

ϕ-ModB+
E
−→ ϕ-ModBE

induit une équivalence de catégories.

Démonstration. D’après le théorème de Dieudonné-Manin, les points (1) et (2) sont équivalents.
La proposition 13.3 dit que le théorème revient alors à prouver que tout X ∈ ϕ-ModBE est

isomorphe à une somme directe de BE(λ), λ ∈ Q. Le lemme 13.6 nous dit qu’il suffit de montrer
qu’un tel X possède une filtration par des sous-ϕ-modules facteurs directs dont les gradués sont
isomorphes à des BE(λ), λ ∈ Q. Soit donc X = (M,ϕ). Notons Mk = M ⊗ LE . Soit λ la plus
petite pente de Dieudonné-Manin de (Mk, ϕ). Si λ = d

h avec (d, h) = 1 et h ≥ 1, il existe un
WOE (k)-réseau Λ ⊂Mk vérifiant

ϕhΛ ⊂ πdEΛ et Λϕ
h=πdE 6= 0.

Soient e1, . . . , en ∈ M relevant une base de Λ. D’après le lemme de Nakayama c’est une base de
M . Notons ψ = π−dE ϕh. Soit A ∈ GLn(BE) la matrice de ψ dans la base (e1, . . . , en). Puisque la
réduction de A dans WOE (k) est dans Mn(WOE (k)), il existe B ∈ Mn(WOE (OF )) dont l’image
dans Mn(BE) cöıncide avec A. On peut donc trouver un WOE (OF )-module libre N muni d’un

morphisme ϕhE-linéaire ψ̃ : N → N tel que

(N, ψ̃)⊗WOE (OF ) BE = (M,ψ).

D’après le lemme 13.4

Nψ=Id ∼−−→ Λϕ
h=πE 6= 0.

On peut donc trouver un morphisme non-nul

BE(λ) −→ (M,ϕ)

qui après réduction via BE → LE définit un sous-isocristal LE(λ) ↪→ (Mk, ϕ). D’après le lemme
de Nakayama, BE(λ)→ (M,ϕ) est un sous-ϕ-module facteur direct. �
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13.3. ϕ-modules et fibrés.

Définition 13.8. On note FibXE la catégorie des fibrés vectoriels sur XE.

Définissons un foncteur
ϕ-ModB+

E
−→ FibXE .

Soit X = (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+
E

et

Γ•(X) =
⊕
d≥0

MϕE=πdE

l’algèbre graduée sur PE,πE associée. Il lui est associé un faisceau quasi-cohérent

Γ̃•(X)

sur XE = Proj(PE,πE ). Si E′|E est une extension de degré fini, rappelons que l’on a un couple de
foncteurs adjoints (13.1.3)

ϕ-ModB+

E′

πE′/E∗ //
ϕ-ModB+

E
.

π∗
E′/E

oo

Il y a un isomorphisme π∗E′/EB
+
E (1) ' B+

E′([E
′ : E]) qui induit des isomorphismes compatibles au

produit tensoriel pour tout d ∈ Z, π∗E′/EB
+
E (d) ' B+

E′([E
′ : E]d). Lorsque E′|E est non-ramifiée,

que l’on a fixé une uniformisante πE et de E et que l’on choisit πE′ = πE , un tel isomorphisme
est canonique. Pour X ∈ ϕ-ModB+

E′
on a

Γ•(πE′/E∗X) =
⊕
d≥0

H0
(
(πE′/E∗X)(−d)

)
'

⊕
d≥0

H0
(
πE′/E∗(X(−[E′ : E]d))

)
=

⊕
d≥0

H0(X(−[E′ : E]d))

= Γ[E′:E]•(X)

qui est vu comme un PE,πE -module gradué via le morphisme d’anneaux gradués PE,πE ,• ↪→
PE′,πE′ ,[E′:E]•. On a donc si πE′,E : XE′ → XE ,

Γ•(πE′/E∗X)˜ = πE′,E∗
(
Γ[E′:E]•(X)˜ )

= πE′,E∗Γ̃•(X)

car Γ[E′:E]•(X)˜ = Γ̃•(X). Remarquons maintenant que par définition,

˜Γ•(B
+
E (d)) = OXE (−d).

On a donc d’après la formule précédente : pour tout λ ∈ Q,

Γ•(B
+
E (λ))˜ = OXE (−λ).

On déduit donc du théorème de classification 13.7 que pour tout X ∈ ϕ-ModB+
E

, Γ̃•(X) est un

OXE -module localement libre de rang fini.

Définition 13.9. On note

ϕ-ModB+
E
−→ FibXE

X 7−→ E(X)

le foncteur défini en posant E(X) = Γ̃•(X). On note de la même façon le foncteur

ϕ-ModLE −→ FibXE

obtenu à partir du précédent en étendant scalaires de LE à B+
E .
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On a donc

E
(
⊕i B+

E (λi)
)

= ⊕iOXE (−λi).
Soit (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+

E
. Donnons une description de E(M,ϕ) en termes de données de rec-

ollement comme dans la section 2.1. Soit donc ∞ ∈ |XE |, t ∈ PE,πE ,1 tel que V +(t) = {∞} et

B+
dR := ÔXE ,∞. On a alors

Γ(XE \ {∞}, E(M,ϕ)) = M [ 1
t ]
ϕ=Id

̂E(M,ϕ)∞ = M ⊗B+
E
B+
dR

et la donnée de recollement est l’isomorphisme naturel

M [ 1
t ]
ϕ=Id ⊗Be BdR

∼−−→M ⊗B+
E
BdR.

Le théorème suivant se déduit maintenant du théorème 12.8 de classification des fibrés.

Théorème 13.10. Le foncteur

E(−) : ϕ-ModB+
E
−→ FibXE

induit une équivalence de catégories tensorielles pour laquelle

H0(XE , E(M,ϕ)) = H0(M,ϕ) = Mϕ=Id.

De plus, si E′/E est une extension de degré fini, πE′,E : XE′ → XE, il y a un diagramme
commutatif

ϕ-ModB+

E′

E(−) //

πE′/E∗

��

FibXE′

πE′,E∗

��
ϕ-ModB+

E

E(−) //

π∗
E′/E

OO

FibXE .

π∗
E′,E

OO

Remarque 13.11. Le foncteur E(−) : ϕ-ModB+
E
→ FibXE est exact. Cependant son inverse ne

l’est pas et l’équivalence de catégories précédente n’est pas un équivalence de catégories exactes.
Par exemple, il résulte du lemme 13.6 et de la proposition 13.3 que pour tout X,Y ∈ ϕ-ModB+

E
on

a Ext1(X,Y ) = 0 alors qu’en général Ext1(E(X), E(Y )) 6= 0.

Donnons maintenant une description de l’inverse du foncteur E(−). Fixons le corps E et une
uniformisante π de E. On note X := XE , pour h ≥ 1, Ph := PEh,πE et Xh := XEh = Proj(Ph).
Soit

P∞ = lim
−→
h≥1

Ph.

C’est une E-algèbre Q+-graduée,

P∞ =
⊕
λ∈Q+

P∞,λ

où

P∞,λ =
⋃
h�1

(B+)ϕ
h=πhλ = (B+)ϕ

s=πr ⊗Es E∞

si λ = r
s avec (r, s) = 1 et E∞ est l’extension maximale non-ramifiée de E. Pour E ∈ FibX et

h ≥ 1 soit

Mh(E) =
⊕
λ∈ 1

hZ

Γ(Xh, (π
∗
hE)(hλ))

où πh : Xh → X et

M∞(E) = lim
−→
h≥1

Mh(E) =
⊕
λ∈Q

⋃
h�1

Γ(Xh, (π
∗
hE)(hλ)).

C’est un P∞-module Q-gradué.
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La tour de courbes (Xh)h≥1 est un pro-revêtement galoisien de groupe Ẑ. Plus précisément, si

on note σ = ϕ ∈ Gal(E∞|E) alors Gal(Xh/X) = σZ/hZ. Le fibré en droites OXh(1) = P̃h[1] est
muni d’un isomorphisme

uh : σ∗OXh(1)
∼−−→ OXh(1)

vérifiant

σh−1∗uh ◦ . . . σ∗uh ◦ uh = π ∈ Aut(OXh(1)).

Cet isomorphisme est celui associé à l’isomorphisme ϕ-linéaire de Ph-modules gradués

ϕ : Ph[1]
∼−−→ Ph[1].

On dispose de même pour tout d ∈ Z d’un isomorphisme

u⊗dh : σ∗OXh(d)
∼−−→ OXh(d)

associé à l’isomorphisme ϕ-linéaire ϕ : Ph[d]
∼−−→ Ph[d]. Cela définit un isomorphisme ϕ-linéaire

de P∞-modules

ϕ : M∞(E)
∼−−→M∞(E),

l’action de ϕ sur Γ(Xh, (π
∗
hE)(d)) étant définie par

ϕ : Γ(Xh, (π
∗
hE)(d))

σ∗−−−→ Γ(Xh, (σ
∗π∗hE)⊗σ∗OXh(d))

Id⊗u⊗dh−−−−−−→ Γ(Xh, (σ
∗π∗hE)(d)) = Γ(Xh, (π

∗
hE)(d))

puisque πh ◦ σ = πh.

Si (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+ on a

M∞(E(M,ϕ)) =
⊕
λ∈Q

⋃
h�1

Mϕh=πhλ .

Calculons en particulier M∞(OX(−µ)). Si µ = r
s avec (r, s) = 1, on a B+(µ) = B+e1⊕· · ·⊕B+es

sur lequel ϕ agit via ϕ(ei) = ei+1 si i < s et ϕ(es) = πre1. On a alors

M∞(E(B+(µ))) = P∞[−µ]e1 ⊕ · · · ⊕ P∞[−µ]es

où P∞[−µ] est graduée de telle manière que les éléments homogènes de degré λ soient les éléments
homogènes de degré λ − µ de P∞. De plus l’action de ϕ sur M∞(B+(µ)) est celle donnée par
ϕ(ei) = ei+1 si i < s et ϕ(es) = πre1.

De ce calcul et du théorème de classification des fibrés on déduit que si ϕ-ModP∞ désigne la

catégorie des P∞-modules Q-gradués M∞ munis d’un isomorphisme ϕ-linéaire ϕ : M∞
∼−−→ M∞

et tels que M∞ soit isomorphe à une somme finie de P∞[µ], µ ∈ Q, on a un foncteur

M∞(−) : FibX −→ ϕ-ModP∞ .

D’après le calcul explicite précédent, le composé

FibX
M∞(−)−−−−−−→ ϕ-ModP∞

−⊗P∞B
+

−−−−−−−−→ ϕ-ModB+

est un inverse du foncteur E(−).

13.4. Isocristaux et fibrés. Rappelons (cf. 3.2.4) que la catégorie abélienne des isocristaux
ϕ-ModLE possède deux fonctions additives hauteur et point terminal du polygone de Newton

ht : ϕ-ModLE −→ N
tN : ϕ-ModLE −→ Z

où ht(D,ϕ) = dimLE D et tN (D,ϕ) = d si det(D,ϕ) ' LE(d). Puisque E(LE(λ)) = OXE (−λ), on
a donc pour un isocristal (D,ϕ)

rg E(D,ϕ) = ht(D,ϕ)

deg E(D,ϕ) = −tN (D,ϕ).
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De plus, le polygone de Harder-Narasimhan de E(D,ϕ) est le polygone concave de pentes les pentes
opposées à celles du polygone de Newton de (D,ϕ) avec même multiplicités.

Enfin, on remarquera que bien que le foncteur E(−) : ϕ-ModLE → FibXE ne soit pas pleinement
fidèle, pour tout λ ∈ Q, il induit une équivalence de catégories entre la catégories des isocristaux
isoclines de pente λ et la catégorie des fibrés semi-stables de pente −λ.

14. Fibrés Galois équivariants

14.1. L’action de Galois sur la courbe.

14.1.1. Action de Galois sur la courbe. Soit K|Qp un corps valué complet de valuation discrète

de corps résiduel kK parfait. Fixons une clôture algébrique K de K. On note C = K̂ et GK =
Gal(K|K). Soient F = Frac(R(OC)) et k le corps résiduel de C.

Soit E une extension de degré fini de Qp � abstraite � c’est à dire que l’on ne suppose pas

plongée dans K. On note kE le corps résiduel de E et πE une uniformisante.
Considérons la courbe XQp = Proj(PQp). L’action de GK sur F définit une action sur B+

Qp
commutant au Frobenius ϕ. Cela définit une action sur l’algèbre graduée PQp et donc une action
de GK sur la courbe XQp . Plus généralement, si Aut(F ) désigne les automorphismes continus de
F , il y a une action de Aut(F ) sur XQp . L’action précédente de GK provient alors du plongement
canonique GK ↪→ Aut(F ).

Remarque 14.1. D’après la théorie du corps des normes ([44]) on peut éclaircir la structure de
F muni de son action de GK de la façon suivante. Soit L une extension de K contenu dans K,
arithmétiquement profinie de degré infini. À une telle donnée, Fontaine et Wintenberger associent
un sous-corps fermé XK(L) de F . C’est un corps local de caractéristique positive de corps résiduel
une extension de degré fini de kK . De plus, le Frobenius de OL/pOL est surjectif et

̂XK(L)rad = Frac(R(OL)) ⊂ Frac(R(OC)) = F.

Si H = Gal(K|L) on a alors

F = X̂K(L),

̂XK(L)rad = FH

et

H
∼−−→ Gal(XK(L)|XK(L)).

Lorsque L|K est galoisienne, Γ = Gal(L|K) ⊂ Aut(XK(L)) et alors

GK = {σ ∈ Aut(F ) | σ(XK(L)) = XK(L) et σ|XK(L) ∈ Γ}.

Rappelons que XE = XQp ⊗Qp E. On définit alors l’action de GK sur XE comme étant l’action
déduite de celle sur XQp par extension des scalaires.

Nous avions supposé précédemment (cf. les hypothèses au début de la section 5) que le corps
résiduel k de F est une extension du corps résiduel Fq de E i.e. on avait supposé fixé un plonge-
ment Fq ↪→ k. Néanmoins, on a montré que la courbe XE construite à partir de ces choix vérifie
XE = XQp ⊗Qp E. Ici, le corps résiduel de E n’est pas supposé plongé dans k et on adopte comme
définition de XE la formule XQp ⊗Qp E.

Supposons qu’il existe un plongement de kE dans kK . Fixons un tel plongement. Il y a alors une

action de GK sur B+
E et donc sur l’algèbre graduée PE,πE =

⊕
d≥0(B+

E )ϕE=πdE . Cela définit une

action de GK sur Proj(PE,πE ). Le lemme qui suit dit que cette action cöıncide avec celle définie
en posant XE = XQp ⊗Qp E et en faisant agit σ ∈ GK via σ ⊗ Id.

Lemme 14.2. Sous les hypothèses précédentes, les deux actions de GK sur XE cöıncident.
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Démonstration. Soit a ∈WOE (k)× tel que

aσE−1 = π
[E:Qp]
E /pfE/Qp .

L’isomorphisme XQp ⊗Qp E ' Proj(PE,πE ) provient alors de l’isomorphisme d’algèbres graduées

P •Qp,p ⊗Qp E
∼−−→ P

[E:Qp]•
E,πE

qui est donné en degré d par

(B+
Qp)ϕQp=pd ⊗Qp E

∼−−→ (B+
E )ϕE=π

[E:Qp]
E

x⊗ 1 7−→ adx.

Soit σ ∈ GK . Les deux actions de σ sur Proj(PE,πE ) différent alors de l’automorphisme de
Proj(PE,πE ) induit par l’automorphisme d’algèbre graduée donné en degré d par x 7→ (σ(a)/a)dx.
Bien que non trivial en général cet automorphisme induit l’automorphisme trivial de Proj(PE,πE ).

�

14.1.2. Construction de points fermés à l’infini. .
Soit Q ∈ OE [X] vérifiant Q(X) ≡ πEX mod X2 et Q(X) ≡ Xq mod πE . Notons LT Q la loi

de groupe formel de Lubin-Tate sur OE telle que [π]LT Q = Q (on a donc LT Qτ = LT τQ). Soit

τ : E ↪→ K

un plongement dans HomQp(E,K). On en déduit une loi de groupe formel LT τQ sur Oτ(E) et un

polynôme Qτ ∈ Oτ(E)[X]. Soit ε ∈ RQτ (OC) défini par ε = (ε(n))n≥0 un générateur de TπE (LT τQ).
Le plongement τ définit un plongement du corps résiduel Fq de E dans k. On est donc dans la
situation des chapitres précédents. En particulier on a une identification XE = Proj(PE,πE ).
Notons alors

tE,τ = logLT Q([ε]Qτ ) ∈ (B+
E )ϕE=πE

(cf. 9.3). Soit

∞E,τ ∈ |XE |
défini par

V +(tE,τ ) = {∞E,τ}.

Le corps résiduel en ∞E,τ de XE est C et si uε = [ε]Qτ /[ε
1/q]Qτ ∈ WOE (OF ), un élément

primitif de degré 1, via � l’uniformisation � de la courbe par les idéaux primitifs de degré 1 on a

YE/ϕ
Z
E

∼−−→ |XE |
ϕZ
E(uε) 7−→ ∞τ .

On a alors une suite exacte

0 −→ Bb,+E .uε −→ Bb,+E
θ−−→ C −→ 0

et � après avoir pris les produits infinis � la suite exacte donnant les périodes de LT τQ

0 −→ E.tE,τ︸ ︷︷ ︸
TπE (LT τQ)

−→ (B+
E )ϕE=πE θ−−→ C −→ 0.

On vérifie que si σ ∈ GK alors

σ.∞E,τ =∞E,στ .

On a donc défini une injection GK-équivariante

HomQp(E,K) ↪−→ |XE |
τ 7−→ ∞E,τ .
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14.1.3. Sur les orbites de Galois. Notons ∞ := ∞Qp ∈ |XQp | le point construit précédemment,

{∞} = V +(t) où t est un période de Ĝm.

Proposition 14.3. Le point ∞ est le seul point fermé de XQp qui soit GK-invariant.

Démonstration. Rappelons que les points fermés de XQp sont en bijection avec(
mF \ {0}

)
/Q×p

Cette bijection est compatible à l’action de GK . On en déduit que tout point fixe de GK est donné
par un élément x ∈ mF non nul et un caractère χ : GK → Z×p tel que

∀σ ∈ GK , σ(x) = χ(σ).x.

Notons Gal(K|K ′) = kerχ. On a x ∈ m
Gal(K|K′)
F . D’après Ax-Sen-Tate, CGal(K′|K) = K̂ ′. Sup-

posons d’abord K ′ de valuation discrète. Alors,

OGal(K|K′)
F = R(OC)Gal(K′|K) = R(O

K̂′
) = kK′

puisque K ′ est de valuation discrète à corps résiduel kK′ parfait. On a donc m
Gal(K|K′)
F = mF ∩

kK′ = 0. Le corps K ′ n’est donc pas de valuation discrète. Notons x = (x(n))n≥0 ∈ R(OC) où

x(n) ∈ mC et (x(n+1))p = x(n). On a alors

log(x(0)) ∈ H0(GK , C(χ−1)) = 0

d’après Tate ([43] theo. 2). Il s’en suit que x(0) est une racine de l’unité. D’où le résultat. �

Par application de la proposition précédente à l’action de Gal(K|K ′) sur XE pour toute exten-
sion de degré fini K ′|K on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 14.4. Le point ∞ est le seul point fermé de XQp dont la GK-orbite soit finie.

Investiguons maintenant les orbites finies de GK sur XE pour tout E. Soit πE,Qp : XE → XQp
la projection. D’après le corollaire précédent, les points de XE de GK-orbite finie sont l’ensemble
fini π−1

E,Qp(∞). La construction de la section 14.1.2 associe à chaque plongement E ↪→ K un point

fermé ∞E,τ de XE . On vérifie que

π−1
E,Qp(∞) = {∞E,τ}τ :E↪→K .

On en déduit la proposition qui suit.

Proposition 14.5. Les points fermés de XE de GK-orbite finie sont en bijection GK-équivariante
avec l’ensemble des plongements HomQp(E,K). Ce sont les ∞E,τ lorsque τ parcourt les plonge-

ments de E dans K.

Exemple 14.6. La courbe XE possède un point fermé GK-invariant si et seulement si il existe
un plongement E ↪→ K.

14.2. Fibrés Galois équivariants.

14.2.1. Topologie de B+
dR. Soit p ∈ Spec(W (OF )) un idéal engendré par un élément primitif de

degré 1 et m = p
[

1
p

]
l’idéal maximal de Bb,+ associé. Soit

B+
dR = lim

←−
k≥1

Bb,+/mk

de corps résiduel C = Bb,+/m. Pour tout k ≥ 0, mk/mk+1 est un C-espace vectoriel de dimension
1. C’est donc canoniquement un C-espace de Banach et en particulier un Qp-espace de Banach.
Pour tout k, le réseau W (OF )/pk de B+

dR/m
k est p-adiquement complet. On munit alors B+

dR/m
k

de l’unique topologie de Qp-espace de Banach définie par une norme de boule unité W (OF )/pk.
On vérifie que B+

dR/m
k est alors une extension successive des espaces de Banach (mi/mi+1)0≤i≤k

précédents (par extensions on entend une suite exacte d’espaces vectoriels strictement compatible
aux topologies de Banach). On munit alors B+

dR de la topologie limite projective ce qui en fait un
Qp-espace de Frechet.



134 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

14.2.2. B+
dR et BdR-représentations. Reprenons les hypothèses et notations de la section 14.1.1.

Soit ∞ ∈ |XQp | le point fixe sous GK et B+
dR = ÔXQp ,∞.

Définition 14.7. Une B+
dR-représentation est un B+

dR-module libre muni d’une action semi-
linéaire continue de GK . Une BdR-représentation est un BdR-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une action semi-linéaire de GK stabilisant un B+

dR-réseau sur lequel l’action de GK est
continue. On note RepB+

dR
(GK) et RepBdR(GK) ces catégories.

On définit de même RepB+
dR⊗QpE

(GK), resp. RepBdR⊗QpE
(GK), en exigeant que le B+

dR ⊗ E,

resp. BdR ⊗ E, module sous-jacent soit libre.

On vérifie que si W est une BdR-représentation alors l’action de GK sur tout B+
dR-réseau

invariant est continue.

14.2.3. Fibrés Galois équivariants : définition. Notons IE = HomQp(E,K). Il y a un isomorphisme
compatible à l’action de GK ∏

τ∈IE

ÔXE ,∞E,τ
= B+

dR ⊗Qp E.

Définition 14.8. Un fibré GK-équivariant sur XE est un fibré E muni d’une action de GK
compatible à celle sur XE tel que l’action semi-linéaire de GK sur le B+

dR-module
⊕

τ∈IE Ê∞E,τ

soit continue. On note FibGKXE la catégorie de tels fibrés équivariants.

La catégorie FibGKXE est K-linéaire exacte munie d’un foncteur

FibGKXE −→ RepB+
dR⊗QpE

(GK)

E 7−→ Ê∞ :=
⊕
τ∈IE

Ê∞E,τ
.

14.2.4. Interprétation en termes de B-paires. Notons

Be = Γ(XQp \ {∞},OXQp
) = (B+

Qp [ 1
t ])

ϕ=Id.

Soit alors

Be ⊗Qp E = Γ(XE \ π−1
E,Qp(∞),OXE ).

C’est un anneau principal munie d’une action de GK . Il y a un plongement

Be ↪→ BdR

et Be ⊗ E ↪→ BdR ⊗ E.

Définition 14.9. Une Be ⊗ E-représentation de GK est un Be ⊗ E-module libre de rang fini M
muni d’une action semi-linéaire de GK telle que M ⊗Be BdR soit une BdR ⊗E-représentation de
GK . On note RepBe⊗E la catégorie associée.

Il y a un foncteur

FibGKXE −→ RepBe,E (GK)

E 7−→ Γ(XE \ {∞E,τ}τ∈IE , E).

Voici maintenant le lien entre les B-paires introduites par Berger dans [3] et les fibrés Galois
équivariants. Il s’agit d’une traduction immédiate de la proposition 2.1.

Proposition 14.10. La catégorie des fibrés GK-équivariants sur XE est équivalante à celle des
triplets (M,W, u) où M ∈ RepBe⊗E(GK), W ∈ RepB+

dR⊗E
(GK) et u : M ⊗Be BdR

∼−−→W [ 1
t ].

Remarque 14.11. Il résulte de la proposition précédente que la catégorie FibGKXE est équivalente

à celles E ∈ FibGKXQp
munis d’une action de E tels que Ê∞ soit un B+

dR ⊗Qp E-module libre.
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14.2.5. La catégorie des Be-représentations est abélienne. La catégorie RepBe⊗E(GK) est à priori
seulement une catégorie exacte. On a cependant le résultat suivant.

Théorème 14.12. La catégorie RepBe⊗E(GK) est abélienne E-linéaire.

Démonstration. Si f : E1 → E2 est un morphisme de fibrés GK-équivariants sur XE \ π−1
E,Qp(∞)

alors le faisceau cohérent qui est la partie de torsion de coker(f) est GK-équivariant. Étant de
torsion son support est constitué d’un nombre fini de points de XE \ π−1

E,Qp(∞). Mais ce support

est nécessairement invariant sous GK . D’après la proposition 14.5 il est donc vide. On en déduit
que coker(f) est un fibré vectoriel. �

14.3. Lorsque E est contenu dans K. Supposons maintenant que E ⊂ K et notons τ0 ∈ IE le
plongement canonique déduit de cette inclusion. Le point ∞E,τ0 ∈ |XE | est donc fixe sous GK . Le
plongement E ⊂ K induit un plongement du corps résiduel de E dans k. L’action de GK sur F
induit alors une action sur l’algèbre graduée PE,πE qui induit une action sur XE = Proj(PE,πE ).
Elle cöıncide avec l’action définie précédemment.

Soit
Be,E = Γ(XE \ {∞E,τ0},OXE ) = (B+

E [ 1
tE

])ϕE=Id

où V +(tE) = {∞E,τ0} i.e. tE est une période d’un groupe de Lubin-Tate associé à E. L’anneau
principal Be,E est muni d’une action de GK . On a bien sûr un plongement compatible à l’action
de Galois

Be,E ⊂ Be ⊗ E
qui identifie Be ⊗ E à un localisé de Be,E après inversion de [E : Qp]− 1-idéaux premiers.

Toujours d’après la proposition 2.1 on a la classification suivante en termes de B-paires des
fibrés équivariants. On définit comme précédemment RepBe,E (GK).

Proposition 14.13. La catégorie FibGKXE est équivalente à celle des triplets (M,W, u) où M ∈
RepBe,E (GK), W ∈ RepB+

dR
(GK) et u : M ⊗BdR

∼−−→W [ 1
t ].

Remarque 14.14. Contrairement au cas du théorème 14.12, il n’y a pas de raison pour qu’en
général RepBe,E (GK) soit abélienne.

14.4. Torsion par un cocyle. Soit E ∈ FibGKXE de fibré sous-jacent E et Ê∞ ∈ RepB+
dR⊗E

(GK).

Le groupe GK agit alors sur Aut(E) et Aut(E) = H0(GK ,Aut(E)). Il y a un plongement Galois
équivariant

Aut(E) ↪→ GLB+
dR⊗E

(Ê∞).

On munit alors Aut(E) de la topologie induite de celle de GLB+
dR⊗E

(Ê∞), elle-même déduite de

celle de B+
dR. On note alors

Z1(GK ,Aut(E))

l’ensemble des 1-cocyles continus et

H1(GK ,Aut(E)) = Z1(GK ,Aut(E))/ ∼
l’ensemble pointé de cohomologie galoisienne associé. La proposition suivante résulte de la propo-
sition 4.19.

Proposition 14.15.

(1) Les fibrés GK-équivariants de fibré sous-jacent E sont en bijection avec l’ensemble de 1-
cocyles Z1(GK ,Aut(E)).

(2) Les classes d’isomorphisme de fibrés GK-équivariants de fibré sous-jacent E sont en bijec-
tion avec H1(GK ,Aut(E)).

Définition 14.16. Soit c ∈ Z1(GK ,Aut(E)). On note

E
GK∧ c

le fibré GK-équivariant de fibré sous-jacent E obtenu à partir de E par torsion.
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14.5. Fibrés Galois-équivariants et semi-stabilité.

14.5.1. Invariance sous Galois de la filtration de Harder-Narasimhan. Une des propriétés fonda-
mentales de la filtration de Harder-Narasimhan d’un objet est son invariance sous les symmétries
de cet objet. Cela impose des contraintes sur cette filtration de Harder-Narasimhan.

Proposition 14.17. Soit E ∈ FibGKXE de fibré sous-jacent E. Soit 0 = E0 ( E1 ( · · · ( Er = E
la filtration de Harder-Narasimhan de E. Pour 0 ≤ i ≤ r il existe une unique structure de fibré
GK-équivariant sur Ei, E i, telle que la filtration précédente provienne d’une filtration dans FibGKXE :

0 = E0 ( E1 ( · · · ( Er = E .

Démonstration. Pour σ ∈ GK notons uσ : σ∗E ∼−→ E donnant l’action de σ sur E . Il suffit de
remarquer que si F ⊂ E est un sous-fibré (localement facteur direct) alors

deg(uσ(σ∗F)) = deg(F).

La propoposition résulte alors de l’unicité de la filtration de Harder-Narasimhan. �

14.5.2. Classification des fibrés Galois équivariants semi-stables de pente 0.

Définition 14.18. On note OXE le fibré GK-équivariant qui est OXE muni de sa structure
équivariante canonique déduite de l’action de GK sur XE.

Proposition 14.19. Soit 0FibGKXE la catégorie des fibrés GK-équivariants semi-stables de pente
0. Soit RepE(GK) la catégorie des représentations continues de GK à valeurs dans un E-espace
vectoriel de dimension finie.

(1) Il y a une équivalence de catégories

RepE(GK)
∼−−→ 0FibGKXE

(V, ρ) 7−→ (V ⊗E OXE )
GK∧ ρ.

(2) L’équivalence précédente se réecrit de la façon suivante. Le couple (V, ρ) définit un fais-
ceau GK-équivariant en E-modules à droites V sur XE dont le faisceau sous-jacent est le
faisceau constant de valeur V . Le faisceau OXE est un faisceau équivariant en E-espaces
vectoriels. Alors,

RepE(GK)
∼−−→ 0FibGKXE

(V, ρ) 7−→ V ⊗E OXE
et

0FibGKXE
∼−−→ RepE(GK)

E 7−→ H0(XE , E)

sont deux équivalences inverses où l’action GK sur les sections globales est donnée par la
structure équivariante sur E.

Le point (1) résulte du théorème de classification des fibrés 12.8, de ce que Aut(OXE ) = E×

avec comme action induite de GK provenant de la structure équivariante canonique l’action triviale
et de la proposition 14.15. Le point (2) n’est qu’une reformulation du point (1). �

14.5.3. Classification des fibrés Galois équivariants semi-stables de pente quelconque lorsque kE ⊂
kK . Notons kE le corps résiduel de E. Supposons que kE se plonge dans kK le corps résiduel de
K (on ne fixe pas un tel plongement).

Le choix d’un plongement kE ⊂ kK permet de définir la E-algèbre graduée PE,πE avec action
de GK de telle manière que XE = Proj(PE,πE ) avec son action de GK (14.2).

Pour h ≥ 1, on dispose également d’une action de GK sur la E-algèbre graduée PEh,π =

⊕d≥0(B+
E )ϕ

h
E=πd . Lorsque h = 1, l’action déduite sur XE = Proj(PE,π) est l’action précédente

déduite de l’action de GK sur XQp et de la formule XE = XQp ⊗Qp E. Lorsque h ≥ 1, notons Eh
une extension non-ramifiée de degré h de E. Il y a alors une action de GK sur Eh indépendante
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du choix d’un plongement de kE dans kK (car le groupe de Galois de Eh|E est abélien). L’action
de σ ∈ GK sur XEh = XE ⊗E Eh déduite de l’action sur PEh,πE est alors σ ⊗ σ.

Pour d ∈ Z,

OXEh (d) = ˜PEh,πE [d]

est alors canoniquement muni d’une structure de fibré GK-équivariant pour l’action tordue de
GK sur XEh précédente. Cela résulte de ce que le module gradué PEh,π[d] est muni d’une action
semi-linéaire de GK (semi-linéaire relativement à l’action de GK sur PEh,πE ). Le fibré

OXE (d, h) := πEh,E∗OXEh (d)

est donc également muni canoniquement d’une structure GK-équivariante sur XE . On vérifie que
cette structure équivariante ne dépend pas canoniquement du choix fait du plongement de kE dans
kK .

Définition 14.20. Supposons que le corps résiduel de E se plonge dans celui de K. Pour λ ∈ Q,
on note OXE (λ) ∈ FibGKXE le fibré OXE (λ) muni de sa structure GK-équivariante canonique définie
précédemment.

Remarque 14.21. Le fibré OXE (λ) pour λ 6= 0 dépend du choix d’une uniformisante πE de
E ; deux choix différents fournissent des fibrés isomorphes mais non canoniquement isomorphes.
Lorsqu’on ajoute l’action de GK , deux choix différents différents d’uniformisante donnent des
fibrés équivariants OXE (λ) qui ne sont pas isomorphes en général. Cependant on vérifie que si kK
contient une clôture algébrique de Fp alors les fibrés équivariants associés à ces choix sont (non
canoniquement) isomorphes.

Pour λ ∈ Q soit Dλ l’algèbre à division d’invariant λ sur E. Si λ = d/h avec (d, h) = 1 et
h ≥ 1 on définit une action de Gal(Eh|E) sur Dλ de la façon suivante. Notons Dλ = Eh[Π] avec
Πh = πE et pour x ∈ Eh, ΠxΠ−1 = σE(x). L’action est alors

Gal(Eh|E) −→ Aut(Dλ)

σE 7−→ [y 7→ ΠyΠ−1].

Par composition cela définit une action

GK −→ Gal(Eh|E) −→ Aut(Dλ)

qui est triviale si le corps résiduel de K contient Fqh et ne dépend pas du choix d’un plongement
du corps résiduel de E dans celui de K (car Gal(Eh|E) est abélien).

Proposition 14.22. Supposons que le corps résiduel de E se plonge dans celui de K. Pour λ ∈ Q,
soit λFibGKXE la catégorie des fibrés galois équivariants semi-stables de pente λ. Soit RepDoppλ

(GK)

la catégorie des représentations semi-linéaires continues de GK à valeurs dans un Dopp
λ -espaces

vectoriel de dimension finie.

(1) Il y a une équivalence de catégories

RepDoppλ
(GK)

∼−−→ λFibGKXE

(V, ρ) 7−→
(
V ⊗Dλ OXE (λ)

) GK∧ ρ.

(2) L’équivalence précédente se réecrit de la façon suivante. L’action de GK sur Dλ définit un
faisceau GK équivariant en anneaux Dλ sur XE, le faisceau sous-jacent étant le faisceau
constant de valeur Dλ. Le couple (V, ρ) définit un faisceau GK-équivariant en Dλ-modules
à droites V dont le faisceau sous-jacent est le faisceau constant de valeur V . Le faisceau
OXE (λ) est un faisceau GK-équivariant en Dλ-modules. Alors,

RepDoppλ
(GK)

∼−−→ λFibGKXE
(V, ρ) 7−→ V ⊗Dλ OXE (λ)
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et
λFibGKXE

∼−−→ RepDoppλ
(GK)

E 7−→ H0(XE , E ⊗ OXE (−λ))

sont deux équivalences inverses où l’action de Dopp
λ sur H0(XE , E ⊗OXE (−λ)) est donnée

par Dopp
λ = End(OXE (−λ)) et celle de GK par la structure équivariante sur E⊗OXE (−λ).

Démonstration. Le point (1) résulte du théorème de classification des fibrés 12.8, de ce que
Aut(OXE ) = Dλ avec comme action induite de GK provenant de la structure équivariante canon-
ique l’action triviale et de la proposition 14.15. Le point (2) n’est qu’une reformulation du point
(1). �

Remarque 14.23. Si le corps résiduel de K contient une clôture algébrique de Fp, l’action de
GK sur Dλ est triviale et RepDoppλ

(GK) est la catégorie des représentation linéaires continues de

GK à valeurs dans un Dopp
λ -espaces vectoriel de dimension finie.

14.5.4. Extensions équivariantes de fibrés. Soit X̃E/GK le topos des faiceaux GK-équivariants
sur (XE)Zar. Le faisceaux structural OXE est canoniquement un faisceau d’anneaux équivariant

et définit donc un anneau OXE dans X̃E/GK . Il y a alors un morphisme de topos annelés

π : (X̃E ,OXE ) −→
(
X̃E/GK ,OXE

)
.

qui est la � projection sur le quotient �. Ce morphisme s’inscrit dans un diagramme commutatif
de topos annelés

(X̃E ,OXE )

f

��

π // (X̃E/GK ,OXE
)

g

��
(Ens, E)

h // (BGK , E)

où Ens désigne le topos des ensembles et BGK celui des GK-ensembles. Soient maintenant E1 et

E2 deux OXE -modules dans X̃E/GK i.e. deux OXE -modules GK-équivariants. Notons E1 = π∗E1

et E2 = π∗E2 les OXE -modules sous-jacents. Notant Hom pour les Hom internes, on a

RHomOXE
(E1, E2) = RΓ

(
X̃E/GK , RHom(E2, E2)

)
= RΓ

(
BGK , Rg∗RHom(E2, E2)

)
Mais si F est un OXE -module la flêche de changement de base associée au diagramme précédent

h∗Rg∗F −→ Rf∗π
∗F

est un isomorphisme. En particulier,

h∗Rg∗RHom(E2, E2) = RHomOXE (E1, E2).

De cela on déduit l’existence d’une suite spectrale du type Hochschild-Serre

Epq2 = Hp(GK ,ExtqOXE
(E1, E2)) =⇒ Extp+qOXE

(E1, E2).

où Hp(GK ,−) désigne la cohomologie du groupe GK vu comme groupe abstrait. Malheureuse-
ment, cette suite spectrale n’est pas exploitable telle quelle car nous avons mis une condition de
continuité dans la définition de nos fibrés GK-équivariants. On dipose tout de même du résultat
qui suit qui s’interpréte comme étant la suite des termes de bas degrés d’une telle suite spectrale
hypothètique qui tiendrait compte de la condition de continuité.

Soient donc E1, E2 ∈ FibGKXE de fibrés sous-jacents E1, E2 ∈ FibXE . Pour tout q ≥ 0, Extq(E1, E2)

est muni d’une action de GK . Si pour σ ∈ GK , uσ : σ∗E1
∼−→ E1 et vσ : σ∗E2

∼−→ E2 sont les actions
de σ associées aux structures équivariantes alors l’action de σ sur Extq(E1, E2) est donnée par

Extq(E1, E2)
σ∗−−−→ Extq(σ∗E1, σ∗E2)

(u−1
σ )∗−−−−−→ Extq(E1, σ∗E2)

(vσ)∗−−−−−→ Extq(E1, E2).
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On a alors

Hom(E1, E2) = Hom(E1, E2)GK .

Munissons Hom(E1, E2) de la topologie induite par le plongement suivant

Hom(E1, E2) ↪→ HomB+
dR⊗E

(Ê1,∞, Ê2,∞)

dans un B+
dR ⊗E-module libre de rang fini. En fait, Hom(E1, E2) est un sous-espace de Banach de

l’espace de Frechet HomB+
dR⊗E

(Ê1,∞, Ê2,∞). Plus précisément, si t ∈ (B+
Qp)ϕ=p est associé au point

∞ de XQp , le lieu d’annulation de t dans XE est {∞τ}τ :E↪→K . Soit D =
∑
τ [∞τ ] ∈ Div(XE).

Alors, pour k � 0,

Hom(E1, E2(−kD)) = 0

et donc si W = HomB+
dR⊗E

(Ê1,∞, Ê2,∞)

Hom(E1, E2) ↪→W/tkW

où W/tkW est un espace de Banach comme B+
dR/t

kB+
dR-module libre de rang fini.

Proposition 14.24. Il y a une suite exacte de E-espaces vectoriels

0→ H1(GK ,Hom(E1, E2))→ Ext1(E1, E2)→ H0(GK ,Ext1(E1, E2))→ H2(GK ,Hom(E1, E2))

où la cohomologie galoisienne est la cohomologie continue. Si (cσ)σ ∈ Z1(GK ,Hom(E1, E2)) est un
1-cocyle continu, l’image de la classe de (cσ)σ dans Ext1(E1, E2) se décrit de la façon suivante.
Soit α = (ασ)σ ∈ Z1(GK ,Aut(E2 ⊕ E1)) défini par ασ|E2 = IdE2 et ασ|E1 = IdE1 + cσ,

ασ =

(
IdE2 cσ

0 IdE1

)
.

Alors la classe de l’extension équivariante associée est

0 −→ E2 −→
(
E2 ⊕ E1

) GK∧ α −→ E1 −→ 0.

Démonstration. Cela se démontre sans difficulté en explicitant les cocyles et diverses applica-
tions de bord. �

Voici le corollaire que nous utiliserons.

Corollaire 14.25. Notons µmax et µmin les plus grandes et plus petites pentes de Harder-Narasimhan.
Supposons que µmax(E1) ≤ µmin(E2). Il y a alors un isomorphisme

H1(GK ,Hom(E1, E2))
∼−−→ Ext1(E1, E2).

Démonstration. On a Ext1(E1, E2) = H1(X, E∨1 ⊗ E2). Puisque µmax(E1) ≤ µmin(E2), d’après
le théorème de classification des fibrés, E∨1 ⊗ E2 est isomorphe à une somme directe de fibrés de
la forme OX(λ) avec λ ≥ 0. On a donc Ext1(E1, E2) = 0 et on conclut grâce à la proposition
précédente. �

15. Fibrés équivariants de de Rham

On reprend les hypothèses et notations de la section 14.1.

15.1. Modifications de fibrés.

Définition 15.1. Soit S ⊂ |XE | un sous-ensemble fini de points fermés stable sous GK et E ∈
FibGKXE . Une modification équivariante de E en S est un couple (E ′, u) où E ′ ∈ FibGKXE et

u : E ′|XE\S
∼−−→ E|XE\S .
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Proposition 15.2. Soient S et E comme dans la définition précédente. Pour x ∈ S, notons tx
une unifomisante de ÔXE ,x. L’application

(E ′, u) 7−→ u
(⊕
x∈S
Ê ′x
)

induit une bijection entre les classes d’isomorphismes de modifications équivariantes de E et les

sous-réseaux de
⊕

x∈S Êx[ 1
tx

] stables sour l’action de GK .

Démonstration. Cela résulte de la proposition 2.1. �

Une modification de fibrés ne change par le rang du fibré. On vérifie également facilement le
lemme qui suit.

Lemme 15.3. Soit (E ′, u) une modification de E en S et Λ = ⊕x∈SΛx ⊂
⊕

x∈S Ê [ 1
tx

] le réseau
associé. Alors,

deg(E ′) = deg(E) +
∑
x∈S

[Λx : Êx].

15.2. Polygone de Hodge d’une modification. Soit E ∈ FibGKXE de rang n et S ⊂ |XE | comme
dans la section précédente. Notons

(Zn)+ = {(a1, . . . , an) ∈ Zn | a1 ≥ · · · ≥ an}.

Pour tout x ∈ S, il y a une application de l’ensemble des réseaux de Êx[ 1
tx

] à valeurs dans (Zn)+.

Elle donne la position relative d’un réseau relativement à Êx. Plus précisément, si Λ ⊂ Êx[ 1
tx

] est

un réseau, il existe une base (e1, . . . , en) de Êx telle que

Λ =< ta1x e1, . . . , t
an
n en >, (a1, . . . , an) ∈ (Zn)+.

On associe alors à Λ le n-uplet (a1, . . . , an). On peut voir les éléments de (Zn)+ comme des poly-

gones concaves à pentes entières. À (a1, . . . , an) ∈ (Zn)+ on associe le polygone concave d’origine
(0, 0), d’extrémité (n,

∑
i ai) et de pente ai sur le segment [i− 1, i]. Si (E ′, u) est une modification

équivariante de E en S on peut donc associer à tout x ∈ S, un polygone concave Hdg(E ′, u)x
que l’on appelle polygone de Hodge. La famille de polygones de Hodge (Hdg(E ′, u)x)x∈S est un
invariant plus fin que le degré de la modification. Ainsi,

deg E ′ = deg E −
∑
x∈S

ordonnée terminale de Hdg(E′, u)x.

15.3. B+
dR et BdR-représentations plates. Rappelons que pour tout i ∈ Z, BGKdR = K et que

(FiliBdR)GK = K si i ≤ 0 et 0 sinon. Il en découle ([20] 1.6.1) que si M ∈ RepB+
dR

(GK) et

M ′ ∈ RepBdR alors

MGK ⊗K B+
dR −→ M

M ′GK ⊗K BdR −→ M

sont injectifs. Notons VectK la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie. On a donc
deux foncteurs adjoints

VectK

−⊗B+
dR //

RepB+
dR

(GK)

(−)GK
oo

et

VectK

−⊗BdR //
RepBdR(GK).

(−)GK
oo

De plus le foncteur (−)⊗B+
dR est pleinement fidèle d’image essentielle les W ∈ RepB+

dR
(GK) telles

que
WGK ⊗K B+

dR
∼−−→W
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i.e. W est engendré par ses invariants sous GK . De même, le foncteur (−) ⊗ BdR est pleinement
fidèle d’image essentielle les W ∈ RepBdR(GK) telles que

WGK ⊗K BdR
∼−−→W

ou encore,

dimKW
GK = dimBdRW.

Définition 15.4.

(1) Une B+
dR-représentation W est plate si WGK ⊗K B+

dR →W est un isomorphisme.

(2) Une BdR-représentation W est plate si WGK ⊗K BdR →W est un isomorphisme.

(3) Une B+
dR-représentation W est génériquement plate si la BdR-représentation W [ 1

t ] est
plate.

Remarque 15.5. Soit K∞|K l’extension cyclotomique. Dans [21] le second auteur a associé à
une BdR-représentation un module à connexion sur K∞((t)) et montré que la BdR-représentation
est plate si et seulement si ce module à connexion est engendré par ses section horizontales. Cela
justifie la terminologie � plate � utilisée.

Proposition 15.6.

(1) Une BdR-représentation est plate si et seulement si dimKW
GK = dimBdRW .

(2) Une B+
dR-représentation W est plate si et seulement si dimK(W/tW )GK = rgB+

dR
(W ) c’est

à dire W/tW est une C-représentation de Hodge-Tate de poids 0.

Démonstration. Le point (1) a déjà été vérifié auparavant. Le point (2) est une conséquence de
ce que pour tout entier n,

ker(H1(GK ,GLn(B+
dR)) −→ H1(GK ,GLn(C))) = {∗}

(noyau au sens des ensembles pointés). Cela résulte de ce que pour i ≥ 1, Id + tiMn(B+
dR)/Id +

ti+1Mn(B+
dR) 'Mn(C(i)), or H1(GK , C(i)) = 0 et donc H1(GK ,Mn(C(i)) = 0. �

Les considérations précédentes montrent que le foncteur V 7→ V ⊗KBdR, resp. V 7→ V ⊗KB+
dR,

induit une équivalence entre VectK et les BdR-représentations plates, resp. les B+
dR-représentations

plates. On va maintenant classifier les B+
dR-représentations génériquement plates.

Appelons filtration d’un K-espace vectoriel de dimension finie V une filtration décroissante
Fil•V vérifiant FiliV = V pour i� 0 et FiliV = 0 pour i� 0. Pour une telle filtration on définit
une filtration décroissante sur V ⊗K BdR en posant

Filn(V ⊗K BdR) =
∑
i+j=n

FiliV ⊗K FiljBdR.

Cette filtration est formée de B+
dR-réseaux GK-invariants dans V ⊗K BdR. De plus,

Filn(V ⊗K BdR) = tnFil0(V ⊗K BdR).

Proposition 15.7. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. L’application

Fil•V 7−→ Fil0(V ⊗K BdR)

induit une bijection entre les filtrations de V et les B+
dR-réseaux stables sour GK dans V ⊗K BdR.

L’inverse de cette bijection associe à un réseau W la filtration définie par

FilnV = (tnW )GK , n ∈ Z.

Démonstration. Soit Fil•V une filtration de V . Il y a une inclusion pour tout n

FilnV ⊂ (Filn(V ⊗BdR))GK .
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Puisque V ⊗ BdR = ∪n∈ZFiln(V ⊗ BdR), pour n � 0 cette inclusion est une égalité. Montrons
par récurrence déscendante sur n que c’est toujours le cas. Supposons donc vérifié que FilnV =
(Filn(V ⊗BdR))GK . Puisque

grn(V ⊗BdR) =
⊕
i+j=n

griV ⊗ grjBdR

et que d’après Tate

(grjBdR)GK =

{
0 si j 6= 0

K si j = 0,

on a

(grn(V ⊗BdR))GK = grnV.

On a donc un diagramme commutatif

0 // Filn+1V� _

��

// FilnV� _

��

// grnV

'
��

// 0

0 // (Filn+1(V ⊗BdR))GK // (Filn(V ⊗BdR))GK // (grn(V ⊗BdR))GK

Le lemme du serpent permet de conclure que Filn+1V = (Filn+1(V ⊗BdR))GK .

Dans l’autre direction, soit W un B+
dR-réseau galois invariant dans V ⊗BdR et Fil•V = (t•W )GK

la filtration induite de V . On veut montrer que l’inclusion∑
i+j=0

(tiW )GK ⊗ FiljBdR ⊂W

est une égalité. Il suffit de montrer qu’il existe des entiers (a1, . . . , an) ∈ Zn tels que

W '
n⊕
i=1

FilaiBdR

comme B+
dR-représentations. On procède pour cela par récurrence sur dimV . Le cas dimV = 1

est évident. Soit donc dimV > 1, V ′ ⊂ V un sous-espace de dimension dimV − 1 et V ′′ = V/V ′.
Posons W ′ = W ∩ V ′ ⊗ BdR et W ′′ = Im(W → V ′′ ⊗ BdR). On a donc une suite exacte de
B+
dR-représentations

0 −→W ′ −→W −→W ′′ −→ 0.

Par hypothèse de récurrence appliquée à V ′ et W ′, il existe (a1, . . . , an−1) ∈ Zn−1 tels que W ′ '
⊕n−1
i=1 FilaiBdR. Soit an ∈ Z tel que W ′′ ' FilanBdR. Puisque W [1/t] ' BndR, la classe de l’extension

précédente est donnée par un élément de

ker(H1(GK ,⊕n−1
i=1 t

ai−anB+
dR) −→ H1(GK , B

n−1
dR )).

Or ce noyau est trivial car on vérifie aisément que pour tout k ∈ Z,

ker(H1(GK ,FilkBdR)→ H1(GK , BdR)) = 0.

�

La proposition qui suit se déduit des considérations précédentes. Le point (2) résulte soit de la
démonstration précédente, soit du choix d’un scindage de la filtration de notre espace vectoriel.

Proposition 15.8.

(1) Les foncteurs (V,Fil•V ) 7→ Fil0(V ⊗ BdR) et W 7→
(
(W [ 1

t ]
GK , (t•W )GK )

)
induisent des

équivalences inverses de catégories entre K-espaces vectoriels de dimension finie filtrés et
B+
dR-représentations génériquement plates.

(2) Une B+
dR-représentation W de rang n est génériquement plate si et seulement si il existe

(a1, . . . , an) ∈ Zn tels que W ' ⊕ni=1t
aiB+

dR.
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15.4. L’enveloppe abélienne des B+
dR-représentation génériquement plates.

Définition 15.9.

(1) On note CdR la catégorie des B+
dR-modules de type fini munis d’une action semi-linéaire

de GK isomorphes aux objets de la forme

n⊕
i=1

FilaiBdR/FilbiBdR, ai ∈ N, bi ∈ N ∪ {+∞}, ai ≤ bi

où on pose Fil∞BdR = 0.

(2) On note ModGr
K[T ] la catégorie des K[T ]-modules gradués de type fini.

(3) On note VectFilK la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie filtrés.

Si M = ⊕i∈ZMi ∈ ModGr
K[T ] on a les propriétés suivantes :

– Mi = 0 pour i� 0,
– pour tout i, dimKMi < +∞,

– il y a un opérateur Mi
×T−−−→Mi+1,

– pour i� 0, ×T : Mi
∼−−→Mi+1.

Réciproquement, étant donnée une famille de K-espaces vectoriels de dimension finie (Mi)i∈Z mu-

nie d’opérateursMi →Mi+1 satisfaisant les propriétés précédentes, on déduit un objet de ModGr
K[T ].

Il y a un foncteur

VectFilK −→ ModGr
K[T ]

qui à l’espace vectoriel filtré (V,Fil•V ) associe M = ⊕i∈ZMi où

Mi = Fil−iV

et

×T : Mi −→Mi+1

est l’inclusion Fil−iV ↪→ Fil−i−1V . Il y a également un foncteur dans l’autre sens

ModGr
K[T ] −→ VectFilK

M 7−→ (M∞,Fil•M∞)

où

M∞ = lim
−→
i≥0

Mi,

les applications de transition étant données par ×T : Mi →Mi+1 et

FilkM∞ = Im
(
Mk −→M∞

)
, k ∈ Z.

La proposition qui suit est immédiate.

Proposition 15.10.

(1) Les deux foncteurs

ModGr
K[T ]

//
VectFilKoo

sont adjoints l’un de l’autre.

(2) Le foncteur VectFilK → ModGr
K[T ] est pleinement fidèle d’image essentielle les K[T ]-

modules gradués sans torsion.

(3) Le morphisme d’adjonction ModGr
K[T ] → ModGr

K[T ] associe à M le module gradué M/Mtor

où Mtor est le sous-module de torsion.
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Définissons maintenant un foncteur

CdR −→ ModGr
K[T ]

en associant à W ∈ CdR le module gradué M = ⊕i∈ZMi avec

Mi =
(
W (−i)

)GK
et

×T :
(
W (−i)

)GK ×t−−−→ (W (−i− 1)
)GK

.

On définit maintenant un foncteur dans l’autre sens

ModGr
K[T ] −→ CdR

en associant à M = ⊕i∈ZMi le B+
dR-module

M ⊗K[T ] B
+
dR

où :
– le morphisme de K-algèbres K[T ]→ B+

dR est celui qui envoie T sur t,
– l’action de GK est obtenue en faisant agir GK sur Mi via la puissance i-ème du caractère

cyclotomique.
Si (V,Fil•V ) ∈ VectFilK et M = ⊕i∈ZFil−iV est le module gradué associé, il y a un isomor-

phisme de B+
dR-représentations

M ⊗K[T ] B
+
dR

∼−−→ Fil0(V ⊗BdR)

(xi)i∈Z ⊗ 1 7−→
∑
i∈Z

xi ⊗ ti.

Via le plongement VectFilK ↪→ ModGr
K[T ], le foncteur ModGr

K[T ] → CdR étend donc celui étudié
dans la section précédente.

Proposition 15.11. Les deux foncteurs précédents

ModGr
K[T ]

//
CdRoo

sont des équivalences inverses de catégories. En particulier, CdR est une catégorie abélienne. Plus
précisément, c’est la sous-catégorie abélienne de la catégorie des B+

dR-module munis d’une action

semi-linéaire de GK engendrée par les B+
dR-représentations génériquement plates.

15.5. Fibrés de de Rham. Notons IE les plongements de E dans K. Rappelons (cf. 14.1.1) que
l’on a défini une application compatible à l’action de GK

IE ↪−→ |XE |
τ 7−→ ∞τ .

Définition 15.12. Un fibré équivariant E ∈ FibGKXE est de de Rham si la B+
dR-représentation

Ê∞ :=
⊕
τ∈IE

Ê∞E,τ

est génériquement plate.

Proposition 15.13. Il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des fibrés équivariants
de de Rham sur XE et celle des couples (E ,Fil•) où

– E ∈ FibGKXE vérifie ⊕τ∈IE (E∞τ
⊗ k(∞τ )) ∈ RepC(GK) est Hodge-Tate de poids 0,

– Fil• est une filtration du K ⊗Qp E-module libre (E∞τE
⊗ k(∞E))GK par des sous-K ⊗ E-

modules.
L’équivalence associe au couple (E ,Fil•) la modification équivariante de E en {∞τ}τ∈IE associée

au réseau Fil0
(
⊕τ∈IE Ê∞[ 1

tE,τ
]
)

où tE,τ est une uniformisante de OXE ,∞τ .
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Démonstration. C’est une conséquence des propositions 15.8, 15.6 et 15.2. �

Il y a un isomorphisme de K-algèbres

K ⊗ E ∼−−→
∏

τ̄∈GK\IE

KE,τ

oùKE,τ = K
StabGK (τ)

. Dès lors, unK⊗E-module libre filtré comme dans la proposition précédente
est la donnée pour tout τ̄ ∈ GK\IE d’un KE,τ -espace vectoriel filtré (Vτ ,Fil•Vτ ) tel que pour
τ̄1, τ̄2 ∈ IE on ait dimVτ1 = dimVτ2 .

Appelons polygone de Hodge d’un espace vectoriel filtré (V,Fil•V ) le polygone convexe d’origine
(0, 0), de pentes entières i ∈ Z, dim griV étant la multiplicité de la pente i. On note

tH(V,Fil•V ) =
∑
i∈Z

i.dim griV

l’ordonnée de son point terminal. Maintenant, si (V,Fil•V ) est un K⊗E-module libre filtré comme
précédemment, pour tout τ ∈ IE on peut définir

Hdg(V,Fil•V )τ

qui est le polygone de Hodge du K-espace vectoriel filtré (V,Fil•V )⊗K⊗E,Id⊗τ K. On a donc

Hdg(V,Fil•V )τ = Hdg(V,Fil•V )τ ′

si τ et τ ′ sont dans la même GK-orbite.

On vérifie alors la proposition suivante.

Proposition 15.14. Soit E ′ un fibré équivariant de de Rham et (E ,Fil•) le couple associé par la
proposition 15.13. Notons (E ′, u) la modification associée de E ′ en {∞τ}τ∈IE . Soient

(
Hdg(E ′, u)∞τ

)
τ∈IE

les polygones de Hodge de la modification (15.2). Soit V = (E∞τE
⊗ k(∞E))GK . Alors, pour tout

τ ∈ IE,

Hdg(E ′, u)∞τ
(•) = −Hdg(V,Fil•V )τ (•).

En particulier

deg(E ′) = deg(E) +
∑
τ∈IE

tH(V,Fil•V )τ .

15.6. Faisceaux cohérents de de Rham.

Définition 15.15. Un faisceau cohérent GK-équivariant E sur XE est de de Rham si sa fibre à

l’infini, la représentation semi-linéaire
⊕

τ∈IE Ê∞τ
, est dans la catégorie CdR (def. 15.9).

Bien sûr, tout fibré de de Rham est un faisceau cohérent de de Rham. La catégorie des faisceaux
cohérents de de Rham est abélienne.

Proposition 15.16. Soit E un fibré GK-équivariant sur XE de fibré sous-jacent E. Alors, E|XE\{∞τ}τ∈IE
est un fibré vectoriel.

Proposition 15.17. La catégorie des faisceaux cohérents équivariants de de Rham est équivalente
à celle des triplets (E ,M, α) où

– E est un fibré GK-équivariant tel que W = ⊕τ∈IE Ê∞τ
soit une C-représentation de Hodge-

Tate de poids 0,
– M = ⊕i∈ZMi est un K ⊗ E[T ]-module gradué de type fini,

– si M∞ = lim
−→
i≥0

Mi, α : M∞
∼−−→WGK est un isomorphisme de K ⊗ E-modules.
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16. Fibrés cristallins et log-cristallins : faiblement admissible implique admissible

Soit K|Qp valué complet de valuation discrète à corps résiduel kK parfait. On fixe une clôture

algébrique K de K et on note C = K̂, F = FracR(OC). Le corps résiduel de OK est une clôture
algébrique de kK notée k. On note K0 = W (kK)Q et L = W (k)Q. Ils sont munis du Frobenius σ
qui se réduit sur Frobp en caractéristique p.

La courbe X := XQp est munie d’une action de GK via l’action de celui-ci sur B+ := B+
Qp . Elle

est de plus canoniquement munie d’un point à l’infini ∞ ∈ |X| invariant sous l’action de GK . On

a {∞} = V +(t), t ∈ (B+)ϕ=p étant une période de Ĝm sur OK . Notons

Be = Γ(XQp \ {∞},OXQp
) =

(
B+[ 1

t ]
)ϕ=p

.

et

B+
dR = ÔXQp ,∞.

16.1. L’anneau B+
log. Rappelons qu’il y a un isomorphisme

L : 1 + mF
∼−−→ (B+)ϕ=p

x 7−→ log[x].

On a un scindage canonique O×F = k× × 1 + mF . Étendons le morphisme L à O×F en posant

L|k× = 0.

Le morphisme de groupes L définit alors un morphisme d’anneaux

SymZO×F −→ B+.

Définition 16.1. On note

B+
log = B+ ⊗SymZO

×
F

SymZF
×.

muni du morphisme

L : F× −→ B+
log

étendant canoniquement L : O×F → B+
E . On définit les opérateurs suivants.

(1) ϕ est l’unique automorphisme de B+
E,log étendant ϕ sur B+ et vérifiant

ϕ ◦ L = pL.

(2) N : B+
log → B+

log est l’unique B+
E -dérivation vérifiant : si x ∈ F× est tel que v(x) = 1 alors

N(L(x)) = 1.

(3) L’action de GK sur B+
log est l’unique extension de l’action sur B+ telle que L soit com-

patible à l’action de GK : pour σ ∈ GK et x ∈ F×,

L(x)σ = L(xσ−1) + L(x)

où xσ−1 ∈ O×F .

Le choix d’un élément x ∈ F× vérifiant v(x) = 1 définit un isomorphisme

B+[X]
∼−−→ B+

log

X 7−→ L(x).

Via cet isomorphisme on a ϕ(X) = pX, N(X) = 1 et pour σ ∈ GK , Xσ = X + L(xσ−1).

16.2. Fibré équivariant associé à un (ϕ,N)-module.
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16.2.1. Fibré équivariant associé à un ϕ-module.

Définition 16.2. On note ϕ-ModK0
la catégorie des couples (D,ϕ) où D est un K0-espace vec-

toriel de dimension finie et ϕ : D
∼−→ D un isomorphisme σ-linéaire.

On a défini dans la section 13.3 un foncteur

ϕ-ModB+ −→ FibX .

Composé avec le foncteur extension des scalaires ϕ-ModK0
→ ϕ-ModB+ cela définit un foncteur

E(−) : ϕ-ModK0
−→ FibX

(D,ϕ) 7−→
(⊕
d≥0

(D ⊗K0
B+)ϕ=pd

)∼
.

Remarquons maintenant que via l’action de GK sur B+, le module graduée définissant E(D,ϕ)
est munie d’une action de GK semi-linéaire relativement à l’action sur PQp,p. Cela définit donc
canoniquement une structure de fibré équivariant sur E(D,ϕ). On note

ϕ-ModK0
−→ FibGKX

(D,ϕ) 7−→ E(D,ϕ)

le foncteur associé. En termes de B-paires,

Γ(X \ {∞}, E(D,ϕ)) =
(
D ⊗K0

B+[ 1
t ]
)ϕ=Id ∈ RepBe(GK)

̂E(D,ϕ)∞ = D ⊗K0
B+
dR ∈ RepB+

dR
(GK)

Lorsque kK est algébriquement clos,

E(D,ϕ) '
⊕
λ∈Q
OXE (−λ)mλ

où mλ est la multiplicité de Dieudonné-Manin de λ dans (D,ϕ). En général,

E(D,ϕ) '
⊕
λ∈Q

(
OXE (−λ)mλ

GK∧ ρλ
)

où
ρλ : GK � Gal(k|kK) −→ GLmλ(Dλ)

est un cocyle non-ramifié de GK .

16.2.2. Fibré équivariant associé à un (ϕ,N)-module.

Définition 16.3. On note (ϕ,N)-modK0
la catégorie des triplets (D,ϕ,N) où (D,ϕ) ∈ ϕ-ModK0

,
N : D → D est linéaire et vérifie Nϕ = pϕN .

Bien sûr, un tel opérateur N est nécessairement nilpotent. Soit (D,ϕ,N) ∈ (ϕ,N)-ModK0
.

Posons

Γ•(D,ϕ,N) =
⊕
d≥0

(
D ⊗K0

B+
E,log

)ϕ=pd,N=0
.

C’est un module gradué sur

PQp,p =
⊕
d≥0

(B+
log)ϕ=pd,N=0

muni d’une action semi-linéaire de GK . Le choix d’un x ∈ F× tel que v(x) = 1 détermine un
isomorphisme

B+[X]
∼−−→ B+

log

pour lequel N(X) = 1. Cela définit pour tout d ≥ 0 un isomorphisme

(D ⊗B+)ϕ=pd ∼−−→ (D ⊗B+
log)ϕ=pd,N=0(4)

y 7−→
∑
i≥0

(−1)i

i!
N i(y).Xi.
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Ces isomorphismes définissent un isomorphisme d’algèbres graduées⊕
d≥0

(D ⊗K0
B+)ϕ=pd ∼−−→

⊕
d≥0

(D ⊗K0
B+

log)ϕ=pd,N=0

Néanmoins cet isomorphisme n’est pas compatible à l’action de Galois. Plus précisément, si l’on
pose

`ogx,σ = L(xσ−1),

alors cela définit un cocycle

(`ogx,σ)σ∈GK ∈ Z1
(
GK , (B

+
Qp)ϕ=p

)
.

Le choix d’un y ∈ F× vérifiant v(y) = 1 différent de x change le cocyle précédent par un cobord :

`ogy,σ = `ogx,σ + L(yx−1)σ − L(yx−1).

Via l’isomorphisme (4) l’action de GK sur (D ⊗B+)ϕ=pd est donnée par

y 7−→ exp(−`ogx,σN)(yσ).

Des considérations précédentes on déduit la proposition qui suit.

Proposition 16.4.

(1) Il y a un foncteur

E(−) : (ϕ,N)-ModK0
−→ FibGKX

(D,ϕ,N) 7−→
(⊕
d≥0

(
D ⊗K0 B

+
log

)ϕ=pd,N=0
)∼
.

(2) Après oubli de l’action de GK on a

E(D,ϕ,N) ' E(D,ϕ).

(3) L’opérateur de monodromie N : (D,ϕ)→ (D, pϕ) définit un morphisme dans FibGKX

N : E(D,ϕ) −→ E(D, pϕ) = E(D,ϕ)⊗OX(−1).

Pour x ∈ F× vérifiant v(x) = 1, on dispose d’un 1-cocyle

(`ogx,σ)σ ∈ Z1(GK , H
0(X,OX(1))).

Alors,

(`ogx,σ ⊗ Id ◦N)σ∈GK ∈ Z1
(
GK ,End(E(D,ϕ))

)
est un 1-cocyle en endomorphismes nilpotents dans End(E(D,ϕ)) qui définit un 1-cocyle(

exp(−`ogx,σ ⊗ Id ◦N)
)
σ
∈ Z1

(
GK ,Aut(E(D,ϕ))

)
.

Il y a alors un isomorphisme de fibrés GK-équivariants

E(D,ϕ,N) ' E(D,ϕ)
GK∧
(

exp(−`ogx,σ ⊗ Id ◦N)
)
σ
.

Remarque 16.5. Supposons que l’on ait choisit x = (x(n))n∈N ∈ R(OC) de telle manière que
x(0) ∈ K×. Soit E la courbe elliptique de Tate sur K telle que Erig = Grigm /(x(0))Z. On a donc

Tp(E) = {(ȳn)n≥0 | ȳn ∈ K
×
/(x(0))Z, ȳpn+1 = ȳn et ȳ0 = 0} où l’on note ȳn la classe de yn ∈ K

×

modulo (x(0))Z. Il y a alors une suite exacte de représentation de GK

0 // Zp(1) // Tp(E) // Zp // 0

(ε(n))n≥0
� //

(
ε(n)
)
n≥0

(ȳn)n≥0
� // lim

n→+∞
pn v(yn)

v(x(0))

.

On a alors `ogx,σ ∈ Zp.t ⊂ (B+)ϕ=p et ce cocyle définit l’extension précédente de Zp par Zp(1).
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Remarque 16.6. La formule donnée dans le point (3) de la proposition précédente est similaire
à la description des représentations `-adiques de GK via le théorème de la monodromie poten-
tiellement semi-stable de Grothendieck. Plus précisément, soit ` 6= p et fixons une uniformisante
πK de K. Il y a un morphisme surjectif canonique

t` : IK −→ Z`(1)

σ 7−→
(
σ
(
π

1/`n

K

)
/π

1/`n

K

)
n≥0

indépendant du choix des racines π
1/`n

K de πK . Soit E la courbe de Tate sur K telle que Erig =

Grigm /πZ
K . Comme dans la remarque 16.5 on a T`(E) = {(ȳn)n≥0 | ȳn ∈ K

×
/πZ

K , ȳ`n+1 =

ȳn et ȳ0 = 0} où l’on note ȳn la classe de yn ∈ K
×

modulo πZ
K . On a alors une suite exacte

similaire à celle de la remarque 16.5

0 −→ Z`(1) −→ T`(E) −→ Z` −→ 0.

Le choix d’une suite compatible de racines `n-ièmes de πK dans K,
(
π

1/`n

K

)
n≥0

, définit un scindage

de la suite exacte de Z`-modules précédente i.e. un scindage de la projection T`(E) → Z` donné

par Z` 3 1 7→
(
π

1/`n

K

)
n≥0
∈ Tp(E). Le cocyle associé est c` ∈ Z1(GK ,Z`(1)) défini par

c`(σ) = σ
(
π

1/`n

K

)
/π

1/`n

K

et vérifie c`|IK = t`. Soit maintenant ρ : GK → GL(V ) une représentation `-adique de GK telle
que ρ|IK se factorise à travers un sous-groupe ouvert et N : ρ→ ρ(−1). Alors,

c`N ∈ Z1(GK ,End(V ))

où l’action de GK sur End(V ) est la représentation adjointe de ρ. Cela définit par exponentiation
un cocyle

exp(c`N) ∈ Z1(GK ,GL(V ))

et on peut définir la représentation `-adique

ρ
GK∧ exp(c`N).

16.2.3. Description en termes de B-paires. Soit (D,ϕ,N) ∈ ϕ-ModK0,E
et E(D,ϕ,N) ∈ FibGKXE le

fibré équivariant associé. On vérifie aisément que

Γ(X \ {∞}, E(D,ϕ,N)) =
(
D ⊗K0 B

+
log[ 1

t ]
)ϕ=Id,N=0 ∈ RepBe(GK)

̂E(D,ϕ,N)∞ = (D ⊗K0 B
+
log)N=0 ⊗B+ B+

dR ∈ RepB+
dR

(GK).

On a cependant une autre description du complété de la fibre à l’infini du faisceau équivariant
E(D,ϕ,N).

Prolongeons le logarithme usuel log : 1 + mK → K à O×
K

en posant log[x] = 0 si x ∈ k×.

Choisissons maintenant un prolongement

log : K
× −→ K

compatible à l’action de GK . Cela revient à fixer un élément log p ∈ K. Un tel choix définit un
plongement GK-équivariant

α : B+
log ↪−→ B+

dR

étendant le plongement naturel B+ ⊂ B+
dR associé à un morphisme de groupes

L : F× −→ B+
dR.

étendant le composé

O×F
L−−→ B+ ↪−→ B+

dR.

On renvoie pour cela à la section 4.2 de [20].
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Proposition 16.7. À chaque choix d’un élément log p ∈ K est associé un isomorphisme de B+
dR-

représentations de GK

D ⊗K0
B+
dR

∼−−→ ̂E(D,ϕ,N)∞.

Démonstration. On a une égalité de B+
E -modules

(D ⊗K0
B+

log)N=0 = (D ⊗K0
B+

log)N=0.

Le plongement α : B+
log → B+

dR induit un morphisme de B+
dR-modules

(D ⊗K0
B+

log)N=0 ⊗B+ B+
dR −→ D ⊗K0

B+
dR

(x⊗ y)⊗ 1 7−→ x⊗ α(y).

Cela définit un morphisme de B+
dR-représentations

(D ⊗K0
B+

log)N=0 ⊗B+ B+
dR −→ D ⊗K0

B+
dR

dont il s’agit de montrer que c’est un isomorphisme. Pour cela fixons x ∈ F× tel que v(x) = 1. Ce
choix induit un isomorphisme

D ⊗K0
B+ ∼−−→ (D ⊗K0

B+
log)N=0

y 7−→
∑
i≥0

(−1)i

i!
L(x)iN i(y).

Le composé

D ⊗K0
B+
dR = (D ⊗K0

B+)⊗B+ B+
dR

∼−−→ (D ⊗K0
B+

log)N=0 ⊗B+ B+
dR −→ D ⊗K0

B+
dR

est alors donné par l’endomoprhisme exp(−N⊗L(x)) de D⊗K0
B+
dR. C’est donc un isomorphisme.

�

Remarque 16.8. Le point de la proposition précédente est que le cocyle (`ogx,σ)σ devient trivial
dans B+

dR et que donc dans l’isomorphisme du point (3) de la proposition 16.4, le cocyle α =

(exp(−`ogx,σ ⊗ Id ◦N)
)
σ

devenant trivial dans GLB+
dR

( ̂E(D,ϕ)∞),

(E(D,ϕ)
GK∧ α)∞̂ = ̂E(D,ϕ)∞

GK∧ α ' ̂E(D,ϕ)∞.

Corollaire 16.9. Les fibrés équivariants de la forme E(D,ϕ,N) sont de de Rham.

16.3. Be-représentations cristallines et log-cristallines. Nous utiliserons dans la suite le
résultat suivant ([19] théo. 4.2.4) : le morphisme

B+
log ⊗K0

K −→ B+
dR

est injectif. Puisque BGKdR = K, on en déduit que

Frac(B+)GK = Frac(B+
log)GK = K0.

Lemme 16.10. Soit W ∈ RepBe(GK). Alors,

dimK0
(W ⊗Be B+[ 1

t ])
GK < +∞ et dimK0

(W ⊗Be B+
log[ 1

t ])
GK < +∞

Démonstration. Le second point entrâıne le premier. Puisque B+
log[ 1

t ] ↪→ BdR,

(W ⊗Be B+
log[ 1

t ])
GK ⊂ (W ⊗Be BdR)GK .

Étant donné que [K : K0] < +∞ il suffit donc de montrer que

dimK(W ⊗Be BdR)GK < +∞.

Mais si M est une BdR-représentation de GK , puisque BGKdR = K, le morphisme naturel

MGK ⊗K BdR −→M

est injectif ([20] prop 1.6.1). On a donc dimKM
GK < +∞. �
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Définition 16.11.

(1) On définit deux foncteurs

Dcris : RepBe(GK) −→ ϕ-ModK0

M 7−→
((
M ⊗Be B+[ 1

t ]
)GK

, Id⊗ ϕ
)

et

Vcris : ϕ-ModK0
−→ RepBe(GK)

(D,ϕ) 7−→
(
D ⊗K0

B+[ 1
t ]
)ϕ=Id

.

(2) On définit de même

Dlog-cris : RepBe(GK) −→ (ϕ,N)-ModK0

M 7−→
((
M ⊗Be B+

log[ 1
t ]
)GK

, Id⊗ ϕ, Id⊗N
)

et

Vlog-cris : (ϕ,N)-ModK0
−→ RepBe(GK)

(D,ϕ,N) 7−→
(
D ⊗K0

B+[ 1
t ]
)ϕ=Id,N=0

.

Soit (D,ϕ) ∈ ϕ-ModK0
. Il y a un morphisme naturel compatible à l’action de GK

(D ⊗K0
B+[ 1

t ])
ϕ=Id ⊗Be B+[ 1

t ] −→ D ⊗K0
B+
E [ 1

t ].

Utilisant que B+[ 1
t ]
GK = K0 on en déduit un morphisme(

(D ⊗K0
B+[ 1

t ])
ϕ=Id ⊗Be B+[ 1

t ]
)GK −→ (

D ⊗K0
B+
E [ 1

t ]
)GK

= D.

On a donc une transformation naturelle de foncteurs sur ϕ-ModK0

Dcris ◦ Vcris −→ Id.

De même, utilisant que B+
log[ 1

t ]
GK = K0 on obtient une transformation naturelle

Dlog-cris ◦ Vlog-cris −→ Id.

Si M ∈ RepBe(GK), il y a un morphisme naturel compatible aux Frobenius

(M ⊗Be B+[ 1
t ])

GK ⊗K0
B+[ 1

t ] −→M ⊗Be B+[ 1
t ]

qui, puisque M est libre sur Be, induit un morphisme(
(M ⊗Be B+[ 1

t ])
GK ⊗K0 B

+[ 1
t ]
)ϕ=Id −→

(
M ⊗Be B+[ 1

t ]
)ϕ=Id

= M.

Cela induit une transformation naturelle de foncteurs sur RepBe(GK)

Vcris ◦Dcris −→ Id.

De même, on a une transformation naturelle

Vlog-cris ◦Dlog-cris −→ Id.

Proposition 16.12.

(1) La transformations naturelle de foncteurs sur ϕ-ModK0 , resp. (ϕ,N)-ModK0 ,

Dcris ◦ Vcris −→ Id,

resp. Dlog-cris ◦ Vlog-cris −→ Id,

est un isomorphisme.

(2) Pour M ∈ RepBe(GK)

Vcris(Dcris(M)) −→ M

Vlog-cris(Dlog-cris(M)) −→ M

sont injectifs.
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Démonstration. Pour le point (1), soit (D,ϕ) ∈ ϕ-ModK0
. On est ramené à montrer que(

D ⊗K0
B+[ 1

t ]
)ϕ=Id ⊗Be B+[ 1

t ] −→ D ⊗K0
B+[ 1

t ]

est un isomorphisme. Pour h ≥ 1 il y a un isomorphisme(
D ⊗K0

B+[ 1
t ]
)ϕ=Id ⊗Be (B+[ 1

t ])
ϕh=Id ∼−−→ (D ⊗K0

B+[ 1
t ]
)ϕh=Id

.

Il suffit alors de montrer que(
D ⊗K0

B+[ 1
t ]
)ϕh=Id ⊗

B+[ 1t ]ϕh=Id B
+[ 1

t ] −→ D ⊗K0
B+[ 1

t ]

est un isomorphisme. On peut supposer h� 1 de telle manière que les dénominateurs des pentes
de (D,ϕ) divisent h. On est alors ramené à montrer que pour tout d ∈ Z,

(B+[ 1
t ])

ϕh=pd ⊗
B+[ 1t ]ϕh=Id B

+[ 1
t ] −→ B+[ 1

t ]

est un isomorphisme. Mais cela résulte de ce que si th ∈ (B+)ϕ
h=p est tel que V +(th) soit un

point de XQ
ph

s’envoyant sur ∞ via la projection XQ
ph
→ X, th ∈ B+[ 1

t ]
× et (B+[ 1

t ])
ϕh=pd est

un B+[ 1
t ]
ϕh=Id-module libre de base tdh.

Le point (1) � log-cristallin � résulte du cas précédent après avoir fixé un isomorphisme B+
log '

B+
E [X].

Pour le point (2), soit M ∈ RepBe(GK). On veut montrer que(
(M ⊗BE,e B+[ 1

t ])
GK ⊗K0 B

+[ 1
t ]
)ϕ=Id −→M

est injectif. Il suffit pour cela de montrer que

(M ⊗BE,e B+[ 1
t ])

GK ⊗K0 B
+[ 1

t ] −→M ⊗Be B+[ 1
t ]

l’est. Il suffit en fait de montrer que le morphisme

(M ⊗BE,e Frac(B+))GK ⊗K0
Frac(B+) −→M ⊗Be Frac(B+)

est injectif. Mais cela résulte de ce que Frac(B+)GK = K0 et de la proposition 1.6.1 de [20]. On
procède de même pour le cas log-cristallin. �

Corollaire 16.13.

(1) Les foncteurs

ϕ-ModK0

Vcris //
RepBe(GK),

Dcris

oo

resp.

(ϕ,N)-ModK0

Vlog-cris//
RepBe(GK),

Dlog-cris

oo

sont adjoints, Vcris, resp. Vlog-cris, étant l’adjoint à gauche de Dcris, resp. Dlog-cris. Le
morphisme d’ajonction Id → Dcris ◦ Vcris, resp. Id → Dlog-cris ◦ Vlog-cris, est l’inverse
de l’isomorphime du point (1) de la proposition 16.12. Le morphisme d’ajonction Vcris ◦
Dcris → Id, resp. Vlog-cris ◦Dlog-cris → Id, est celui du point (2) de la proposition 16.12.

(2) Le foncteur Vcris, resp. Vlog-cris, est pleinement fidèle.

(3) L’image essentielle de Vcris est formée des représentations M ∈ RepBe(GK) telles que
l’injection

Vcris(Dcris(M)) −→M

soit un isomorphisme.

Définition 16.14. Une Be-représentation M de GK est cristalline, resp. log-cristalline, si M est
dans l’image essentielle de Vcris, resp. Vlog-cris.
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Proposition 16.15. Une Be-représentation M de GK est cristalline, resp. log-cristalline, si et
seulement si

dimK0
Dcris(M) = rgBeM, resp. dimK0

Dlog-cris(M) = rgBeM

Démonstration. Soit ∗ ∈ {cris, log-cris}. Si l’égalité de rangs est vérifiée alors le conoyau de
l’injection V∗(D∗(M)) ↪→M est de torsion. Or, tout faisceau cohérent équivariant sur XQp \ {∞}
est sans torsion, i.e. est un fibré vectoriel, car les orbites de GK dans |XQp | \ {∞} sont infinies
(coro. 14.4). �

Proposition 16.16.

(1) Considérons une suite exacte de Be-représentations de GK

0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0.

Supposons M2 cristalline, resp. log-cristalline. Alors, M1 et M3 sont cristallines, resp.
log-cristallines, et il y a une suite exacte de ϕ-modules

0 −→ Dcris(M1) −→ Dcris(M2) −→ Dcris(M3) −→ 0,

resp. de (ϕ,N)-modules

0 −→ Dlog-cris(M1) −→ Dlog-cris(M2) −→ Dlog-cris(M3) −→ 0.

(2) Soit M une Be-représentation cristalline, resp. log-cristalline, de GK . Appelons sous-
représentation de M un sous-Be-module facteur direct stable sous l’action de GK . Le fonc-
teur Vcris, resp. Vlog-cris, induit alors une bijection entre les sous-ϕ-modules de Dcris(M),
resp. les sous-(ϕ,N)-modules de Dlog-cris(M), et les sous-représentations de M .

Démonstration. Le point (2) résulte aussitôt du point (1). Dans le cas cristallin, le point (1)
résulte lui-même facilement du diagramme

0 // Vcris(Dcris(M1))� _

��

// Vcris(Dcris(M2))

'

��

// Vcris(Dcris(M3))� _

��
0 // M1

// M2
// M3

// 0

dont les suites horizontales sont exactes, les flêches verticales injectives et la flêche verticale du
milieu est un isomorphisme. Le cas log-cristallin est identique. �

Remarque 16.17. Soit M une Be-représentation de GK et M ′ ⊂M un sous-Be-module invariant
sous l’action de GK . Alors M ′ est automatiquement facteur direct dans M . Il suffit pour cela de
vérifier que M/M ′ est sans torsion. Or, tout faisceau cohérent GK-équivariant sur X \ {∞} est
sans torsion car les orbites de GK dans |XQp | \ {∞} sont infinies (coro. 14.4). Dans le point (2)
de la proposition 16.16 précédente on peut donc alléger la définition d’une sous-représentation.

16.4. Fibrés cristallins et log-cristallins.

Définition 16.18.

(1) Un fibré équivariant E ∈ FibGKX\{∞} sur X \ {∞} est dit cristallin, resp. log-cristallin, si la

Be-représentation correspondante Γ(X \ {∞}, E) est cristalline, resp. log-cristalline.

(2) Un fibré équivariant E ∈ FibGKX est dit cristallin, resp. log-cristallin, si sa restriction à

l’ouvert X \ {∞} l’est. On note FibGK ,crisX , resp. FibGK ,log-cris
X , les catégorie correspon-

dantes.

D’après la proposition 16.15, E est cristallin si et seulement si

dimK0

(
H0(X \ {∞}, E)⊗Be B+

cris[
1
t ]
)GK

= rg(E).
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Le foncteur

ϕ-ModK0 −→ FibGKX\{∞}

(D,ϕ) 7−→ E(D,ϕ)|X\{∞}

induit une équivalence entre ϕ-modules et fibrés équivariants cristallins sur X \ {∞}. Il en est de
même pour les (ϕ,N)-modules et les fibrés équivariants log-cristallins sur X \ {∞}. Utilisant les
résultats de la section 15 on en déduit le théorème qui suit.

Théorème 16.19.

(1) Il y a une équivalence de catégories

ϕ-ModFilK/K0

∼−−→ FibGK ,crisX

(D,ϕ,Fil•DK) 7−→ E(D,ϕ,Fil•DK)

où E(D,ϕ,Fil•DK) est la modification équivariante de E(D,ϕ) telle que

E(D,ϕ,Fil•DK)∞̂ = Fil0(DK ⊗K BdR).

(2) À chaque choix de log p ∈ K est associé une équivalence de catégories

(ϕ,N)-ModFilK/K0

∼−−→ FibGK ,log-cris
X

(D,ϕ,N,Fil•DK) 7−→ E(D,ϕ,N,Fil•DK)

où E(D,ϕ,N,Fil•DK) est la modification équivariante de E(D,ϕ,N) telle que

E(D,ϕ,N,Fil•DK)∞̂ = Fil0(DK ⊗K BdR),

le choix de log p permettant d’identifier E(D,ϕ,N)∞̂ à D ⊗K0
B+
dR (prop. 16.7).

16.5. Fibrés cristallins/log-cristallins et filtration de Harder-Narasimhan.

Lemme 16.20. Pour X ∈ (ϕ,N)-ModFilK/K0
on a deg E(X) = tH(X) − tN (X), rg(E(X)) =

ht(X) et µ(X) = µ(E(X)).

Théorème 16.21. Soit X ∈ ϕ-ModFilK/K0
, resp. X ∈ (ϕ,N)-ModFilK/K0

. Notons

0 = X0 ( X1 ( · · · ( Xr = X

sa filtration de Harder-Narasimhan. Alors

0 = E(X0) ( E(X1) ( · · · ( E(Xr) = E(X)

est la filtration de Harder-Narasimhan de E(X). De plus les polygones de Harder-Narasimhan de
X et E(X) cöıncident.

Démonstration. Soit X un ϕ-module filtré. Notons Y le ϕ-module associé. Les sous-objets
stricts de X sont en bijection avec les sous-objets de Y . De même, puisque E(X) est obtenu par
modification de E(Y ), les sous-fibrés équivariants stricts (i.e. localement facteur directs) de E(X)
sont en bijection avec ceux de E(Y ). Le théorème est alors une conséquence de la proposition
14.17, du point (2) de la proposition 16.16 et du calcul du degré et du rang des fibrés associés aux
ϕ-modules filtrés. �

16.6. Les foncteurs Dcris et Vcris sur la courbe. On a défini précédemment (16.3) des foncteurs
adjoints

ϕ-ModK0

Vcris //
FibGKX\{∞},

Dcris

oo

le foncteur Vcris étant pleinement fidèle d’image essentielle les fibrés équivariants cristallins sur
X \ {∞}. Le foncteur Vcris n’est rien d’autre que le foncteur (D,ϕ) 7→ E(D,ϕ)|X\{∞}. On va
étendre ces foncteurs aux ϕ-modules filtrés et aux fibrés sur toute la courbe.
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Proposition 16.22. Le foncteur

E(−) : ϕ-ModFilK/K0
−→ FibGKX

resp. E(−) : (ϕ,N)-ModFilK/K0
−→ FibGKX ,

admet un adjoint à gauche.

Démonstration. Soit F un fibré équivariant sur X. Considérons le ϕ-module

(D,ϕ) = Dcris(F |X\{∞})).

Il y a un plongement naturel de BdR-représentations

D ⊗K0
BdR ↪−→ F̂∞[ 1

t ].

Le réseau

D ⊗BdR ∩ F̂∞
est alors invariant sous GK et correspond donc à une filtration Fil•DK . Cette filtration est donnée
par

FiliDK = DK ∩ tiF̂∞, i ∈ Z.
On vérifie que la correspondance F 7→ (D,ϕ,Fil•DK) définit bien un foncteur adjoint. On procède
de même en remplaçant � cris � par � log-cris �. �

Définition 16.23. On note Dcris, resp. Dlog−cris, le foncteur adjoint défini dans la proposition
précédente.

Ce foncteur se décrit de la façon suivante en termes de B-paires. Soit (M,W ) oùM ∈ RepBe(GK),

W ∈ RepB+
dR

(GK) et M ⊗Be BdR = W [ 1
t ]. Alors,

Dcris(M) =
(
(M ⊗Be B+[ 1

t ])
GK , Id⊗ ϕ

)
et il y a un plongement

(M ⊗Be B+[ 1
t ])

GK ⊗K0
BdR ↪−→M ⊗Be BdR.

Posons

Fili = (M ⊗Be B+[ 1
t ])

GK ⊗K0
K ∩ tiW, i ∈ Z.

On a alors

Dcris(M,W ) =
(
(M ⊗Be B+[ 1

t ])
GK , Id⊗ ϕ,Fil•

)
.

Le foncteur composé

RepQp(GK)
∼−−→ 0FibGKX

Dcris−−−−−→ ϕ-ModFilK/K0

est le foncteur usuel qui à une représentation galoisienne V associe

(V ⊗Qp B
+[ 1

t ])
GK

muni du Frobenius Id⊗ ϕ et de la filtration déduite du plongement

(V ⊗E B+[ 1
t ])

GK ⊗K0
K ↪−→ V ⊗E BdR.

On vérifie facilement le lemme qui suit.

Lemme 16.24. Pour un fibré équivariant F , le sous-OX-module équivariant E(Dcris(F)), resp.
E(Dlog-cris(F)), de F est le plus grand sous-OX-module invariant sous Galois qui soit un fibré
cristallin, resp. log-cristallin.

On déduit également de la proposition 16.15 l’assertion suivante.

Proposition 16.25. Un fibré équivariant F est cristallin, resp. log-cristallin, si et seulement si
dimK0

Dcris(F) = rg (F), resp. dimK0
Dlog-cris(F) = rg (F).
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Définition 16.26. Pour A ∈ ϕ-ModFilK/K0
, resp. A ∈ (ϕ,N)-ModFilK/K0

, on pose

Vcris(A) = H0(X, E(A)),

resp. Vlog-cris(A) = H0(X, E(A)).

C’est un Qp-espace de Banach muni d’une action continue de GK .

Si F est un fibré équivariant, l’inclusion E(Dcris(F)) ⊂ F induit une injection compatible à
l’action de Galois d’espaces de Banach

Vcris(Dcris(F)) ↪−→ H0(X,F).

En particulier, pour V ∈ RepE(GK),

Vcris(Dcris(V )) ↪−→ V.

Si BQp(GK) désigne les Qp-espaces de Banach munis d’une action continue de GK on a en
résumé un diagramme

ϕ-ModFilK/K0

E(−) //

Vcris

((
FibGKX

Dcris

oo
H0(X,−) // BQp(GK)

RepQp(GK)

Dcris

hhRRRRRRRRRRRRRR
?�

−⊗OX

OO

) 	

66nnnnnnnnnnnn

16.7. Représentations cristallines et ϕ-modules filtrés admissibles. Rappelons (14.22,
14.19) qu’il y a une équivalence entre représentations galoisiennes et fibrés équivariants semi-
stables de pente 0 :

RepE(GK)
∼−−→ 0FibGKX

(V, ρ) 7−→ V ⊗E OX .

Définition 16.27. Une représentations V ∈ RepE(GK) est dite cristalline, resp. log-cristalline,
si le fibré GK-équivariant V ⊗E OX est cristallin, resp. log-cristallin. On note RepcrisE (GK), resp.

Replog-cris
E (GK), les représentations cristallines, resp. log-cristallines.

Remarque 16.28. Lorsque E 6= Qp cette notion est plus forte que la notion usuelle de représentation
cristalline à coefficients dans E : il s’agit des représentations cristallines V à coefficients dans E
telles que la C-représentation de Hodge-Tate ⊕τ 6=τ0V ⊗E,τ C soit de poids 0. Par exemple, si G est
un groupe p-divisible sur OK muni d’une action de OE, Vp(G) satisfait la condition précédente si
et seulement si l’action de OE sur LieG se fait à travers le plongement canonique τ0 : OE ↪→ OK .

Définition 16.29. Un ϕ-module filtré, resp. un (ϕ,N)-module filtré, X est dit admissible si le
fibré équivariant E(X) est semi-stable de pente 0.

Théorème 16.30.

(1) Soit V ∈ RepE(GK). Sont équivalents :

(a) V est cristalline,

(b) l’injection Vcris(Dcris(V )) ↪→ V est un isomorphisme,

(c) dimK0 Dcris(V ) = dimE V et ⊕τ 6=τ0V ⊗E,τ C est de poids 0.

(2) Soit A ∈ ϕ-ModFilK/K0
. Sont équivalents :

(a) A est admissible,

(b) dimE Vcris(A) = ht(A).

(c) A est semi-stable de pente 0

Les mêmes énoncés sont vérifiés en remplaçant � cristallin � par � log-cristallin �.
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Démonstration. Le point (1) résulte de la proposition 16.25. Passons au point (2). Il résulte du
théorème de classification des fibrés et du calcul des sections globales des OX(λ), λ ∈ Q, qu’un
fibré F sur X est semi-stable de pente 0 si et seulement si dimE H

0(X,F) = rg(F). Appliquant
cela au fibré E(A), on voit que le point (a) est équivalent à (b). L’équivalence de (a) et (c) résulte
du théorème 16.21 qui dit que les polygones de Harder-Narasimhan de A et E(A) cöıncident. En
particulier, A est semi-stable de pente 0 si et seulement si E(A) l’est. �

Remarque 16.31. Dans le point (2) du théorème précédent, l’équivalence de (a) et (c) est
l’énoncé admissible ⇔ faiblement admissible. La preuve semble un peu formelle, mais on a en
fait utilisé au préalable de façon cruciale le théorème de classification des fibrés afin d’identifier
les fibrés équivariants semi-stables de pente 0 aux représentations galoisiennes.

Le théorème de classification des fibrés fournit en fait l’énoncé plus fin suivant.

Théorème 16.32. Soit A ∈ ϕ-ModFilK/K0
.

(1) Si tH(A) > tN (A) alors dimQp Vcris(A) = +∞.

(2) Si tH(A) < tN (A) alors soit dimQp Vcris(A) = +∞, soit dimQp Vcris(A) < ht(A).

(3) Si tH(A) = tN (A) alors soit dimQp Vcris(A) = +∞ soit dimQp Vcris(A) = ht(A).

En particulier :
– A est admissible si et seulement si det(A) l’est et dimQp Vcris(A) < +∞,
– si dimQp Vcris(A) < +∞ alors dimQp Vcris(A) ≤ ht(A).

De plus, si dimQp Vcris(A) < +∞, Vcris(A) est une représentation cristalline et Dcris(Vcris(A))
est le plus grand sous-ϕ-module filtré admissible de A.

Les mêmes énoncés sont vérifiés en remplaçant � cristallin � par � log-cristallin �.

Démonstration. Si tH(A) > tN (A) alors deg(E(A)) > 0 et donc d’après le théorème de classifica-
tion des fibrés E(A) possède un sous-fibré isomorphe àOX(λ) avec λ > 0. Puisque dimH0(X,OX(λ)) =
+∞ on conclut que dimVcris(A) = +∞.

Si tH(A) < tN (A) alors deg(E(A)) < 0. D’après le raisonnement précédent, si le polygone
de E(A) possède une pente > 0 alors dimVcris(A) = +∞. Sinon, puisque ce polygone doit
posséder au moins une pente < 0, utilisant le théorème de classification des fibrés on en déduit
que dimVcris(A) < ht(A).

Si tH(A) = tN (A) alors deg(E(A)) = 0. Si le polygone de E(A) ne possède pas de pente > 0,
par concavité de celui-ci, c’est une droite de pente 0. On conclut que A est admissible.

Si dimVcris(A) < +∞, les pentes de Harder-Narasimhan de A sont nécessairement ≤ 0. De
plus, si B ⊂ A est le premier cran de la filtration de Harder-Narasimhan si la pente 0 intervient
ou bien B = 0 sinon, les pentes de E(B/A) étant strictement négatives on a Vcris(B) = Vcris(A).
Mais B étant admissible, Vcris(B) est cristalline et Dcris(Vcris(B)) = B. �

16.8. Classification des fibrés semi-stables cristallins/log-cristallins de pente quelconque.

Notons 0FibGKX ⊗Dopp
λ la catégorie des fibrés équivariants semi-stables de pente 0, E , munis d’une

action semi-linéaire de Dopp
λ , c’est à dire un morphisme GK-équivariant Dλ → End(E) où E est le

fibré sous-jacent à E . On peut également définir ces objets comme étant les fibrés équivariants en
OX ⊗E Dλ-modules où Dλ est un faisceau en anneaux GK-équivariant sur X.

Proposition 16.33. Il y a une équivalence
λFibGKX

∼−−→ 0FibGKX ⊗Dλ

E 7−→ E ⊗OX(−λ)

où E ⊗ OX(−λ) est muni de l’action de Dλ associée à l’identification Dopp
λ

∼−−→ End(OX(−λ)).
Un inverse est donné par

F 7−→ F ⊗Dλ OX(λ).

Lemme 16.34. L’équivalence précédente et son inverse respecte les fibrés cristallins, resp. log-
cristallins.

Proposition 16.35.
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(1) Soit V ∈ RepDλ(GK). Le fibré équivariant V ⊗DλOX(λ) est cristallin, resp. log-cristallin,
si et seulement si après oubli de l’action de Dλ la représentation V , comme objet de
RepE(GK), est cristalline, resp. log-cristalline.

(2) Notons RepcrisDλ
(GK) les objets de RepDλ(GK) qui sont cristallins après oubli de l’action

de Dλ. Il y a alors une équivalence

RepcrisDλ
(GK)

∼−−→ λ(ϕ-ModFilK/K0
)

V 7−→ Dcris

(
V ⊗Dλ OX(λ)

)
.

17. De Rham implique potentiellement log-cristallin

On reprend les hypothèses et notations de la section précédente. On note X = XQp la courbe
munie de son action de GK et ∞ ∈ |X| le point fermé stable sous l’action de GK . On a alors
K0 = W (kK)Q. Si L|K est une extension de degré fini contenue dans K de corps résiduel kL on

note GL = Gal(K|L) et L0 = W (kL)Q :

L

L0

||||||||
K

K0

}}}}}}}}

17.1. Fibrés potentiellement log-cristallins. Si E ∈ FibGKX et L|K est une extension de degré

fini de K dans K on note RL/KE ∈ FibGLX le fibré équivariant obtenu par restriction de l’action

de GK en une action de GL. Supposons L|K galoisienne et soit E ∈ FibGLX de fibré sous-jacent E .

Si τ ∈ GL on note uτ : τ∗E ∼−→ E l’action de τ . Pour σ ∈ GK notons

E(σ) ∈ FibGLX

le fibré équivariant de fibré sous-jacent σ∗E et tel que l’action de τ ∈ GL soit donnée par

τ∗(σ∗E) = σ∗((στσ−1)∗E)
σ∗uστσ−1−−−−−−−−→ σ∗E .

On a la formule

(E(σ1))(σ2) = E(σ1σ2), σ1, σ2 ∈ GK .
Si f : E → E ′ est un morphisme de fibrésGL-équivariants il induit un morphisme f (σ) : E(σ) → E ′(σ)

qui est simplement le morphisme σ∗f au niveau des fibrés. Lorsque σ ∈ GL, il y a un isomorphisme
canonique

canσ : E(σ) ∼−−→ E
donné par uσ au niveau des fibrés.

Définition 17.1. Supposons L|K galoisienne. Pour E ∈ FibGLX on appelle donnée de descente de
L à K sur E la donnée pour tout σ ∈ GK d’un isomorphisme

fσ : E(σ) ∼−−→ E

dans FibGLX vérifiant

fσ1σ2
= fσ2

◦ (fσ1
)(σ2), σ1, σ2 ∈ GK ,

fσ = canσ, σ ∈ GL.

Si E ∈ FibGKX , RL/KE est canoniquement muni d’une donnée de descente de L à K. En effet, si E
est le fibré sous-jacent à E , si pour σ ∈ GK , uσ : σ∗E ∼−→ E définit l’action de GK , il suffit de poser
fσ = uσ dans la définition précédente. On a alors la proposition suivante dont la démonstration
est formelle.
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Proposition 17.2. Le foncteur qui à E ∈ FibGKX associe RL/KE ∈ FibGLX muni de sa donnée de de-

scente induit une équivalence de catégories entres FibGKX et la catégorie des fibrés GL-équivariants
munis d’une donnée de descente de L à K.

Définition 17.3. Un fibré GK équivariant E sur X est dit potentiellement log-cristallin s’il existe
une extension finie L de K dans K telle que RL/KE soit un fibré GL-équivariant log-cristallin.

Supposons L|K galoisienne. Alors, L0|K0 l’est également et il y a un morphisme de restriction
Gal(L|K)→ Gal(L0|K0).

Définition 17.4.

(1) Un (ϕ,N,GL/K)-module filtré est un (ϕ,N)-module filtré (D,ϕ,N,Fil•DL) ∈ (ϕ,N)-ModFilL/L0

tel que via Gal(L|K)→ Gal(L0|K0), D est muni d’une action semi-linéaire de Gal(L|K)
commutant à ϕ et N et laissant invariant la filtration Fil•DL de D ⊗L0

L. On note
(ϕ,N,GL/K)-ModFilL/L0

la catégorie correspondante.

(2) On note

(ϕ,N,G)-ModFil =
⋃
L/K

(ϕ,N,GL/K)-ModFilL/L0

où L|K parcourt les extensions galoisiennes de degré fini de K dans K. On l’appelle
catégorie des (ϕ,N,G)-modules filtrés.

Dans le point (2) de la définition précédente, on utilise la fait que si L′|L|K sont des extensions
galoisiennes finies de K alors le foncteur d’extension des scalaires

(ϕ,N,GL/K)-ModFilL/L0
−→ (ϕ,N,GL′/K)-ModFilL′/L′0

est pleinement fidèle.

Proposition 17.5. La catégorie des (ϕ,N,G)-modules filtrés est équivalente à celle des fibrés
GK-équivariants potentiellement log-cristallins.

Démonstration. Pour A = (D,ϕ,N,Fil•NL) ∈ (ϕ,N)-ModFilL/L0
et σ ∈ Gal(L|K) on calcule

que

E(A)(σ) = E(A(σ))

où

A(σ) = (D ⊗L0,σ|L0
L0, ϕ⊗ ϕ,N ⊗ Id,Fil•DL ⊗L,σ L).

Il suffit alors d’appliquer la proposition 17.2. �

17.2. Enoncé du théorème. Rappelons qu’un fibré équivariant E ∈ FibGKX est de de Rham si

la B+
dR-représentation Ê∞ est génériquement plate i.e. Ê∞[ 1

t ] est engendré par ses invariants sous
GK . Géométriquement cela s’interprète en disant que le tiré en arrière du fibré équivariant E sur
le � disque formel épointé � Spec(BdR) est trvial.

Lemme 17.6. Tout fibré GK-équivariant potentiellement de de Rham est de de Rham.

Démonstration. Il suffit de vérifier que toute BdR-représentation potentiellement plate est
plate. Mais si L|K est galoisienne de degré fini et W ∈ RepBdR(GK), WGL est un L = BGLdR -

espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-linéaire de Gal(L|K). Puisque WGK =
(WGL)Gal(L|K) on a dimLW

GL = dimKW
GK (Hilbert 90). �

Puisque tout fibré équivariant log-cristallin est de de Rham, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 17.7. Tout fibré GK-équivariant potentiellement log-cristallin est de de Rham.

Le théorème principal de ce chapitre est la réciproque à la proposition précédente.

Théorème 17.8. Tout fibré GK-équivariant de de Rham sur X est potentiellement log-cristallin.
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Le théorème précédent appliqué aux fibrés équivariants semi-stables de pente 0 permet de retrou-
ver le théorème de monodromie p-adique : toute représentation de de Rham est potentiellement
log-cristalline.

La proposition 15.13 permet de réduire le théorème à l’énoncé suivant.

Théorème 17.9. Soit E un fibré GK-équivariant sur X tel que E∞⊗k(∞) soit une C-représentation
de Hodge-Tate de poids 0. Il existe alors une extension de degré fini L|K et (D,ϕ,N) ∈ (ϕ,N)-ModL0

tels que RL/KE ' E(D,ϕ,N).

17.3. Le cas semi-stable. On commence par démontrer le théorème 17.9 lorsque E est semi-
stable. Soit donc λ la pente de E . Si λ = d

h , (d, h) = 1, quitte à remplacer K par une extension
non-ramifiée de degré fini, on peut supposer que kK contient Fph . D’après la proposition 14.22 il
existe alors un Dopp

λ -espace vectoriel de dimension finie V et une représentation continue

ρ : GK −→ GLDoppλ
(V )

tels que

E '
(
V ⊗Dλ OX(λ)

) GK∧ ρ.

Comme C-représentation de GK ,

OX(λ)∞ ⊗ k(∞) = Ch.

Il y a de plus un isomorphisme

Dλ ⊗Qp C 'Mh(C)

tel que l’action de Dλ sur OX(λ) induise sur OX(λ)∞ ⊗ k(∞) l’action canonique de l’algèbre de
matrices Mh(C) sur Ch. On a alors un isomorphisme de C-représentations de GK

(V ⊗Dλ OX(λ))∞ ⊗ k(∞) ' VC ⊗Mh(C) C
h

où l’on note VC = V ⊗Qp C. On a donc

E∞ ⊗ k(∞) ' VC ⊗Mh(C) C
h

où l’action semi-linéaire de σ ∈ GK est donnée par (ρ(σ)⊗σ)⊗σ⊕h, (ρ(σ)⊗σ) désignant l’action
sur V ⊗Qp C. Rappelons qu’il y a une équivalence de Morita entre Mh(C)-modules à droites et

C-espaces vectoriels. Au Mh(C)-module M elle associe M ⊗Mh(C) C
h. Au C-espace vectoriel W

elle associe le module W ⊗C Ch, l’action de la matrice A ∈Mh(C) étant donnée par Id⊗ tA. On
a alors un isomorphisme naturel

VC ' (VC ⊗Mh(C) C
h)⊗C Ch.

C’est un isomorphisme de C-représentations de GK . On en déduit que VC est Hodge-Tate de poids
0. D’après Sen ([41] 3.2) il en résulte que si IK ⊂ GK est le sous-groupe d’inertie alors ρ|IK est

d’image finie. Après une extension L|K de degré fini on a donc RL/KE ' (V ⊗Dλ OX(λ))
GK∧ ρ|GL

avec ρ|GL non-ramifié. Le morphisme ρ|GL : GL → Gal(kL|kL) → GLDoppλ
(V ) définit par tor-

sion (cf. proposition 17.10 qui suit) un isocristal (D,ϕ) ∈ ϕ-ModL0 isocline de pente −λ tel que
E(D,ϕ) ' RL/KE . On a donc démontré le théorème 17.9 lorsque E est semi-stable.

La proposition qui suit est bien connue. Lorsque λ = 0 elle donne la classification des � unit
root � isocristaux en termes de représentations galoisiennes.

Proposition 17.10. Soit k un corps parfait et k une clôture algébrique. Pour λ ∈ Q notons Isocλk
la catégorie des k-isocristaux isoclines de pente λ. Il y a alors une équivalence de catégories

Isocλk
∼−−→ RepDoppλ

(Gal(k|k))

(D,ϕ) 7−→ Hom
(
W (k)Q(λ), (D,ϕ)⊗W (k)Q

)
.

17.4. Le cas général : dévissage à un énoncé de cohomologie galoisienne.
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17.4.1. Calculs d’extensions. Soient A1 = (D1, ϕ1, N1) et A2 = (D2, ϕ2, N2) deux (ϕ,N)-modules
filtrés. Le foncteur

(ϕ,N)-ModK0
−→ FibGKX

A 7−→ E(A)

induit une application

αA1,A2 : Ext1
(ϕ,N)-ModK0

(
A1, A2

)
→ ker

(
Ext1

Fib
GK
X

(E(A1), E(A2))→ Ext1
Rep

B
+
dR

(GK)

(
Ê(A1)∞, Ê(A2)∞)

)
.

Le membre de gauche

ker
(
Ext1

Fib
GK
X

(E(A1), E(A2)) −→ Ext1
Rep

B
+
dR

(GK)

(
Ê(A1)∞, Ê(A2)∞)

)
consiste en les classes d’extensions de E(A1) par E(A2) qui sont des fibrés équivariants de de Rham.
On a

Ext1
(ϕ,N)-ModK0

(
A1, A2

)
= Ext1

(ϕ,N)-ModK0
(1, A∨1 ⊗A2)

Ext1

Fib
GK
X

(E(A1), E(A2)) = Ext1

Fib
GK
X

(OX , E(A1)∨ ⊗ E(A2))

= Ext1

Fib
GK
X

(OX , E(A∨1 ⊗A2))

Ext1
Rep

B
+
dR

(GK)

(
Ê(A1)∞, Ê(A2)∞) = Ext1

Rep
B

+
dR

(GK)(B
+
dR, Ê(A1)

∨
∞ ⊗ Ê(A2)∞)

= H1
(
GK , D

∨
1 ⊗K0

D2 ⊗K0
B+
dR

)
= D∨1 ⊗K0

D2 ⊗K0
H1(GK , B

+
dR)

= D∨1 ⊗K0
D2 ⊗K0

H1(GK , C).

Le lemme suivant permet de calculer les extensions de (ϕ,N)-modules dans le cas dont nous
aurons besoin plus tard.

Lemme 17.11. Pour (D1, ϕ1, N1), (D2, ϕ2, N2) ∈ (ϕ,N)-ModK0
n’ayant aucune pente de Dieudonné-

Manin en commun il y a un isomorphisme

Hom(D1, D2)ϕ=p−1 ∼−−→ Ext1(ϕ,N)-ModK0

(
(D1, ϕ1, N1), (D2, ϕ2, N2)

)
.

Démonstration. Soit (E,ϕ,N) qui est une extension entre nos deux (ϕ,N)-modules. Puisque
(D1, ϕ1) et (D2, ϕ2) n’ont pas de pente en commun, la suite exacte associée de ϕ-modules est
canoniquement scindée. On peut donc supposer que

(E,ϕ) = (D1, ϕ1)⊕ (D2, ϕ2).

Dans une telle décomposition, l’opérateur de monodromie N est de la forme

N =

(
N1 0
f N2

)
où f ∈ HomK0

(D1, D2). La condition Nϕ = pϕN se traduit alors en l’équation

f ◦ ϕ1 = pϕ2 ◦ f
soit encore

ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1
1 = p−1f.

�
Notons

(D,ϕ,N) = (D1, ϕ1, N1)∨ ⊗ (D2, ϕ2, N2).

Faisons maintenant l’hypothèse suivante : les pentes de (D1, ϕ1) sont strictement plus grandes que
celles de (D2, ϕ2). Les pentes de Harder-Narasimhan du fibré E(D1, ϕ1) sont donc strictement plus
petites que celles de E(D2, ϕ2). D’après le corollaire 14.25 on a donc

Ext1

Fib
GK
X

(E(A1), E(A2)) = H1(GK ,Hom(E(A1), E(A2)))

= H1
(
GK , (D ⊗K0

B+
log)ϕ=Id,N=0

)
.
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L’application αA1,A2
s’identifie donc à l’application

βD,ϕ,N : Dϕ=p−1

−→ ker
(
H1
(
GK , (D ⊗K0

B+
log)ϕ=Id,N=0

)
→ H1

(
GK , D ⊗K0

C
))
.

Celle-ci est définie pour tout (ϕ,N)-module filtré (D,ϕ,N) de pentes strictement négatives,
βD,ϕ,N = α1,(D,ϕ,N) où 1 = (K0, ϕ, 0). On vérifie le lemme suivant par un calcul explicite.

Lemme 17.12. Soit (D,ϕ) un ϕ-module de pentes strictement négatives que l’on voit comme un
(ϕ,N)-module en posant N = 0. Alors,

βD,ϕ,0 : Dϕ=p−1

−→ H1(GK , (D ⊗K0
B+)ϕ=Id)

a 7−→ [(a⊗ logx,σ)σ]

où (logx,σ)σ ∈ Z1(GK , (B
+)ϕ=p) est le 1-cocyle défini dans la section 16.2.2.

17.4.2. Dévissage à énoncé de cohomologie galoisienne d’espaces de Banach-Colmez. Soit E un

fibré GK-équivariant tel que la B+
dR-représentation Ê∞ soit plate. Notons

0 = E0 ( E1 ( · · · ( Er = E

sa filtration de Harder-Narasimhan (14.17). Toute B+
dR-représentation qui est un sous-quotient

d’une B+
dR-représentation plate est elle même plate. Il en résulte que pour 0 ≤ i < j ≤ r,

(Ej/E i)∞̂ est plate. Si r = 1 on sait d’après la section 17.3 que E est potentiellement associé
à un (ϕ,N)-module. Procédons maintenant par récurrence sur r et supposons donc r > 1 et Er−1

potentiellement associé à un (ϕ,N)-module. Quitte à remplacer K par une extension de degré fini
on peut donc supposer que

E/Er−1 = E(A1), Er−1 = E(A2)

avec A1, A2 ∈ (ϕ,N)-ModK0 . La classe de l’extension équivariante

0 −→ Er−1 −→ E −→ E/Er−1 −→ 0

vit dans

ker
(
Ext1

Fib
GK
X

(E(A1), E(A2)) −→ Ext1
Rep

B
+
dR

(GK)

(
Ê(A1)∞, Ê(A2)∞)

)
.

D’après les calculs d’extension de la section précédente, afin de montrer que E est associé à un
(ϕ,N)-module extensions de A1 par A2, on est ramené à démontrer la proposition suivante.

Proposition 17.13. Soit (D,ϕ,N) un (ϕ,N)-module de pentes strictement négatives. Alors,

βD,ϕ,N : Dϕ=p−1

−→ ker
(
H1
(
GK , (D ⊗K0

B+
log)ϕ=Id,N=0

)
→ H1

(
GK , D ⊗K0

C
))

est un isomorphisme.

Commençons par remarquer que la pleine fidélité du foncteur associant à un (ϕ,N)-module un
fibré équivariant implique que βD,ϕ,N est toujours injective (si l’extension de fibrés équivariants
associée à une extension de (ϕ,N)-modules est scindée alors l’extension de (ϕ,N)-modules l’est
également). Il reste donc à montrer sa surjectivité.

Montrons maintenant qu’il suffit de vérifier la proposition 17.13 précédente lorsque N = 0 et
D est isocline. Pour cela soit

D =

m⊕
i=1

Di

la décomposition en parties isoclines de D où Di est de pente λi avec λ1 > · · · > λm. Puisque
N : (D,ϕ) → (D, pϕ), N|Dm = 0 et (Dm, ϕ, 0) est un sous-(ϕ,N)-module de (D,ϕ,N). Notons
D′ = Dm et D′′ = D/D′ comme (ϕ,N)-modules. On a bien sûr une suite exacte

0 −→ (D′)ϕ=p−1

−→ Dϕ=p−1

−→ (D′′)ϕ=p−1

−→ 0.

La suite exacte de fibrés équivariants

0 −→ E(D′, ϕ) −→ E(D,ϕ,N) −→ E(D′′, ϕ,N) −→ 0
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induit une suite exacte

0 −→ Ext1

Fib
GK
X

(
OX , E(D′, ϕ)

)
−→ Ext1

Fib
GK
X

(
OX , E(D,ϕ,N)

)
−→ Ext1

Fib
GK
X

(
OX , E(D′′, ϕ,N)

)
.

En effet,
Hom

Fib
GK
X

(OX , E(D′′, ϕ,N)) = Hom(ϕ,N)-ModK0
(1, (D′′, ϕ,N)) = 0

car (D′′, ϕ) ne possède pas de pente nulle. Le corollaire 14.25 permet de réécrire la suite exacte
précédente sous la forme

0 −→ H1(GK , (D
′⊗B+)ϕ=Id) −→ H1(GK , (D⊗B+

log)ϕ=Id,N=0) −→ H1(GK , (D
′′⊗B+

log)ϕ=Id,N=0).

Afin d’abréger les notations prenons la définition suivante.

Définition 17.14. Pour un (ϕ,N)-module M on note

H1
g (GK , (M ⊗B+

log)ϕ=Id,N=0) = ker
(
H1(GK , (M ⊗B+

log)ϕ=Id,N=0 → H1(GK ,M ⊗B+
dR)
)
.

De la suite exacte précédente on déduit une suite exacte

0 −→ H1
g (GK , (D

′⊗B+)ϕ=Id) −→ H1
g (GK , (D⊗B+

log)ϕ=Id,N=0) −→ H1
g (GK , (D

′′⊗B+
log)ϕ=Id,N=0).

On a donc un diagramme commutatif à lignes exactes

0 // D′ϕ=p−1 //

βD′,ϕ
��

Dϕ=p−1 //

βD,ϕ,N

��

D′′ϕ=p−1 //

βD′′,ϕ,N
��

0

0 // H1
g (GK , (D

′ ⊗B+)ϕ=Id) // H1
g (GK , (D ⊗B+

log)ϕ=Id,N=0) // H1
g (GK , (D

′′ ⊗B+
log)ϕ=Id,N=0).

Il en résulte que si βD′,ϕ et βD′′,ϕ,N sont des isomorphismes alors βD,ϕ,N est un également un.
Par récurrence sur le nombres de pentes de l’isocristal (D,ϕ) on est donc ramené à montrer la
proposition suivante.

Proposition 17.15. Soit (D,ϕ) un isocristal isocline de pente strictement négative.

(1) Si la pente de (D,ϕ) est différente de −1 alors H1
g

(
GK , (D ⊗B+)ϕ=Id

)
= 0.

(2) Si (D,ϕ) est de pente −1 alors l’injection

βD,ϕ : Dϕ=p−1

−→ H1
g

(
GK , (D ⊗B+)ϕ=Id

)
a 7−→ [(a⊗ logx,σ)σ]

est un isomorphisme.

Soit (D,ϕ) comme dans le théorème précédent. Remarquons maintenant que l’on peut supposer
kK algébriquement clos. Soient en effet IK ⊂ GK le sous-groupe d’inertie. Si M = (D⊗B+)ϕ=Id,
il y a une suite d’inflation restriction

0→ H1(Gal(k|kK),M IK )→ H1(GK ,M)→ H1(IK ,M)Gal(k|kK) → H2(Gal(k|kK),M IK ).

Puisque (B+)IK = W (k)Q on a

M IK = (D ⊗K0
W (k)Q)ϕ=Id = 0

car (D,ϕ) ne possède pas de pente nulle. Il y a donc un isomorphisme

ResGKIK : H1(GK ,M)
∼−−→ H1(IK ,M)Gal(k|kK).

Soit Knr l’extension maximale non-ramifiée de K dans K. Puisque pour i > 0, Hi(Gal(k|kK), k) =
0, par approximations successives on a

Hi(Gal(k|kK), K̂nr) = 0, i > 0.

Rappelons de plus que d’après Tate, CIK = K̂nr. La suite d’inflation restriction

0→ H1(Gal(k|kK), CIK )→ H1(GK , C)→ H1(IK , C)Gal(k|kK) → H2(Gal(k|kK), CIK )

fournit donc un isomorphisme

ResGKIK : H1(GK , C)
∼−−→ H1(IK , C)Gal(k|kK).
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Mettant ensemble les deux isomorphismes de restriction que l’on vient d’établir on obtient un
isomorphisme

ResGKIK : H1
g

(
GK , (D ⊗B+)ϕ=Id

) ∼−−→ H1
g

(
IK , (D ⊗B+)ϕ=Id

)Gal(k|kK)
.

Puisque D = (D ⊗K0 w(k)Q)Gal(k|kK) on obtient donc que si

β(D,ϕ)⊗W (k)Q : (D ⊗W (k)Q)ϕ=p−1

→ H1
g

(
IK , (D ⊗B+)ϕ=Id

)Gal(k|kK)

est un isomorphisme alors βD,ϕ en est un. On est donc ramené à démontrer le théorème lorsque
kK est algébriquement clos.

Si kK est algébriquement clos on peut décomposer l’isocristal isocline (D,ϕ) en somme directe
d’isocristaux simples. La proposition 17.15 se réduit donc à la proposition suivante de Colmez.

Proposition 17.16 ([10] prop. 10.11). Supposons kK algébriquement clos. Soient d, h deux entiers
strictement positifs premiers entre eux. Si

u : (B+)ϕ
h=pd −→ Ch

x 7−→ (θ(x), θ(ϕ(x)), . . . , θ(ϕh−1(x))

notons

H1
g

(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

)
= ker

(
H1
(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

) u∗−−−→ H1
(
GK , C

h
))
.

(1) Si d = h = 1 alors H1
g

(
GK , (B

+)ϕ=p
)

est un Qp-espace vectoriel de dimension 1 engendré
par la classe du cocycle (logx,σ)σ, classe qui est celle de l’extension 0→ Qp(1)→ Vp(E)→
Qp → 0 associée à une courbe elliptique de Tate E sur K via le plongement Qp(1) = Qp.t ⊂
(B+)ϕ=p.

(2) Si (d, h) 6= (1, 1) alors

H1
g

(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

)
= 0.

17.4.3. Interprétation en termes de l’exponentielle de Bloch-Kato des puissances du caractère de
Lubin-Tate. Soient d, h > 0 avec (d, h) = 1. Notons χLT h : GK → Q×

ph
le caractère de Lubin-Tate.

Il y a une suite exacte de GK-modules

0 −→ χdLT h −→ (B+)ϕ
h=pd −→ B+

dR/t
dB+

dR −→ 0.

Celle-ci fournit une suite exacte

0 −→ K
δ−−→ H1(GK , χ

d
LT h) −→ H1

(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

)
−→ H1(GK , B

+
dR/t

dB+
dR) = H1(GK , C)

où δ est l’exponentielle de Bloch-Kato de χdLT h . On a donc

coker(δ) = ker
(
H1
(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

) θ∗−−→ H1(GK , C)
)
.

L’application composée

χdLT h ↪−→ (B+)ϕ
h=pd ↪→ B+

dR

est à valeurs dans tdB+
dR et définit donc par composition avec la projection sur grdB+

dR une appli-
cation

χdLT h −→ C(d).

Pour 0 < i < h, on a une application composée

χdLT h ↪−→ (B+)ϕ
h=pd θ◦ϕi−−−−→ C.

Mises ensembles cela définit une application

χdLT h −→ C(d)⊕ Ch−1

qui fournit la décomposition de Hodge-Tate de χdLT h

χdLT h ⊗Qp C
∼−−→ C(d)⊕ Ch−1.
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On a donc

H1
g (GK , χ

d
LT h) := ker

(
H1(GK , χ

d
LT h) −→ H1(GK , χ

d
LT h ⊗Qp C)

)
= ker

(
H1
(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

) (θ∗,θ◦ϕ∗,...,θ◦ϕh−1
∗ )−−−−−−−−−−−−−−→ H1(GK , C

h)
)

qui paramètre les extensions de Qp par χdLT h qui sont de de Rham. De façon équivalente,H1(GK , χ
d
LT h)

paramètre les extensions de Qph -représentations de Qph par χdLT h . La classe d’une telle extension

0 −→ χdLT h −→ V −→ Qph −→ 0

est dans H1
g (GK , χ

d
LT h) si et seulement si V est de de Rham comme Qp-représentation.

Voici maintenant la traduction de la proposition 17.16 en termes de représentations galoisiennes.

Proposition 17.17. Soient d, h > 0 avec (d, h) = 1. Notons χLT h : GK → Q×
ph

le caractère de

Lubin-Tate.

(1) Si d = h = 1, l’exponentielle de Bloch-Kato δ : K → H1(GK ,Qp(1)) a pour conoyau un
Qp-espace vectoriel de dimension 1. En d’autres termes, si V est une extension de Qp
par Qp(1) alors soit V est cristalline isomorphe au module de Tate d’une courbe elliptique
ayant bonne réduction ordinaire, soit V est semi-stable isomorphe au module de Tate d’une
courbe elliptique de Tate.

(2) Si (d, h) 6= (1, 1), l’exponentielle de Bloch-Kato

δ : K −→ H1(GK , χ
d
LT h)

est un isomorphisme. En d’autres termes, toute Qph-représentation de dimension 2 qui

est une extension de Qph par χdLT h et qui est de de Rham en tant que Qp-représentation
est cristalline.

Remarque 17.18. Le cas (1) de la proposition précédente découle en fait facilement de la théorie

de Kümmer (cf. [37]). Plus précisément, si K̂× désigne le complété p-adique de K×, la théorie de
Kümmer fournit une identification

H1(GK ,Qp(1)) = K̂× ⊗Zp Qp.

Il y a une application exponentielle

exp : K −→ K̂× ⊗Zp Qp
x 7−→ exp(pnx)⊗ p−n, n� 0

où exp(pnx) ∈ 1 + mK ⊂ K̂×. Cette application s’identifie à l’exponentielle de Bloch-Kato. La

valuation v : K× → Z s’étend en une application v : K̂× → Zp et on a une suite exacte

0 −→ K
exp−−−→ K̂× ⊗Zp Qp

v⊗Id−−−−−→ Qp −→ 0.

17.4.4. Preuve alternative lorsque le corps résiduel est fini d’après Hyodo. Supposons que le corps
résiduel de K est fini c’est à dire K est une extension de degré fini de Qp et reprenons la preuve
du théorème 17.8 à la proposition 17.15, juste avant le dévissage au cas d’un corps résiduel
algébriquement clos.

Soit donc (D,ϕ) un isocristal isocline de pente strictement négative.

Lemme 17.19. Il existe une filtration Fil•DK de DK telle que (D,ϕ,Fil•DK) soit admissible et

FiliDK = 0 si i > 0.

Démonstration. Si (D,ϕ) est simple il suffit de choisir une filtration Fil•DK telle que tH(DK ,Fil•DK) =

tN (D,ϕ) et FiliDK = 0 lorsque i > 0 (cette dernière conditions est possible car la pente de D est
strictement négative). En général, supposons que l’on ait une extensions d’isocristaux

0 −→ (D′, ϕ) −→ (D,ϕ) −→ (D′′, ϕ) −→ 0.
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Soit Fil•D′K , resp. Fil•D′′K , une filtration admissible de (D′, ϕ), resp. (D′′, ϕ), telle que FiliD′K = 0,

resp. FiliD′′K = 0, lorsque i > 0. Soit u : D′′ → D une section K0-linéaire de D′ → D′′. Posons
alors Fil•DK = Fil•D′K + u(Fil•D′′K). La suite de ϕ-modules filtrés

0 −→ (D′, ϕ,Fil•D′K) −→ (D,ϕ,Fil•DK) −→ (D′′, ϕ,Fil•D′′K) −→ 0

est exacte. On conclut puisqu’une extension de ϕ-modules filtrés (faiblement) admissibles est ad-
missible (dans une catégorie de Harder-Narasimhan, une extension entre objets semi-stables de
pente 0 est semi-stable de pente 0). �

Soit donc Fil•DK une telle filtration et V = Vcris(D,ϕ,Fil•DK), une représentation cristalline
à poids de Hodge-Tate positifs. Remarquons que puisque la filtration Fil•DK est concentrée en
degrés négatifs ou nuls,

Fil0(D ⊗BdR) ⊂ D ⊗B+
dR.

Il y a une suite exacte

0 −→ V −→ (D ⊗B+)ϕ=Id −→ D ⊗B+
dR/Fil0(D ⊗BdR) −→ 0.

Puisque les pentes de (D,ϕ) sont strictement positives, H0(GK , (D⊗B+)ϕ=Id) = 0. On en déduit
une suite exacte

0 −→ H0(GK , D ⊗B+
dR/Fil0(D ⊗BdR))

δ−−→ H1(GK , V ) −→ H1(GK , (D ⊗B+)ϕ=Id)

−→ H1(GK , D ⊗B+
dR/Fil0(D ⊗BdR)).

L’application naturelle

DK/Fil0DK −→ H0(GK , D ⊗B+
dR/Fil0(D ⊗BdR))

est un isomorphisme (cela résulte de ce que d’après Tate, pour a > 0, θ : H0(GK , B
+
dR/t

aB+
dR)

∼−→
H0(GK , C) = K). L’homomorphisme de connexions δ dans la suite exacte précédente est l’expo-
nentielle de Bloch-Kato de V ([5] §3) :

δ = expV : DK/Fil0DK −→ H1(GK , V ).

Notons maintenant

H1
g (GK , V ) = ker

(
H1(GK , V ) −→ H1(GK , V ⊗BdR

))
qui paramètre les extensions de Qp par V qui sont de de Rham. L’exponentielle de Bloch-Kato est
à valeurs dans H1

g . La suite exacte précédente fournit l’égalité

H1
g (GK , (D ⊗B+)ϕ=Id) = coker

(
DK/Fil0DK

expV−−−−→ H1
g (GK , V )

)
.

Soit 1 ∈ ϕ-ModFilK/K0
l’unité de la catégorie tensorielle des ϕ-modules filtrés. Puisque (D,ϕ) ne

possède pas de pente 0 on a

Ext1
(ϕ,N)-ModFilK/K0

(1, (D,ϕ,Fil•DK)) = Dϕ=p−1

⊕DK/Fil0DK

où le facteur Dϕ=p−1

paramètre l’opérateur de monodromie dans l’extension (cf. lemme 17.11)
et DK/Fil0DK paramètre la filtration. Par application du foncteur Vlog-cris à de telles extensions
cela induit une application injective

Dϕ=p−1

⊕DK/Fil0DK ↪−→ H1
g (GK , V )

qui cöıncide avec l’exponentielle de Bloch-Kato sur la seconde composante. L’énoncé de la propo-
sition 17.15 est alors équivalent à ce que cette application soit un isomorphisme c’est à dire :
toute extension de Qp par V qui est de de Rham est log-cristalline. Remarquons maintenant que
l’application

H1(GK ,Fil0(D ⊗BdR)) −→ H1(GK , D ⊗BdR)

est injective (c’est une conséquence de ce que la filtration Fil•DK est concentrée en degrés négatifs
ou nuls et des calculs de cohomologie galoisienne de Tate). On a donc

H1
g (GK , V ) = ker

(
H1(GK , V ) −→ H1(GK ,Fil0(D ⊗BdR))

)
.
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D’après Tate,

K
∼−−→ H1(GK , C)

1 7−→ −[log ◦χcyc]

qui induit un isomorphisme (toujours d’après les calculs de cohomologie galoisienne de Tate)

Fil0DK
∼−−→ H1(GK ,Fil0(D ⊗BdR))

)
.

L’application déduite

H1(GK , V ) −→ Fil0DK

cöıncide alors avec l’exponentielle duale de Bloch-Kato exp∗V (cf. preuve prop. 3.8 de [5]) : via
l’accouplement de dualité de Tate parfait

H1(GK , V
∗(1))×H1(GK , V )

∪−−→ H2(GK ,Qp(1)) = Qp

on a pour x ∈ (Fil0DK)∗ = Dcris(V
∗(1))/Fil0Dcris(V

∗(1)) et y ∈ H1(GK , V )

< expV ∗(1)(x), y >= trK/Qp < x, exp∗V (y) > .

La perfection des accouplement précédents couplée à l’injectivité de expV ∗(1) montrent que exp∗V
est surjectif.

On dispose donc d’une suite

0 −→ Dϕ=p−1

⊕DK/Fil0DK
α−−→ H1(GK , V )

β−−→ Fil0DK −→ 0

telle que β ◦α = 0, α est injectif et β surjectif. On veut montrer que cette suite est exacte. Il suffit
pour cela de montrer que la dimension du Qp-espace vectoriel du milieu est la somme de celle des
termes extrêmes. D’après Tate,

dimH0(GK , V )− dimH1(GK , V ) + dimH2(GK , V ) = −[K : Qp] dimV.

Puisque (D,ϕ) ne possède pas de pente nulle, V GK = 0. Par dualité de Tate,

dimH2(GK , V ) = dimH0(GK , V
∗(1)) = dim Fil1(D∗)ϕ=p.

Utilisant la faible admissibilité de (D∗, ϕ,Fil•D∗K) appliquée au sous-isocristal (D∗)ϕ=p⊗QpK0 de

D∗ on vérifie que Fil1(D∗)ϕ=p = (D∗)ϕ=p. Soit W = (D⊗K0
W (k)Q)ϕ=p−1

comme représentation

de Gal(k|kK). Notons u ∈ End(W ) l’action du Frobenius de Gal(k|kK). On aDϕ=p−1

= ker(Id−u).

De plus, (D∗)ϕ=p = ker(Id− tu). On a donc dim(D∗)ϕ=p = dimDϕ=p−1

. On conclut.

17.5. Addendum : cohomologie équivariante et exponentielle de Bloch-Kato généralisée.
Voici quelques constructions dont les auteurs igniorent si elles seront utiles plus tard. Dans la
preuve du théorème 17.8 est apparu naturellement le Qp-espace vectoriel

Ext1

Fib
GK
X

(OX , E).

Posons donc pour E ∈ FibGKX

H0
GK (X, E) := Hom(OX , E) = H0(X, E)GK

H1
GK (X, E) := Ext1

Fib
GK
X

(OX , E)

que l’on appelle cohomologie équivariante de E . D’après la proposition 14.24 il y a une suite exacte

0 −→ H1(GK , H
0(X, E)) −→ H1

GK (X, E) −→ H1(X, E)GK .

Par exemple, si V ∈ RepQp(GK),

H1
GK (X,V ⊗Qp OX) = H1(GK , V ).
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Le H1 équivariant généralise donc la cohomologie galoisienne des représentations p-adiques de GK .
On peut en fait définir des groupes de cohomologie équivariante en degrés supérieurs de la façon
suivante. Notons (M,W,α) la B-paire associée à E ,

M = Γ(X \ {∞}, E) ∈ RepBe(GK)

W = E∞ ∈ RepB+
dR

(GK)

α : M ⊗Be BdR
∼−→W [ 1

t ].

Par définition, une i-cochaine continue c : GiK → M est une i-cochaine telle que composée avec
le plongement défini par α, M ↪→ W [ 1

t ], elle soit à valeurs dans un B+
dR-réseau GK-invariant de

W [ 1
t ] et soit continue pour la topologie de Fréchet sur ce réseau (cette définition de la continuité

ne dépend pas alors du choix d’un tel réseau). On définit de même les cochaines continues à valeurs
dans W et W [ 1

t ]. Notons Ci(GK ,M) et Ci(GK ,W ) les groupes de cochaines continues. On forme

alors le bicomplexe (Dij)i,j concentré en degrés i ≥ 0 et 0 ≤ j ≤ 1 en posant

Di,0 = Ci(GK ,M)⊕ Ci(GK ,W )

Di,1 = Ci(GK ,W [ 1
t ])

où les différentielles sont données par ∂ : Di,0 → Di,1 est induit par

M ⊕W −→ W [ 1
t ]

(x, y) 7−→ α(x)− y
et ∂ : Di,j → Di+1,j est la différentielle usuelle sur les cochaines. Posons maintenant

RΓGK (X, E) := TotD••,

le complexe simple associé au complexe double précédent. On note alors

Hi
GK (X, E) := Hi

(
RΓGK (X, E)

)
, i ≥ 0.

On vérifie que cela cöıncide avec la définition donnée précédemment pour i = 0, 1. Les colonnes
du complexe précédent calculent la cohomologie du fibré E associé à E . On en déduit une suite
spectrale

Eij2 = Hi(GK , H
j(X, E))⇒ Hi+j

GK
(X, E).

Puisque Hj(X, E) = 0 pour j 6= 0, 1 et cd(GK) ≤ 2 elle dégénère en une suite exacte longue

0 → H1(GK , H
0(X, E))→ H1

GK (X, E)→ H1(X, E)GK → H2(GK , H
0(X, E))→ H2

GK (X, E)

→ H1(GK , H
1(X, E))→ 0

est un isomorphisme

H3
GK (X, E)

∼−−→ H2(GK , H
1(X, E)).

De plus, Hi
GK

(X, E) = 0 si i 6= 0, 1, 2, 3.

Il y a une application

Hi
GK (X, E) −→ Hi(GK , E∞[ 1

t ])

dont on note

Hi
GK ,g(X, E)

le noyau. Maintenant, si (D,ϕ,Fil•DK) est un ϕ-module filtré, E = E(D,ϕ,Fil•DK), d’après le
théorème 17.9 il y a un isomorphisme

Ext1
(ϕ,N)-ModFil(1, (D,ϕ,Fil•DK))

∼−−→ H1
GK ,g(X, E).

On dispose en particulier d’une exponentielle de Bloch-Kato

DK/Fil0DK ↪−→ H1
Gk,g

(X, E)

qui est un isomorphisme lorsque (D,ϕ) ne possède pas de pentes 0 ou −1. L’exponentielle de
Bloch-Kato usuelle correspond au cas où (D,ϕ,Fil•DK) est admissible.
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Voici quelques questions concernant ces groupes de cohomologie équivariante. Supposons que
[K : Qp] < +∞. Est-il vrai que pour tout i, dimQp H

i
GK

(X, E) < +∞ ? Dispose-t-on d’un analogue
de la dualité de Tate ?

18. Simple connexité de la courbe

Théorème 18.1. Le schéma XQp est simplement connexe.

Démonstration. On se ramène à prouver que si E|Qp est de degré fini et f : Y → XE est un
revêtement étale fini géométrique irréductible alors Y = XE . Notons

A = f∗OY ,

un fibré vectoriel sur XE . D’après le théorème de classification des fibrés, quitte à remplacer E
par une extension de degré fini, on peut supposer que

A '
n⊕
i=1

OXE (di)

où d1 ≥ · · · ≥ dn sont des entiers. Fixons un tel isomorphisme. La multiplication de la OXE -algèbre
A,

m : A⊗A → A,

est alors donnée par des morphismes

mi,j,k : OXE (di + dj) = OXE (di)⊗OXE (dj) −→ OXE (dk), 1 ≤ i, j, k ≤ n.

Supposons par l’absurde que d1 > 0. Alors, pour tout k ∈ {1, . . . , n},

m1,1,k : OXE (2d1) −→ OXE (dk)

c’est à dire

m1,1,k ∈ H0(XE ,OXE (dk − 2d1)) = 0

car dk − 2d1 < 0. Ainsi,

m|OXE (d1)⊗OXE (d1) = 0.

Cela est impossible car Y est un schéma intègre et donc le produit de deux sections non nulles de
A est non nul. On a donc 0 ≥ d1 ≥ · · · ≥ dn.

D’après la proposition 4.7 on a

A⊗2 '
⊕

1≤i,j≤n

OXE (di + dj) ' OXE .

On en déduit que d1 = . . . . . . dn = 0, c’est à dire

A ' OnXE .

Utilisant que H0(XE ,OXE ) = E, on constate que les morphismes définissant l’algèbre A, la
multiplication m : A⊗A → A et l’unité de l’algèbre OXE → A, sont donnés par des morphismes
En⊗En → En et E → En. Ceux-ci définissent une E-algèbre A telle que A = A⊗EOXE . Puisque
Y/XE est étale, A est une E-algèbre étale qui est nécessairement triviale puisque Y est supposé
géométriquement connexe. �

Remarque 18.2. La preuve précédente s’applique également à la droite projective sur un corps
algébriquement clos. Elle fournit une preuve de sa simple connexité utilisant le théorème de classi-
fication des fibrés de Grothendieck. Cette preuve est plus élémentaire que la preuve usuelle utilisant
la formule de Riemann-Hurwitz et la classification des courbes de genre 0, classification qui utilise
le théorème de Riemann-Roch.
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