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1. COURBES

1.1. Généralités. Nous adopterons la définition suivante dans ce texte.

Définition 1.1. Une courbe est un couple formé de la donnée d’un schéma noethérien régulier X
conneze de dimension 1 séparé sur Spec(Z) et pour tout point fermé x € X d’un entier deg(z) > 1.

Les courbes sont donc les schémas connexes séparés sur Spec(Z) obtenus par recollement d’un
nombre fini de spectres d’anneaux de Dedekind munis d’une fonction degré sur leurs idéaux maxi-
maux. Si X est une courbe nous noterons | X | Pensemble de ses points fermés, n son point générique
et F(X) = Ox,, son < corps des fonctions rationnelles >. On vérifie que si X est une courbe alors
les ouverts non-vides de X sont exactement les complémentaires des ensembles finis de points
fermés de X. Tout x € | X| définit une valuation

vyt F(X) — ZU {+o0}

normalisée de telle maniére a ce que la fonction v, soit surjective. Si U est un ouvert non vide de
X,

I'(U,0x) = {f € F(X) | Vz € U], vo(f) = 0}.
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Définition 1.2. Si X est une courbe on note Div(X) le groupe abélien libre sur |X|. Pour D =
Z my[z] € Div(X) on note
€| X]|

deg(D) = Z m, deg(z).

z€|X]|

Comme d’habitude, Div(X), le groupe des diviseurs de Weil, s’identifie aux classes d’isomor-
phismes de couples (£, s) ot £ est un fibré en droites sur X et s € £, \ {0} une section rationnelle
de L génériquement non nulle, le groupe des diviseurs de Cartier. La loi de groupe sur les diviseurs
de Cartier est donnée par (£,s).(£L,s') = (L ® L ,s® §'). Le diviseur de Weil associé au couple
(L£,s) est div(L,s) = Y my[x] ot m, est 'ordre d’annulation ou I'opposé de 'ordre du péle de
la section s en z. Si D € Div(X) on note Ox (D) le fibré en droite tel que pour tout ouvert U,

I'(U,0x(D)) ={f € F(X)* | div(fjy) + Du = 0} U{0}

ousi D=3 mglz], Dy =) cyme[x] € Div(U). Il est muni de la section rationnelle donnée
par 1 € F(X) et définit donc un diviseur de Cartier. L’application D +— (Ox (D), 1) définit un
inverse & I'application (£, s) — div(L, s).

Si f € F(X)* on pose
div(f) = div(Ox.f,1) = Y va(f) € Div(X).
z€|X|
Cela définit un morphisme de groupes
div: F(X)* — Div(X).

On dispose alors de la suite exacte usuelle

0 — T(X,0x)" — F(X)* -5 Div(X) > Pic(X)—0

D +— [0Ox(D)].
Définition 1.3. Une courbe compléte est une courbe X telle que
Vfe F(X)*, deg(div(f)) =0.

Exemple 1.4. Si k est un corps et X est une courbe projective lisse sur k au sens usuel, posant
Vo € | X, deg(x) = [k(x) : k], cela définit une courbe compléte au sens précédent.

Si X est une courbe complete la fonction degré d’un diviseur définit une fonction degré, deg :
Pic(X) — Z. Le lemme qui suit ne pose pas de probléeme.

Lemme 1.5. Si X est une courbe compléte, I'(X, Ox) est un sous-corps de F(X).

Définition 1.6. Si X est une courbe compléte on appelle corps de définition de X le corps
I'(X,0x).

Exemple 1.7. Reprenons lexemple [1.J} Le corps de définition de X au sens précédent est la
cloture algébrique de k dans k(X).

1.2. Construction de courbes.

1.2.1. Anneauz presque euclidiens. Rappelons qu'un stathme euclidien sur un anneau B est une
fonction deg : B — NU {—oco} vérifiant :

(1) deg(a) = —oo si et seulement si a = 0,
(2) sia € B\ {0},be B\ {0} alors deg(a) < deg(ab).

Rappelons également qu’'un anneau euclidien est un anneau intégre B muni d’un stathme eu-
clidien vérifiant : Va,y € B avec y # 0, il existe a,b € B tels que

x=ay+b et deg(b) < deg(y).

Remarquons que dans un anneau euclidien les éléments de degré 0 sont inversibles.
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Définition 1.8. Un anneau presque euclidien est un anneau intégre B muni d’un stathme eucli-
dien deg vérifiant :

(1) tout élément de degré 0 dans B est inversible,

(2) Vz,y € B avec deg(y) > 1, il existe a,b € B tels que © = ay + b et deg(b) < deg(y).

Bien siir, tout anneau euclidien est presque euclidien.

Proposition 1.9. Soit (B,deg) un anneau presque euclidien dont le stathme est multiplicatif,
deg(ab) = deg(a) + deg(b). L’anneau B est principal si et seulement si pour tout x,y € B\ {0} de
méme degré, il existe a,b € B vérifiant

o soit —oo # deg(ax + by) < deg(x),

e ou bien ax +by =0 etb e B*.

Démonstration. Supposons B principal. Soient z,y € B non nuls de méme degré. Si (z) = (y) il
existe b € B* tel que o = by est le résultat est clair. Sinon, écrivons x = dz’ et y = dy’ avec 2’ et
y’ premiers entre eux. Si 'on avait deg(d) = deg(x), cela impliquerait que deg(z’) = deg(y’) = 0 et
donc z’,y" € B*. Cela est impossible puisque I’on suppose (z) # (y). On a donc deg(d) < deg(x).
Si a,b € B sont tels que ax’ + by’ = 1 on obtient alors ax + by = 4.

Montrons la réciproque. Soit I un idéal non nul de B. Soit z € I de degré minimal parmi les
éléments de I\ {0}. Montrons que I = (z). Siy € I'\ {0}, écrivant y = axz+b avec deg(b) < deg(x),
quitte & remplacer y par b si b est non nul on est ramené au cas ot deg(y) = deg(z). Par minimalité
de deg(z), il n’existe pas a,b € B tels que ax + by # 0 et deg(ax + by) < deg(x). 11 existe donc
a € B et be B* tels que ax + by = 0 et donc y € (z). O

1.2.2. Construction de courbes affines. Soit B un anneau intégre de corps des fractions K. Le
lemme suivant ne pose aucun probleme.

Lemme 1.10. Les données suivantes sont équivalentes :
— Un sous-anneau de valuation discréte A C K tel que AN B soit un corps.
- Une valuation v : K — Z U {+00} vérifiant veo(K*) = Z, ¥b € B\ {0}, voo(b) < 0 et
Voo (b) = 0 implique b € B*.

Soit donc une donnée telle que dans le lemme précédent. Notons F' le corps BN A. Remarquons
que B* = F*. Posons
deg = v : B — NU{—o0}
qui est un stathme euclidien. Notons (Fil; B);cz la filtration croissante
Fil;B = {b € B | deg(b) <i}.
Ainsi, FilgB = F et Fil; B = 0 lorsque @ < 0. Faisons ’hypothese suivante : pour ¢ > 1, application
Fil; B/Fil;_1 B — m* /m**!
est surjective ot my désigne 'idéal maximal de A.

Proposition 1.11. Sous l’hypothéses précédente (B, deg) est presque euclidien.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’étant donnés z,y € B avec deg(z) > deg(y) > 1, il
existe a,b € B tels que z = ay + b et deg(b) < deg(y). On procede pour cela par récurrence sur
deg(z) — deg(y), le cas ou deg(x) = deg(y) étant évident. Soient i = deg(x) et j = deg(y). Notons
S mzi/m;‘”l et g € mzj/mzjﬂ. Puisque (A, m4) est un anneau de valuation discrete, il existe
c e mz(zﬂ)/m;‘(lﬂﬂ) tel que = cy. D’apres 'hypothese faite, il existe o € Fil;_; B tel que
a = c. Posons = x — ay. On a donc deg(8) < deg(z). Si deg(5) < deg(y) on a terminé. Sinon, il
suffit d’appliquer I'hypotheése de récurrence au couple (8, y) pour conclure. O

Supposons maintenant B principal et notons X = Spec(B). Posons pour € X un point fermé,
deg(z) = deg(f) si f € B est un élément irréductible associé & x. On a donc défini une courbe
que 'on aimerait compactifier en une courbe compléte en ajoutant la valuation v, et en posant
deg(oo) = 1. Dans la section qui suit on va voir un procédé permettant de construire naturellement
une telle compactification.
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Exemple 1.12. Soit K un corps valué complet, de valuation discréte a corps résiduel parfait,

extension de Q. Soit K une cléture algébrique de K. Notons C = K. Soit Bctis Uanneau de

Fontaine des périodes cristallines associé et Bepis = B, [+] (I19]). Notons B, = Bf;sld. Con-

sidérons 'anneau de valuation discréte Byr d’uniformisante t. Le plongement B, C Beris C Byr
composé avec la valuation de Byg définit une valuation vo sur Be. La filtration par le degré sur Be
mnduite par v est alors Fil; B, = B, NFil™'Byis. Il résulte alors de la suite exacte fondamentale
(191, th. 5.3.7) que FilyB. = Q, pour tout i > 1,

Fil; B./Fil;_1B. — t "Bl /t "' Bl, = C(—i).
La condition (1) précédente est donc vérifiée. On verra plus tard qu’en fait un tel anneau est

principal presque euclidien et que de plus ses éléments irréductibles sont les éléments de degré 1.

1.2.3. Construction de courbes complétes. Supposons nous donné un anneau gradué integre
r=r
i>0
tel que Py soit un corps que nous noterons également F'. On suppose que dimp P; > 2. Posons
maintenant
X = Proj(P),
un F-schéma.
Théoreme 1.13. Faisons les hypothéses suivantes :

(1) Le monoide multiplicatif

(U Pa\{0})/F*

d>1
est libre sur les éléments de Py /F*.
(2) Pour tout t € Py \ {1}, il existe un corps C extension de F tel que
P/Pt~{feC[T]| f(0) € F}
comme F-algebres graduées.
On a alors les propriétés suivantes :

a) Pour tout t € Py \ {0}, le lieu d’annulation de la < section hyperplane t >, VT (t), est constitué
d’un seul point {oot}.
b) Si|X| désigne les points fermés de X, Uapplication t — ooy induit une bijection

~

(P \A{0})/F — | X|
¢) Posons pour tout point fermé x de X, deg(x) = 1. Alors, munie de cette fonction degré, X est
une courbe compléte.
d) Pour tout point fermé oo € X, X \ {oo} est un ouvert affine Spec(B) avec B principal, i.e.
Pic(X \ {o0}) =0, et lanneau (B, —vs) est presque euclidien.
Démonstration. Soit t € Py \ {0} et C|F tel que
P/Pt~{feC[T]| f(0) e F}.
Notons D P’algebre de droite dans I'isomorphisme précédent. On a alors
V*(t) = Proj(P/Pt) ~ Proj(D)
qui d’apres le lemme qui suit est réduit & un seul point, I'idéal premier homogene nul de D.
Notons VT (t) = {oo}. Soit maintenant B = P[+]o, X \{oo} = Spec(B). On vérifie immédiatement
que B est un anneau factoriel d’éléments irréductibles les % lorsque x parcourt P; \ F.t. Pour un

tel x il y a une identification
T
B/B = (P/Po)H]y
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ol ¢t € P/Px désigne la réduction de ¢. Mais si
P/Px~{f € C'[T]| §(0) € F}

ott C’ est un corps extension de F', on vérifie que pour tout élément homogene de degré 1 non nul
y dans Palgebre graduée D' = {f € C'[T] | f(0) € F},

/71 ~ Y
D'[}Jo = C".
L’idéal engendré par z dans B est donc maximal. [’anneau B est factoriel, les idéaux engendrés

par les éléments irréductibles sont maximaux ; il est donc principal.
Montrons maintenant que ’anneau B satisfait aux hypotheses de la section [1.2.2] et que donc,
d’apres la proposition il est presque euclidien. Il est muni de la filtration (Fil; B);>( ol

Fil, B = {3 |z € Pi}.
tl

En particulier, FilyB = F. Soit

deg: B — N U {—o0}
la fonction degré associé a cette filtration. Notons K le corps des fractions de B. A Délément
irréductible ¢ de anneau factoriel P est associé une valuation v, sur Frac(P). On vérifie facilement
qu’en restriction & B C Frac(B) C Frac(P),

Voo = —deg: B — Z U {+00}.

Soit S la partie multiplicative de P/tP formée des éléments homogenes non-nuls. Pour tout
entier i € Z graduons le P/tP-module ¢' P/t P en posant que t'P; /"7 P;_; est de degré i + j.
Cela munit t*P/t"*!1 P d’une structure de P/tP-module gradué sur I'anneau gradué¢ P/tP. 1y a
alors un isomorphisme naturel d’anneaux gradués

i i1~ —1(4ip/yitl
P i, /mifs = PSP/ P,
i€z i€Z
Celui-ci se décrit de la facon suivante. Un élément de m’k,oo s’écrit sous la forme
=
Y
avec x,y € P homogenes, € P, et y € P,y; \ tP,4;,—1 pour un entier a. On associe alors a un tel
élément
LT € SUEP/EIP).
De plus, via cet isomorphisme ’application naturelle
; —i —i+1
Fil;B — mevoo /mevoc
est donnée par, si x € P;,

% s t—ix € [tT'P/t7" T P)y placé en degré — i.
Pour vérifier que la condition de la section[I.2:2] est vérifiée il suffit donc de vérifier que pour i > 0,
Iapplication naturelle

Pi/f;PZ‘,1 — [Sil(Pi/t]Difl)]o
est surjective. Par un calcul explicite on vérifie que c’est le cas pour algebre graduée {f €
C[T] | f(0) € F}. O

Lemme 1.14. Soit C|F une extension de corps et D = {f € C[T] | f(0) € F}, une F-algébe
graduée. Alors, Proj(D) est réduit a un seul point, l'idéal premier homogéne nul.
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Démonstration. Soit DT = T'C[T) I'idéal d’augmentation de D et p un idéal premier homogene
non nul de D. Soit aT® € p\ {0}. Sii =0, a € F* et donc p = D. Sinon, la relation a.T* € p
couplée & la primalité de p implique que soit a € p auquel cas a € F* et donc p = D, soit a ¢ p
auquel cas a € C'\ F. Supposons donc a € C'\ F. La relation aT.T*~! € p implique alors que
soit aT € p, soit T’ € p. Dans les deux cas, on a immédiatement que T2C[T] C p. On a donc que
VA € C, (A\T)? € p duquel on déduit que AT € p. On obtient donc au final que Dt C p. O

Exemple 1.15. Reprenons les notations de l'ezemple[I.13. Soit h > 1 un entier. Nous montrerons
plus loin que l’algébre graduée G}dZO(B+ )‘/’h:pd satisfait aux hypothéses du théoréme précédent.

Ccris
1.2.4. L’algébre graduée P est quadratique. Rappelons qu’un anneau commutatif gradué D =
PienD; est quadratique s’il vérifie les conditions suivantes :
— comme Dg-algebre, D engendré par ses éléments de degré 1,
— les relations associées sont engendrées par des relations de degré 2, c’est a dire 1'idéal ho-
mogene noyau de la surjection d’anneaux gradués

Symp D1 — D
est engendré par des éléments de degré 2 dans ’algebre symétrique.

Lemme 1.16. Soit D = ®;enD; un anneau commutatif gradué et t € Dy un élément régulier. Si
Uanneau gradué D/tD est quadratique alors D [’est également.

Démonstration. Soit i > 2 et * € D;. Par hypothese il existe des éléments y1,...,y, € D1,
un polynome homogene de degré i, f, a coefficients dans Dy ainsi que z € D;_; tels que =z =
flyr,.. . yn) + tz. On en déduit facilement par récurrence sur ¢ que D; est engendré par les
éléments de degré 1.

Notons 7 : Symp D1 — D. Montrons par récurrence sur i > 2 que si a € Sym‘D; vérifie
7(a) = 0 il existe alors un ensemble fini I, une collection (z;)ie; d’éléments de Sym?D; telle que
pour tout 4, 7w(z;) = 0, et une collection (\;);e; d’éléments de Sym' 2D telle que a = Y oier NiTi.
Le cas i = 2 est évident. Soit donc i > 2 et a € Sym®D; vérifiant m(a) = 0. Il y a un isomorphisme
canonique (Symp, D1)/(t) — Symp, (D1/tDy). Puisque D/tD est quadratique, la relation 7(a) =
0 projetée dans D/tD montre qu'il existe un ensemble fini J, une collection (y;);es d’éléments de
Sym?®D; vérifiant 7(y;) = 7(tz;) pour des (z;);es dans Dy, des éléments (1) es dans Sym’ ?D;
et enfin w € Sym’ ™' D; tels que

a= Z Wiy + tw.
jeJ
La relation 7(a) = 0 fournit

> w () + (=) =t D w(ui2) + (w) ) =0

JjeJ JjeJ

W(Z,ujzj —i—w) =0.

jedJ

et donc puisque t est régulier,

Notons b= > jeg iz +w. Appliquant I’hypothese de récurrence on obtient une égalité
iel
otl pour tout 4, \; € Sym* 3Dy et z; € Sym?D; vérifie m(z;) = 0. On a alors
a = th+ Y ply; —tz)
jeJ
= ) (tA)zi+ > pilyy — tz),
iel jed

relation qui fournit ’hypothese de récurrence au cran 1. O
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Proposition 1.17. Sous les hypothéses de la section[1.2.5 précédente, la F-algébre graduée P est
quadratique.

Démonstration. D’apres le lemme [1.16] précédent il suffit de vérifier que si C est un corps
extension de F alors {f € C[T] | f(0) € F'} est quadratique, ce qui ne pose pas de probleme. [

2. FIBRES VECTORIELS SUR LES COURBES

Soit X une courbe de corps de définition F' et de corps de fonctions rationnelles K. On note
Fibx la catégorie des faisceaux de Ox-modules localement libres de rang fini sur X que l'on
appelle encore fibrés vectoriels.

2.1. Classification par recollement. Soit U C X un ouvert non vide et X \ U = {z1,...,2,}.
Considérons les catégories suivantes. Tout d’abord,

C={(&, (Mi)1<i<rs (ui)1<i<r) }
ou &£ € Fiby, pour 1 <i <r, M; est un Ox ,,-module libre de rang fini et
ui : M; ®oy,, K = &y
Puis,
C={(& (Mi)i<i<r (ui)i<i<r) }
ou £ € Fiby, pour 1 <i <r, M; est un @Xﬂ.i—module libre de rang fini et

u; - M; ®6X,:c- I?% ASN ‘STI RK I/(\'%

La catégorie C consiste en la donnée d’un fibré sur U, de fibrés sur les < disques formels >
(Spec(Ox 2, ))1<i<r et de données de recollement sur les < disques formels épointés > (Spec(Ky, ) )1<i<r-

La proposition qui suit ne pose pas de probléeme (on renvoie & [2] pour un énoncé beaucoup plus
général).

Proposition 2.1. Les foncteurs
Fibx — C
E — (Eus (En)i<i<r, (can;)i<i<r)
et
Fibx — C
£ — (§us(Ehrsicr (cani)icicy)
sont des équivalences de catégories.

Corollaire 2.2. Supposons U affine et Pic(U) trivial. Soit B =T(U,Ox). La catégorie des fibrés
vectoriels sur X est équivalente a celle des triplets

(M, N, (ui)1<i<r)

ou :
— M est un B-module libre de rang fini,
— N est un Ox 5, -module libre de rang fini,
1l en est de méme en remplacant I?m par K et @Xm par Ox 4, .

En particulier, les classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels de rang n sur X s’identifient a
l’ensemble

GLa(B\( I GLn(Ke)/ GLu(Ox.) )
=1



8 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

2.2. Opérations sur les fibrés en termes de données de recollement. Supposons main-
tenant que U soit affine, Pic(U) = 0 et X \ U = {oc}. Soit £ un fibré vectoriel sur X et (M, N, u),
resp. (M, N,u), la donnée correspondante comme dans le corollaire c’est a dire

M =T(U,E), N=~Ex et N =E.

On vérifie aisément la proposition suivante.
Proposition 2.3. Il y a des identifications canoniques

HY(X,E) =uw(M)NN=7a(M)NN,

HY(X,E) =N@K/u(M)+N =N ® K. /u(M)+ N.
Plus généralement, RT'(X,E) est isomorphe au compleze

M&eN — NOK
(z,y) — u(@)—y
ou encore au méme complexe obtenu en remplagant N par ]v, K par IA(OO et u par u.
On a également :

Proposition 2.4. Pourk € Z, sits désigne une uniformisante de Ox o, st le fibré € correspond
aux données (M, N,u), resp. (M, N,u), alors le fibré tordu E(koo) correspond auz données

(M,tZFN,u), resp. (M,tFN 7).

2.3. Sur quelques courbes particuliéres. Bien que facile & démontrer la proposition qui va
suivre est importante pour comprendre la différence entre la courbe que nous allons étudier en
théorie de Hodge p-adique et la droite projective usuelle sur un corps. Placons nous dans la
situation suivante. Soit X une courbe complete possédant un point co € X tel que

e deg(oco) =1

e X\ {oo} est affine.

On vérifie aussitot le lemme qui suit.

Lemme 2.5. Sont équivalents :

— Pic(X \ {o0}) =0

— la fonction degré induit un isomorphisme deg : Pic(X) — Z.

Nous supposerons dans la suite que X vérifie les hypotheses équivalentes du lemme précédent.
Pour k € N on note Ox (k) = Ox (k.00). Soit X \{oo} = Spec(B) ol 'anneau B est donc principal.
On note

deg = —vo : B— NU {—00}.
Puisque associé au diviseur de Weil [o0], le fibré en droites Ox (1) est canoniquement muni d’une
section génériquement non nulle. Le produit avec cette section fournit des injections

F=H0x)c H(Ox(1)) C--- c H(Ox(k)) c H*(Ox(k+1)) C---
qui correspondent a la filtration par le degré sur B,
F = Bdees0 c pdeest ... c psdegh  psdeghtl o
On a de plus bien sir que H°(Ox(k)) =0si k < 0.
Pour k € Z le cup-produit avec cette section de Ox (1) induit une surjection
HY(X,0x(k)) - HY(X,0x(k+1)).
Si A = Ox o d’uniformisante ¢, K = F'(X), cette surjection s’identifie & la surjection canonique
K/B+t %A — K/B+t " 1A

Ainsi, si H(X,0x(d)) = 0, alors pour tout k > d, H'(X,Ox(k)) = 0. Notons i : {0} < X.
Pour tout k£ € Z il y a une suite exacte

—k+1)

0 — Ox(k—1) — Ox(k) — in(m;"/m; — 0.
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De celle-ci on déduit que si H!(X,Ox) = 0 alors pour tout k& > 1, Papplication
deg>k deg>k—1 —k —k+1
B /B —my"/my

est surjective i.e. la condition (1) de la section est vérifiée.

Lorsque X = Proj(P) comme dans le théoréme [1.13] t € P; est distingué et V*(¢) = {oo} il y
a des identifications pour k € N,

P, = Bk = gO%(X, 0x(k))
b

On a donc
X = Proj(@r(x OX(d)))
deN
et la suite d’inclusions précédentes est donnée par le produit par t € H°(Ox (1)),

Xt Xt Xt Xt Xt

P, P, Py Pryq

On remarquera de plus que pour tout d € Z, Ox(d) ~ P[d].

Revenons aux hypotheses précédentes, avant les digressions sur le cas X = Proj(P).

Proposition 2.6.

(1) Sont équivalents :
— (B, deg) est euclidien
- H'(X,0x(-1)) =0.
Si c’est le cas alors, Vk > —1, H'(X,Ox(k)) = 0.

(2) Sont équivalents :
- (B, deg) est presque euclidien
- HY(X,0x) =0
Si c’est le cas alors, Yk >0, H'(X,Ox(k)) = 0.

Démonstration. Notons A = Ox o d’uniformisante ¢ et K = F(X). On a
HY(X,0x(~1)) = K/B +1A4, H'(X,0x) = K/B + A,

égalités desquelles on déduit facilement la proposition. O

3. FILTRATIONS DE HARDER-NARASIMHAN
3.1. Formalisme général. Rappelons le formalisme suivant des filtrations de Harder-Narasimhan

utilisé dans [I7], formalisme qui se déduit lui-méme du formalisme plus général de [I].

Supposons que 1'on dispose d’une catégorie exacte C munie de deux < fonctions > degré et rang
sur les classes d’isomorphisme d’objets de C

deg : ObC — R,
rg : ObC — N,

additives sur les suites exactes de C. On fait 'hypothese qu’il existe une catégorie abélienne A
ainsi qu’un foncteur < fibre générique >

F:C— A

vérifiant :
e [ est exacte et fidele,



10 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

e il induit une bijection
F : {sous-objets stricts de X} — {sous-objets de F(X)}.

ou par sous-objet strict on entend ceux pouvant s’insérer dans une suite exacte. On aime a
penser a I'inverse de la bijection précédente comme une opération <« d’adhérence schématique >.
Ce sera le cas dans les exemples que nous avons en vue.
On suppose également que la fonction rang sur C provient par composition avec F' d’une fonction
additive rg : A — N vérifiant
rg(X)=0< X =0.
Enfin, on fait I’hypothése cruciale suivante : si u : X — X’ est un morphisme dans C tel que F(u)
soit un isomorphisme alors deg(X) < deg(X"), avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme.

Une telle catégorie est quasi-abélienne au sens de André ([1]) ; tout morphisme posséde un noyau
et un conoyau. Plus précisément, si v : X — Y, keru est 'unique sous-objet strict X’ de X tel
que F(X') =ker(F(u)), Imu est 'unique sous-objet strict X” de X tel que F(X") = Im(F(u)) et
coker u = X /Im(u). Néanmoins elle n’est pas abélienne en général, il peut exister des morphismes
dans C de noyaux et conoyaux triviaux qui ne sont pas des isomorphismes. On remarquera que le
morphisme

X/ keru — Imu,

bien que n’étant pas en général un isomorphisme, en est un < en fibre générique > i.e. apres appli-
cation du foncteur F. Ainsi, c’est un isomorphisme si et seulement si deg(X/keru) = deg(Imu).

Pour X € C, X # 0, on pose
deg(X)
w(X) =
rg(X)
Définition 3.1. Un objet non nul X de C est semi-stable si pour tout sous-objet strict non nul
X' de X

eR.

(X" < p(X).

On a alors le théoréeme suivant dont la preuve consiste a suivre celle de Harder-Narasimhan
pour les fibrés vectoriels ([25]). On renvoie & [I] pour plus de détails.

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses précédentes tout objet X de C posséde une unique filtration
dans la catégorie exacte C
0=XoC X1 &---C X, =X
telle que :
e pour 1 <i<r, X;/X;, 1 est semi-stable,

o la suite des pentes (/L(Xi/Xi,l))KKr est strictement décroissante.

Pour X comme dans 1’énoncé précédent on note HN(X) l'unique polygone concave d’origine

(0,0) et ayant pour pentes (;L(Xi/Xi,l)) avec multiplicités respectives (rg(Xi/XZ-,l))

1<i<r 1<i<r

Théoréme 3.3. Si X' C X est un sous-objet strict, le point ( deg(X'),rg(X")) est situé en dessous
du polygone HN(X).

On obtient donc que HN(X) est I'enveloppe concave des points (deg(X’),rg(X’)) lorsque X’
parcourt les sous-objets de X.

Soit A € R. Considérons les catégories suivantes.

e Soit C=* la sous-catégorie pleine de C formée des objets dont la plus grande pente de leur
polygone de Harder-Narasimhan est inférieure ou égale & A. On a donc pour X € C, X € C=*
si et seulement si pour tout sous-objet strict non nul Y de X, (V) < p(X).

e Soit C> la sous-catégorie pleine de C formée des objets de C dont la plus petite pente de leur
polygone de Harder-Narasimhan est supérieure ou égale a A\. Un objet X de C appartient & C>
si et seulement si pour tout épimorphisme strict X — Y tel que Y # 0, on a u(Y) > u(X).
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e Soit C3° = Cs N C>» la sous-catégorie pleine de C formée des objets semi-stables de pente A
a laquelle on ajoute ’objet nul.

Théoréme 3.4. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(1) Pour tout A\ € R, les catégories C=* et C>y sont des sous-catégories exactes stables par
extensions dans C.

(2) Lorsque \ > p, Hom(CZ)\,CS“) = 0. En particulier, si X est semi-stable de pente A et Y
semi-stable de pente p avec X > p, Hom(X,Y) = 0.

(3) Pour tout A € R, C3° = cs'n C> est une catégorie abélienne stable par extensions dans

C.

Les filtrations de Harder-Narasimhan fournissent donc un dévissage canonique de la catégorie
exacte C par la famille de catégories abéliennes (C3°) cr. On peut aller plus loin dans la structure
des catégories abéliennes (C3°)a.

Définition 3.5. Un objet X € C est stable si pour tout sous-objet strict non nul X' de X,
W(X') < p(X).

On a alors la proposition suivante qui ne pose pas de probléme.

Proposition 3.6. Soit A € R. Tout objet de la catégorie abélienne C5* est de longueur finie. Les
objets simples de C3° sont les objets stables de pente A.

3.2. Exemples.

3.2.1. Fibrés vectoriels. Soit X une courbe complete et C la catégorie des O x-modules localement
libres de rang fini sur X. Il y a deux fonctions additives rang et degré sur X. Soit de plus A
la catégorie abélienne des F'(X)-espaces vectoriels de dimension finie. Il y a un foncteur fibre
générique évident C — A. On vérifie qu’il possede les propriétés demandées précédemment. Par
exemple, si u : & — £ est un morphisme qui est un isomorphisme en fibre générique alors,

deg(&’) = deg(€) + deg(E'/u(€))
ou le degré du faisceau cohérent de torsion F = &' /u(€) est défini par
deg(F) = Z deg(z).longp , (Fz).
z€|X|

On dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan dans C.

3.2.2. Espaces vectoriels filtrés. Soit L|K une extension de corps et VectFily  k la catégorie exacte
formée des couples (V, Fil*V7,) consistant en un K-espace vectoriel de dimension finie V' ainsi qu’une
filtration décroissante Fil*Vy de V @k L telle que FiliVL =0 pour i > 0 et FiliVL =V}, lorsque
1 < 0. Posons

rg(V,Fil'VL) = dlmKVv,
deg(V,Fil*V) = > i.dimygr'Vy.
€L

Soit Vecty la catégorie des K-espace vectoriels de dimension finie. Le foncteur
F : VectFil, g — Vectg
(V,Fil*Vy) +— V

satisfait aux propriétés demandées précédemment. On dispose donc de filtrations de Harder-
Narasimhan dans cette catégorie. Le théoreme [3.:4] dit dans ce cas 14 que tout morphisme entre
objets semi-stables de méme pente est strictement compatible aux filtrations.
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3.2.3. Isocristauz. Soit k un corps parfait de caractéristique p, Ko = W (k) [%] Notons o le Frobe-
nius de Ky. Soit ¢-Modg, la catégorie abélienne Qp-linéaire des k-isocristaux, c’est a dire la
catégorie des couples (D, ) ot D est un Ky-espace vectoriel de dimension finie et ¢ : D — D
un isomorphisme o-linéaire. Il y a deux fonctions additives hauteur et point terminal du polygone

de Newton

ht : ¢p-Modg, — N
tn : p-Modg, — Z

ot ht(D, ¢) = dimg, N et tn(D, ¢) = dsidet(D, p) = Ky.e avec ¢(e) = a.e et v,(a) = d. Prenant
pour fonction rang la fonction ht et fonction degré la fonction ¢y, les hypotheéses précédentes
sont facilement vérifiées (la catégorie est déja abélienne) et on a donc des filtrations de Harder-
Narasimhan dans ¢-Modg,. On vérifie aisément que la filtration de Harder-Narasimhan associée
est la filtration de Dieudonné-Manin et le polygone de Harder-Narasimhan, qui est concave, est
obtenu a partir du polygone de Newton, qui est convexe, en renversant ’ordre des pentes. Il se
trouve que cette filtration est canoniquement scindée (décomposition de Dieudonné-Manin). En
fait, comme on le vérifie immédiatement, il y a également une filtration de Harder-Narasimhan as-
sociée aux fonctions rang et degré (ht, —t ). Cette filtration est une filtration opposée a la filtration
précédente et fournit le scindage de la filtration précédente. La décomposition de Dieudonné-Manin
est donc donnée par le couple de ces deux filtrations de Harder-Narasimhan opposées.

3.2.4. p-modules filtrés. Voici un exemple qui est formé a partir d’'une combinaison des deux
exemples précédents. On reprend les notations de l'exemple précédent. Soit de plus K|Kj
une extension de corps. Soit ¢-ModFilg g, la catégorie formée des triplets (D, p,Fil*Dg) ou

(D, ) € Modj, et Fil* Dy est une filtration décroissante de D ®p, K vérifiant Fil'Dg = 0 pour

i> 0 et Fil'Dg = Dk lorsque i < 0. Il s’agit d’une catégorie exacte, les suites exactes étant les
suites exactes d’isocristaux strictement compatibles aux filtrations. Soit la fonction additive point
terminal du polygone de Hodge

ty s o-ModFili i, — VectFily, g, —2s 7
(D, ,Fil*Dyx) > (D,Fil*Dg).
Prenons pour fonction rang la fonction (D, @, Fil*Dg) — ht(D,¢) et pour fonction degré la
fonction ty — t. On vérifie que le foncteur d’oubli de la filtration
p-ModFilg /g, — Mod}'}0

vérifie les propriétés précédentes i.e. est un foncteur < fibre générique ». On a donc des filtrations
de Harder-Narasimhan associées. La catégorie abélienne des objets semi-stables de pente 0 est
alors celle des g-modules filtrés faiblement admissibles au sens de Fontaine ([20]).

On peut pousser ’exemple précédent encore plus loin. Soit la fonction degré
(tw —tn, —tn) : o-ModFily, — Z°.

Munissons Z? de I’ordre lexicographique. Prenons pour fonction rang la fonction hauteur précédente.
Il se trouve que le formalisme évoqué précédemment s’étend aux cas ou la fonction degré prend
ses valeurs dans un groupe abélien totalement ordonné. On obtient alors des bi-filtrations de
Harder-Narasimhan étudiées dans [15].

3.2.5. p-modules sur l’anneau de Robba. Soit R un anneau de Bezout, c’est a dire un anneau
integre dans lequel tout idéal de type fini est principal. Supposons que 'on dispose d’un sous-
corps £ C R, muni d’une valuation non triviale v : £ — Z U {+00} et tel que

EX=R*.

Supposons donné un endomorphisme o de R stabilisant £ et tel que Va € £, v(o(z)) = v(z). Soit
C la catégorie exacte formée des couples (M, p) o M est un R-modules libres de rang fini et ¢
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un endomorphisme o-linéaire ¢ : M — M tel que le morphisme R-linéaire induit
Q:0"M — M
soit un isomorphisme. Les objets inversibles dans la catégorie tensorielle C sont les couples (M, )
avec M de rang 1. Il y a alors une identification des classes d’isomorphisme de tels objets
Pic(C) ~ H (o2, &X).

A la classe du cocyle ¢, on associe la classe d’isomorphisme de 'objet (R,p) ouVr € R, p(x) =
¢,0(z). Puisque la valuation v est invariant sous o elle induit une fonction additive degré

deg : Pic(C) — Z
normalisée de telle maniére qu’avec I'identification précédente, ce soit la fonction [¢;] — —v(cy)
sur les classes de cocyles. Pour (M, ¢) € C posons
rg(M,p) = dimg M
deg(M,p) = deg(det(M,p)).
Ce sont deux fonctions additives. Soit A la catégorie abélienne formée des couples (V, ¢) ou V est
un Frac(R)-espace vectoriel de dimension finie et ¢ un endomorphisme o-linéaire. Le foncteur
c — A
(M, ¢) — (M @Frac(R),p®1)
est un foncteur « fibre générique > au sens précédent. Cela résulte de ce que si M est un R-
module libre alors les sous-R-modules libres facteurs directs dans M sont en bijection avec les
sous-Frac(R)-espaces vectoriels de dimension fini de M ® Frac(R) via les correspondances N —
N ® Frac(R) et V — V N M (cette propriété est vérifiée pour tout anneau de Bezout). De plus si
u: (MaSO) — (M/,QO/)
est un morphisme dans C qui est un isomorphisme < en fibre générique >,
detu : det(M, ) — det(M’, )

en est également un. Faisons maintenant ’hypotheése supplémentaire suivante : si A € R\ {0} vérifie
A7t e & alors v(A\771) > 0 avec égalité si et seulement si A € £. De cela on déduit aisément que

deg(M, ) < deg(M’, ")

avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme.

Le formalisme précédent s’applique et on dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan
dans C. Lorsque R est 'anneau de Robba et £ le sous-anneau des fonctions bornées, on retrouve
les filtrations étudiées dans [32] (cependant la convention de signe dans [32] et opposée & la notre).

3.2.6. Modules de Breuil-Kisin. Soit X un schéma noethérien irréductible de dimension 1 muni
d’un morphisme fini et plat o : X — X de degré deg(c) > 1. Soit C la catégorie formée des
couples (&€, ) ou & est un faisceau cohérent sur X sans composantes immergées (i.e. si j :n — X
désigne le point générique de X, & < j,j*E) et ¢ : £ — £ est un morphisme o-lindaire tel que le
morphisme linéaire associé
b:0%E - &

soit un isomorphisme au point générique de X. Il s’agit d’une catégorie exacte; c’est une sous-
catégorie stable par extensions dans la catégorie abélienne formée des couples (€, ¢) ol £ est un
faiceau cohérent sur X muni d’un morphisme o-linéaire. Posons pour (&, ¢) € C,

1g(&,¢) = longp, (&)
deg(€,¢) = long(coker(®)).

ou le faisceau cohérent coker® est supporté en un nombre fini de points et on peut donc définir
sa longueur. Ces deux fonctions sont additives. Soit A la catégorie abélienne formée des couples
(N, ) ot N est un Ox ,-module de type fini et ¢ un morphisme o-linéaire de N dans lui-méme.
Alors, le foncteur fibre générique

(&) — (Ens o)
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satisfait les hypotheses précédentes. De plus, si
u:(€,0) — (£,¢)
est un morphisme dans C qui est un isomorphisme générique, alors
deg(€’, ¢) = deg(€, ¢) + (deg(o) — 1) long(coker(u)) > deg(€, ¢)

avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme. On dispose donc de filtrations de Harder-
Narasimhan dans C.

Soit maintenant R un anneau local régulier de dimension 2 et p un idéal premier de hauteur
1 dans R. Supposons R muni d’'un endomorphisme ¢ : R — R fini et plat de degré > 1. On
fait également I’hypothése que o(p) = p. Soit un entier n > 1. Posons X,, = Spec(A/p") et
o : X, — X, le morphisme induit par ¢ sur R. Soit C, la catégorie de Harder-Narasimhan
précédente précédente associée a (X,,,0) et < C = U Cpn, > qui est également une catégorie de

n>1

Harder-Narasimhan. D’apres la formule d’Auslander-Buchsbaum, un R-module annulé par une
puissance de p est sans composantes immergées si et seulement si il est de dimension projective
1. La catégorie C s’identifie donc a celle des couples (M, ¢) ou M est un R-module annulé par
une puissance de p de dimension projective 1 et ¢ : M — M un morphisme o-linéaire qui est
un isomorphisme o-linéaire au point générique de Spec(R/p). Si u € mg \ p, on peut reformuler
les conditions précédentes en disant que M est un R-module annulé par une puissance de p, sans
u-torsion, et ¢ : M — M est un morphisme o-linéaire tel que ¢ ® o : M[L] — M[L] soit un
isomorphisme o-linéaire. Munie des fonctions

1
rg(M,p) = longR[%]M[ﬂ
deg(M7 90) = IOHgRM/RQO(M),

la catégorie C est de Harder-Narasimhan.

Lorsque R = Wu] ou W désigne les vecteurs de Witt d’un corps parfait de caractéristique
p > 0, 0 est 'endomorphisme continu de R tel que o(u) = u? et oy est le Frobenius de W,
p = pW, on retrouve les catégories d’objets étudiées dans [§] et [33].

3.2.7. Schémas en groupes finis et plats. Les catégories exactes considérées dans les exemples
précédents sont toutes des catégories tensorielles. De plus, la fonction degré sur ces catégories est
obtenue par composition d’'un morphisme degré

deg : Pic(C) — Z,

ou Pic(C) désigne le groupe formé des classes d’isomorphisme d’objets de rang 1, et d’une appli-
cation déterminant

det : C — Pic(C)
additive sur les suites exactes de C.

Soit maintenant K un corps valué complet pour une valuation non triviale a valeurs dans R.
Notons p la caractéristique du corps résiduel de K. Soit C la catégorie des schémas en groupes
commutatifs finis et plats sur O, d’ordre une puissance de p et étales en fibre générique. Elle est
munie de deux fonctions additives hauteur et degré ([I7]) ot

ht(G) = log, |G|
et
deg(G) = Zv(ai) si wg ~ ®;0k/a;0k.
Soit A la catégorie abélienne des schémzas en groupes commutatifs étales sur K. Il y a un foncteur
fibre générique
c — A
G — GoK.
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Il est démontré dans [I7] que les axiomes précédents sont satisfaits et que l'on dispose donc de
filtrations de Harder-Narasimhan pour les objets de C relativement a la fonction pente dh—etg.

Supposons K de valuation discrete, de caractéristique p et a corps résiduel k parfait, K ~ k((u)).
On peut alors montrer que la catégorie C est équivalente & celle des couples (M, ) o M est un
W (k)[u]-module annulé par une puissance de p sans u-torsion et ¢ un endomorphisme o-linéaire
de M induisant un isomorphisme o-linéaire apres inversion de u (on a déja rencontré cette catégorie
dans la section . Via cette équivalence de catégories les filtrations de Harder-Narasimhan se
correspondent. Cette catégorie est munie d’un produit tensoriel. La fonction degré est définie via
une application degré sur les objets de hauteur 1 et une application déterminant.

Supposons K de valuation discrete, de caractéristique 0 et a corps résiduel k parfait. On a donc
K ~ Ky[u]/(E(u)) ou Ky = W(k:)[%] et E € Ok,[u] est un polynéme unitaire d’Eisenstein.
D’apres [33] la catégorie C est équivalente & celle des couples (M, ) ot M est un W (k)[u]-module
annulé par une puissance de p sans u-torsion et ¢ un endomorphisme o-linéaire de M tel que
M/W (k)[u].o(M) soit annulé par E(u). Ce n’est donc pas une catégorie tensorielle, on ne peut
définir une application déterminant sur celle-ci. Néanmoins, on dispose d’une telle application
sur la catégorie formée des couples (M, ) comme dans la section précédente. On peut donc
définir le déterminant, det G pour G € C, comme objet de la catégorie précédente mais pas de C.
Les filtrations de Harder-Narasimhan dans C sont alors un cas particulier des filtrations dans la
catégorie précédente (via 1'équivalence de [33]).

Supposons que la valuation de K ne soit pas discréte ou bien le corps résiduel non parfait. La
fonction degré précédente ne provient pas alors a priori d’une fonction degré sur des objets de rang
1 composée avec une application déterminant.

4. CLASSIFICATION DE FIBRES

4.1. Classification des fibrés sur les sphéres de Riemann. Avant de nous lancer dans la
classification des fibrés sur les courbes qui nous intéresse, on revisite le théoreme de classification
des fibrés sur la droite projective de Grothendieck.

Définition 4.1. Une sphére de Riemann est une courbe compléte X possédant un point oo € X
de degré 1, tel que X \ {oo} soit affine, vérifiant Pic(X \ {oo}) =0 et telle que

HY(X,0x(—0)) = 0.

Une telle courbe satisfait aux hypothéses de la section On a donc deg : Pic(X) = Z. On
notera pour tout entier k, Ox (k) = Ox(k.0o) pour un point de degré 1, co. Remarquons que si
k € Z et £ est un fibré sur X,

1(E(k)) = p(€) + k

et que & est semi-stable si et seulement si £(k) I'est. Enfin, pour une telle courbe, H%(X, Ox (k)) =
0 lorsque k < 0 et HY(X,Ox(k)) = 0 lorsque k > —1. En particulier, H'(X,Ox) = 0 et on peut
penser a X comme une < courbe de genre nulle >.

Dans la suite on appellera sous-fibré un sous-fibré localement facteur direct i.e. les sous-objets
stricts de la catégorie des fibrés. Si u : £ — F est un morphisme de fibrés on notera Im(u), un
sous-fibré de F, 'image de u dans la catégorie des fibrés i.e. ’adhérence schématique de I'image
de u en fibre générique.

Voici la réinterprétation du théoreme de Grothendieck de classification des fibrés sur P! ([23]).

Théoréme 4.2. Soit X une sphére de Riemann.

(1) Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés isomorphes d un fibré de la forme Ox (d)®®
pour des entiers d € 7. et a > 0.

(2) La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.
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(8) Pour tout entier n, lapplication

{(d1,...,dp) €Z" | dy > --->d,} — {classes d’isomorphises de fibrés de rang n sur X}
(i, ... dn) — {@om(di)}
i=1

est une bijection.

Démonstration. Commengons par remarquer que le point (1) entraine le reste du théoréeme. En
effet, pour des entiers dy,dy € Z

Ext' (Ox(ds), Ox(d1)) ~ H (X, Ox(d1 — d))

qui est nul si d; > dy. Cela entraine facilement I’assertion (2) & partir de (1). La derniére assertion
s’en déduit aussitot.

Montrons le point (1). Tout d’abord constatons que si a € N et d € Z, le fibré Ox(d)®* est
semi-stable puisque somme directe de fibrés semi-stables de méme pentes (cf. théoreme . On
montre maintenant 1’assertion suivante par récurrence sur l'entier n : tout fibré semi-stable de
rang inférieur ou égal & n est isomorphe & un fibré de la forme Ox (d)®™ pour des entiers d € Z,
1 < m < n. Supposons 'hypothese de récurrence vérifiée au rang n. Soit £ un fibré semi-stable de
rang n + 1. Soit £ C £ un sous-fibré en droites de degré maximal. On a donc

deg £ < u(€).
Posons
E=E&/L.
La premiere pente du polygone de Harder-Narasimhan de £’ est supérieure ou égale a p(€’). D’apres

I’hypothese de réccurence appliquée au premier cran de la filtration de Harder-Narasimhan de &,
il existe un sous-fibré en droites £’ C &’ vérifiant

deg(L") > u(€').
On a, par semi-stabilité de &, u(€') > p(€). On obtient finalement que
deg(L) < (&) < deg(L’).

Soit £” le sous-fibré de £ image réciproque de £’ par la projection £ —» £’. On dispose d’une suite
exacte
0—L—&" —L —0.

Soient d = deg L et d’ = deg L'. On a donc £ ~ Ox(d) et L ~ Ox(d’). Distinguons maintenant
deux cas.
e Supposons d > d’, ¢’est a dire d = d’ = u(E). Alors, L et £ étant semi-stables de méme pente,
& est semi-stable de pente p(€). L’hypotheése de récurrene entraine donc que &' ~ Ox (d)™.
Mais, puisque Ext'(Ox (d)", Ox(d)) = H (X, 0x)" = 0, la suite

0—L—E—E& —0

est scindée et donc € ~ (’)}“. On a donc conclu dans ce cas la.
e Supposons d < d’ — 1. Appliquons Hom(Ox (d + 1), —) a la suite exacte

0—L—& — L —0.
On obtient une suite exacte
0 — Hom(Ox (d + 1), £) — Hom(Ox (d+1),&") — Hom(Ox(d + 1), L") — Ext’(Ox(d + 1), L)

~HO(X,0x(—1))=0 ~HO(X,0x (d' —d—1)) ~H1(X,0x(—1))=0

et donc

Hom(Ox (d+ 1),£") ~ H(X,Ox(d —d —1)) #0.
Siu:Ox(d+1) = &£ est un morphisme non nul, puisque u est un isomorphisme en fibre
générique, Im(u) est un sous-fibré en droites de £”, et donc de &, de degré

deg(Im(u)) > deg(Ox(d+ 1)) =d + 1.
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Cela contredit le fait que £ soit un sous-fibré en droites de degré maximal dans £. Ce cas la
est donc impossible.
O

4.2. Classification des fibrés sur les sphéres de Riemann généralisées.

4.2.1. Une remarque sur les fibrés de rang 2. Soit X une courbe complete possédant un point
00 € X de degré 1 tel que X \ {oo} soit affine et Pic(X \ {oo}) = 0 (cf. section [2.3).

Proposition 4.3. Supposons que H'(X,Ox) = 0. Sont équivalents :

(1) I existe un fibré semi-stable de rang 2 sur X qui n’est pas somme directe de deuz fibrés
en droites.

(2) H'(X,0x(~1)) #0.
(3) Pour oo € X un point de degré 1 tel que X \ {oo} soit affine égal a Spec(B), l'anneau

principal (B, —vs) n'est pas euclidien.

Démonstration. L’équivalence entre les deux derniers points résulte de la proposition [2.6] Soit
maintenant £ un fibré semi-stable de rang 2 ne pouvant s’écrire comme somme directe de deux
fibrés en droites. Soit £ un sous-fibré en droites de £ de degré maximal et £ = &/L. Notons
dy = deg(L) et do = deg(L’). Il y a donc une suite exacte

0— Ox(d1) — & — Ox(dy) — 0.
La semi-stabilité de £ induit les inégalités
di < p(€) < ds.

Par hypothése cette suite exacte n’est pas scindée. Or, on a 1’égalité Ext'(Ox(ds),Ox(d1)) =
HY(X,0x(d; — ds)). Donc, puisque H'(X,Ox) =0,

dy < ds.
Appliquons Hom(Ox (dy + 1), —) & la suite exacte précédente. On obtient une suite

0 — Hom(Ox (dy +1),€) — H(X,0x(dy — dy — 1)) — H'(X,0x(-1))
Si I'on avait H*(X,Ox(—1)) = 0 on aurait donc
Hom(Ox (dy 4+ 1),&) — H*(X,O0x(dy —dy — 1)) # 0.

On disposerait donc d’un morphisme u : Ox (d; +1) — € non nul. Son image Im(u) serait un fibré
en droites de degré supérieur ou égal a d; + 1. Cela est impossible grace au choix fait de £. On a
donc HY(X,Ox(-1)) # 0.

Supposons réciproquement que H*(X,Ox(—1)) # 0. Soit

0—0x —&—0x(1) —0

une extension associée & une classe non nulle dans Ext' (Ox (1), 0x) = H' (X, Ox(—1)). Montrons
que & est semi-stable et ne peut s’écrire comme somme directe de deux fibrés en droites. Soit £ un
sous-fibré en droites de £. Si £ = Ox, deg(L£) =0 < 3 = u(€). Si £ # Ox, le morphisme composé

L—=E—»0O0x(1)
est un isomorphisme en fibre générique. On a donc
deg(£) < 1.

Si deg(L£) = 1, le morphisme £ — Ox(1) est un isomorphisme et la suite exacte précédente
est scindée, ce qui n’est pas le cas par hypothese. On a donc deg(£) < 0 < u(€). Le fibré &
est donc semi-stable. Montrons maintenant que £ n’est pas somme directe de deux fibrés en
droites. Supposons donc par 'absurde que & = L1 ® Lo. Soient dy = deg Ly et do = deg Lo. Par
semi-stabilité de &, étant donné que p(€) = %, di < 0 et do < 0. Mais cela est impossible car
dy + do = deg(€) = 1. O
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4.2.2. Morphismes étales finis de courbes.

Définition 4.4. Un morphisme étale fini de courbes est un morphisme étale fini des schémas
sous-jacents auxr courbes, f: X —'Y, tel que pour tout x € X,

deg(z) = [k(x) : k(f(2))] . deg(f(x)).
Définition 4.5. Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes. Pour D = 3" o x malz] €
Div(X) on pose

foD =Y me k(@) k(f(2))].[f(2))-

z€|X|
Pour D =3, |y my.ly] € Div(Y) on pose
z€|X|
Pour un tel morphisme étale de courbes on a donc deux morphismes
f
Div(X) —= Div(Y)
=
vérifiant
fof* = deg(f).Id.
On a de plus les formules
deg(f.D) = deg(D)
deg(f*D) = deg(f).deg(D).
Le lemme qui suit ne pose pas de probleme.

Lemme 4.6. Soit f: X — Y un morphisme étale fini de courbes. Les diagramme suivants sont
commutatifs

F(X)* — Div(X) F(X)* — Div(X) — Pic(X)
NF(X)/F(Y>\L f*l j f*T f*T
F(Y)* —2% Div(Y) F(Y)* —2 Div(Y) — Pic(Y).

Proposition 4.7. Etant donné un morphisme étale fini de schémas f: X — Y il y a un isomor-
phisme canonique de fibrés en droites

det(f*OX)®2 4N—> Oy.

Démonstration. On peut supposer f de degré constant d. La donnée de f est alors équivalente
a celle du Sg4-torseur étale sur YV, E = Isomy({1,...,d}, X). Soit € : &4 — p2 la signature.
Le uo-torseur e,F définit via ps — G,, un fibré en droites N de carré trivial. Montrons que
det(f.Ox) ~ N. Soit pour cela 7 : E — Y le morphisme structural de notre torseur. Il y a alors
un isomorphisme
™ (f.Ox) — @ Og

ceG,

qui induit un isomorphisme
7*(det(f+Ox)) = det(r*(f.O0x)) — Of.

Cet isomorphisme est un isomorphisme de fibrés en droites sur £ munis d’une donnée de descente
relativement a ’action de &4 sur F. On vérifie alors que la donnée de descente sur le membre de
droite du dernier isomorphisme est donnée par la signature d’une permutation. O
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Remarque 4.8. En général, on n'a pas det(f.Ox) ~ Oy. Considérons par exemple le cas o
2 est inversible sur'Y et Pic(Y') posséde de la 2-torsion non-triviale. Soit L un fibré en droites
non-trivial muni d’un isomorphisme L%? =5 Oy et f : X — Y le pg-torseur associé. Alors,
f+Ox = Oy & L qui est donc de déterminant non-trivial.

Remarque 4.9. Une autre preuve de la proposition [].] consiste a regarder la forme quadratique
trace : f.Ox x fOx — Oy dont le discriminant fournit l’isomorphisme cherché.

Lemme 4.10. Soit f : X — Y un morphisme étale de courbe et D € Div(X). Il y a alors un
isomorphisme de fibrés en droites

det(f+Ox (D)) ~ det(f.Ox) ® Oy (f«D).
Démonstration. On peut supposer f de degré constant d. Soit D’ € Div(Y) et supposons le

I’assertion vérifiée pour le diviseur D + f*D’. La formule de projection donne
det(f+Ox (D)) ® Oy (dD") =~ det(f.Ox (D + f*D")).
Par hypothese on a

det(f,Ox (D + [*D))) = Oy(fu(D+[*D")
= Oy(f.D+dD")
= Oy(f.D)® Oy(dD")
et on en déduit donc le résultat pour le diviseur D.

Quitte a remplacer D par D + f*D’ on peut donc supposer que D > 0 et donc, si D =
> ze|x| @z [z], on a une suite exacte

0— Ox — Ox(D) — @ 15+ Ox o /my* — 0.
z€|X|
Pour tout = € |X|, puisque Ox , est plat non-ramifié sur Oy, t(,), le choix d'un relevement dans

Ox,, d'une base de k(x) comme k(f(xr))-espace vectoriel induit des isomorphismes de Oy, f(y)-
modules

Ox /M = (Oy pa) /Mp(ay) FEHFIEN e N,

Prenant I'image directe de la suite exacte précédent on obtient une suite exacte

0— £.Ox — £.Ox(D) — D iye( @ (Oyy/my)F@*0N) o,
y€elY| z€f~(y)
On a donc une suite exacte
0 — det(f.0x) — det(f.Ox (D)) — P iys Oy, /mlr — 0
yey
ol by =3, cp-1(y [k(2) : k(y)]as. Le résultat s’en déduit. O

Proposition 4.11. Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes. Notons Div(X)/ ~
les classes d’équivalences rationnelles de diviseurs et considérons lisomorphisme Pic(X) —
Div(X)/ ~ envoyant la classe d’isomorphisme de Ox (D) sur la classe d’équivalence de D. Alors
le diagramme suivant est commutatif

Pic(X) @ Z[§] — (Div(X)/ ~) @ Z[}]

detof*l/ lf*

Pic(Y) ® Z[}] — (Div(Y)/ ~) ® Z[}]

Remarque 4.12. La proposition précédente ne dit rien d’autre que le fait qu’on dispose d’un
théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck modulo la 2-torsion pour les morphismes étales finis. La
remarque [{.8 fournit quant-a elle le contre exemple le plus simple qui soit a lexistence d’un tel
théoreme a coefficients entiers.
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Lemme 4.13. Soient f : X — Y un morphisme fini localement libre de schémas et €& un fibré
vectoriel sur X. Il y a un isomorphisme

det(f.&) ~ det(fy det &).

Démonstration. Soit un entier n > 1. Notons Resx,y la restriction des scalaires a la Weil et
Nxy : Resx)yG,, — Gy, la norme. D’apres le lemme 1, A.3.112, de [7], il y a un diagramme
commutatif de Y-schémas en groupes

Resx,y det Nx;vy
Resx/yGL, — = Resx/yGp ———=G,,

|

GL(f.0x) —% 5 GL(det(f.Ox)) =——— Gn.

Si &€ est localement libre de rang n, le lemme en résulte par application du diagramme précédent
au GL,,-torseur associé a &. O

De ce lemme et de la proposition 4.11| on déduit la proposition suivante.

Proposition 4.14. Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes complétes et £ un fibré
vectoriel sur X. Alors,

deg(f.&) = deg(€).

Résumons les résultats précédents dans la proposition qui suit.

Proposition 4.15. Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes. Supposons Y compléte.
Alors, X est compléte. Si € est un fibré vectoriel sur X,

rg(f.€) = deg(f)rg(€)

deg(f.€) = deg(€)
I8 = admule):
Si & est un fibré vectoriel sur'Y,
rg(f*€) = 1g(€)
deg(f*€) = deg(f).deg(€)
u(fr€) = deg(f)u(&).

Puisque nous 'utiliserons maintes fois, rappelons le lemme qui suit.

Lemme 4.16. Soit f: X — Y un morphisme de courbes étale fini galoisien de groupe I'. Alors,
les foncteurs & v f*E et F > (f.F)' induisent des équivalences inverses entre la catégorie des
fibrés sur'Y et celle des fibrés I'-équivariants sur X .

Exemple 4.17. Avec les hypothéses du lemme précédent, si € est un fibré sur X, f*f.& =~
Boero*E. Ainsi, le fibré f € sur'Y correspond au fibré équivariant induit Indlfl}g.

Le lemme suivant sera crucial dans la suite.

Lemme 4.18. Soit f: X = Y un morphisme étale fini galoisien de courbes complétes. Soit £ un
fibré vectoriel sur'Y . Soit

0=ECEC - CE=E
sa filtration de Harder-Narasimhan. Alors,
0=[f"86Cf&ac - CfeE=[E

est la filtration de Harder-Narasimhan de f*E. En particulier, £ est semi-stable si et seulement si
f¥E Dest.
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Démonstration. Soit le groupe fini I' = Aut(X/Y). Remarquons que si F est un fibré sur X
alors pour tout o €T,
W(F7) = pu(F).
Afin de démontrer I’assertion du lemme il suffit de montrer que si £ est semi-stable alors f*E ’est.
Mais par unicité de la filtration d’Harder-Narasimhan de f*& et la propriété précédente d’invari-
ance de la fonction p sous I', cette filtration est I'-invariante. Ainsi si £ est semi-stable sur Y, la
filtration de Harder-Narasimhan de f*£ descend a Y et est donc triviale. O

Soit X un schéma muni d’une action d’un groupe I'. Un fibré équivariant sur X est un couple
(&, (¢o)oer) ou € est un fibré sur X et pour tout o € T',
¢ £ "5 0%
vérifiant
Vo, 7€, T%c,0c¢r = Cor.
Pour un tel fibré équivariant le groupe Aut(€) est mune d’une action de I', T' — Aut(£), en posant
Ve Aut(&), fo=ctios ¥foc, 1.

0—71
Maintenant, si (¢} )ser est une autre structure de fibré équivariant sur &£, posons pour o € I’
dy =7 0cy-1 € Aut(€).

On vérifie que (dy)yer est un l-cocyle, élément de Z!(T, Aut(€)). Réciproquement, la donnée
d’un tel cocyle définit une nouvelle structure de fibré équivariant sur £. On vérifie de plus que
(&,(c)e) =~ (&,(c])s) si et seulement si les cocyles précédents sont cohomologues. On déduit de

o g

cela la proposition qui suit.
Proposition 4.19. Soit £ un fibré muni d’une structure de fibré T'-équivariant et T' — Aut(E)
Uaction associée de T'.

(1) L’ensemble des structures de fibré I'-équivariant sur £ est en bijection avec l’ensemble des

r
1-cocyles dans Z1(T', Aut(£)), au 1-cocycle c est associé un fibré T'-équivariant tordu € A c.

r r
(2) Les fibrés T-équivariants £ A c1 et € N ca sont isomorphes si et seulement si les cocycles
c1 et co différent d’un cobord

(8) Les classes d’isomorphisme de fibrés équivariants dont le fibré sous-jacent est isomorphe
a & est en bijection avec l’ensemble

HY T, Aut(£)).
4.2.3. Sphéres de Riemann généralisées.

Définition 4.20. On appelle sphére de Riemann généralisée une courbe compléte X munie d’une
tour de revétements étales finis galoisienne de groupe Z, (Xp)p>1, X1 = X,

V
Xp
/¢ >hZ/h’Z
[
Z/R'Z | i’
7/ hZ

i
X, =X

vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Pour tout h > 1, il existe un point ooy, € Xy, de degré 1 tel que
- Xp \ {oon} = Spec(B) est affine,
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- on a Pic(Xp, \ {oon}) =0, c’est a dire B est principal.
(2) Pour tout h, H' (X}, 0Ox,) = 0.
(3) Pour tout h, pour tout x € Xy, si T, : Xp, — X, la fibre 7, '(z) est formée de h-points
distincts (qui sont donc de méme degré que x).

(4) Pour h|h', notons mp p : Xpr — Xp. On demande alors que pour tout h|h', mp n.Ox,, ~

O?;}Lz/hz comme Ox, -module muni d’une action de h'Z/hZ, action de h'Z/hZ sur (’)I;(/}Lz/hz

étant celle par permutations.

h d

Exemple 4.21. Reprenons les notations des ememples et. Soit P, = @dZO(B;iS)V’ =P
et X;, = Proj(Py,). Pour h|W, et d > 0, Uinclusion naturelle (B, )?"=?" c (BF W=t

‘ )P =p
Ccres Ccres

induit un morphisme d’algebres graduées P o — Ppr 11 /ne- On montre plus loin que cela induit un
isomorphisme X = Xp, ®Qph Qph/ et que la tour de courbes (Xp)p>1 est une sphére de Riemann
généralisée.

Soit (Xp)p>1 une sphere de Riemann généralisée. Commengons par remarquer que pour tout
h, (Xn)pn est également une sphere de Riemann généralisée. Notons Fj, le corps de définition de
Xp,. Puisque . Ox, ~ O% . F}, est une extension de degré h de F. De plus, F = Ff/hz et donc
FpL|F est galoisienne de groupe Z/hZ. L’extension Fo, = Uy F}, est donc une extension galoisienne
de groupe 7 de F.

Les courbes (X},);, satisfont aux hypotheses de la section On fixe désormais un systeme
compatible de points de degré 1, (ocop), € 1<£n | X}| et on note pour tout entier k > 1,

h>1
Ox, (k) = Ox ( Ii[ai(oohﬂ)

ot 0 =1 € Z/hZ = Aut(X/X). Pour k < 0 on pose Ox, (k) = Ox, (—k)~ L.
On a donc
deg

T3,
7 —— Pic(Xy)

En particulier Oy, (d) ~ Ox, (1)®9. Néanmoins, il est préférable de prendre la définition précédente
pour Ox, (d). Elle fournit en effet une identification canonique 7, ;, Ox, (d) = Ox,,, (nd) qui fait
apparaitre plus clairement la structure de fibré Gal(F,,|F},)-équivariant sur Ox,, (n).

Définition 4.22. Soient d € Z et h € N5y. On note
Ox(d, h) = mhs (Ox, (d))
comme fibré vectoriel sur X. SiA € Q, A = % avec (d,h) =1 et h > 0, on note
Ox(A) = Ox(d; h).
Pour un entier n, on utilise les méme notations pour la sphére de Riemann généralisée (Xp)nn
i.e. Ox, (d,h) = Tnn s (Ox,, (d)).

Proposition 4.23. Pour A € Q notons m(A\) lordre de A mod Z dans Q/Z. Soient d € Z,
h € Nsg. On a les propriétés suivantes :

(1) Si = (d,h),

d\ ®0
Ox(d, h) :ox(ﬁ) .
(2) Pourn € Ny,
W*(Ox(d7 )) ~ OXn(TLd,h)

e (Ox, (d,h)) =~ Ox(d,nh).
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et donc

m(X)

m(0x(\) =~ Ox,(n\)®men
A\ O sy
Wn*(OXn()\)) ~ OX(E) oy
e fiorée Ox(d, est semi-stable de pente 7. Pour tout A € Q, le fibré Ox est semi-
8) Le fibré Ox(d, h ble d ZP A€ Q, le fibré Ox (A
stable de pente .

(4) Il y a des isomorphismes
Ox(d1,h1) ® Ox(da,ha) =~ Ox(dihy + dahy, hihs)
Ox(d,h)" =~ Ox(—d,h).
En particulier,

mA1)m(Aa)

Ox(\)®Ox(Ng) ~ Ox(\+ AQ)EB TIevE=ey
Ox(N)Y Ox(=N).

R

(5) Pour A > p,
Hom(Ox (), Ox(n)) = 0.

Pour A\ < pu,
Ext' (Ox(N), Ox (1)) = 0.

Démonstration. Point (1) : Décomposons 7, en le composé

Th,h/§ Th/s

7Th:Xh X.

Xnys
On a donc

Ox(d, h) = mp )54 (Wh,h/é* (Ox, (d)))-
De plus,

Ox, (d) = W;(L,h/é (OXh/E (d/é)) .
D’apres la formule de projection,
T /osTh 15 (Ox,,5(d/0)) = (Th,n/5+O0x,, ) ® Ox, 5 (h/3).
Utilisant la propriété (4) de la définition on obtient que

Tnssehnss (x5 (4/8)) = (Ox, 5 (h/8))*".

On conclut quant au point (1).

Point (2) : Le second isomorphisme du point (2) est immédiat. Considérons le premier. Si
(n,h) =1, le diagramme

Tnh,h

Xpp —> X,
ﬂ'nh,nl iﬂ'h
Tn
X,—X
est cartésien. On en déduit que

. (Ox(d, h))

77»:;77}1* (OX}L (d))
~ TphnsTnn (Ox, (d))

Tnh,n* (Oth,("d))
OXn (Tld, h) .
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En général, si 6 = (n, h), d’apres le cas précédent et I’exemple
mOx(d,h) = 7 57 5(Ox(d, h))
= /s (0x, (54 1))
= T nssTnnsss(Ox, (3. )
~ Oy, (2d, )™
D’apres le point (1) démontré précédemment, ce dernier fibré s’identifie & Ox,, (d, h).
Point (3) : D’apres le point (2) précédent, 75 Ox(d,h) ~ Ox(d)®" qui est semi-stable comme

somme directe de fibrés semi-stables de méme pente (cf. théoréme [3.4). Le lemme permet de
conclure.

Point (4) : La seconde égalité du point (4) est immédiate. Considérons la premiére. Supposons
d’abord que (hi, he) = 1. Le diagramme

Xhiho
Xhl Xhz
X
est alors cartésien. La formule de Kiinneth donne alors
Ox(di,ha) ® Ox(dg, h2) = 7n«(Ox,, (d1)) ® Ty (Ox,, (d2))
Thyhg* (Wzlhz,hl (OX;L1 (dl)) ® Wzlhg,hz (Oxh2 (d2))>
Thyhox (OXhl}LQ (thl) & OX;LI;L2 (hldz))

Thy hy* (Oxh,1h2 (hady + h1dy))
Ox(h2d1 + hids, hlhg).

12

R

En général, soit 6 = (hy, he). Alors, utilisant le cas précédent ainsi que le point (2),

Ox(di, ha) ® Ox (do, hs) = W5*(0X5(d1,%))®ox(d1,h2)
~ 1 (Ox, (1, 22) @ 73O (s, )
~ 1 (Ox, (1, ") © O, (501, 1))
~ ms (0X5 (dyhy + dihy, %hg))

~ Ox(d1h2+d2h1,h1h2).

Point (5) : La premiere égalité résulte de ce que Ox (\) est semi-stable de pente A\, Ox (1) est
semi-stable de pente u et A > u (cf. théoreme On a, si m = mVmL)
: 1 ’ m(u=X)
Ext'(Ox(N),Ox(n) =~ H'(X,0x(-))® Ox(n))
~ HY(X,0x(u—N)*"
De plus, si Ox(n— A) = Od, h),
H'(X,0x(p — X)) = H' (X5, 0x(d)) = 0
d’apres la condition (4) de la définition car d > 0. O
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Définition 4.24. Un fibré £ sur X est pur s’il exviste A € Q et a € N tels que & ~ Ox(\)®2.
Pour un entier h, on définit de méme un fibré pur sur Xp.

D’apres la proposition & est pur si et seulement si
E ~ Ox(deg&,rgf).

Proposition 4.25. Soit £ un fibré sur X et h un entier. Alors, £ est pur si et seulement si ;&
lest.

Démonstration. 1l résulte de la proposition [d.23)que si £ est pur alors 7€ Pest. Réciproquement,
supposons 7€ pur. Quitte & agrandir h on peut supposer que ;€ ~ Ox, (d)®* pour un d € Z et
a € N. Alors,

det(n; &) = m;, det(€) ~ Ox, (ad)
et donc, en considérant le degré des fibrés en droites précédents, h|ad. D’apres la proposition

Ox, ()% ~ Ox, (ad,a) ~ 710x (%i, a).
Il y a donc un isomorphisme
€ ~ 1 Ox (a—:, a).
La proposition implique que les classes d’isomorphisme de fibrés Z/hZ-équivariants de fibré
sous-jacent isomorphe & F = 73 Ox (%, a) sont en bijection avec
HY(Z/hZ, Aut(F)).

Or, Aut(F) ~ Aut(Ox,, (d)®*) ~ GL,(Fy). On vérifie de plus que via cet isomorphisme P’action de
Z/hZ = Gal(F}|F) sur Aut(F) est 'action canonique sur GL,(F}). La proposition résulte donc
du théoreme de Hilbert 90,

H'(Gal(Fy|F),GLo(Fy)) = {*}.

4.2.4. Classification des fibrés. La preuve du théoréme suivant s’inspire fortement de [32].
Théoréme 4.26. Soit (Xp,)n>1, X = X1, une sphére de Riemann généralisée. Supposons que
pour tout h et tout n > 1, si
0—Ox,(-%) —&— 0x,(1) —0

est une suite exacte de fibrés alors H°(Xp,E) # 0. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées.

(1) Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés purs.

(2) La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.

(8) L’application

{Qih<i<n €Q" [ nEN, Ay >--->\,} — {Classes d’isomorphismes de fibrés sur X}

Msodn) — EPOx(N)
i=1

est une bijection.

Démonstration. L’assertion (1) entraine le reste du théoréme. En effet, une fois montré que
tous les fibrés semi-stables sont purs, assertion (2) résulte du point (5) de la proposition [4.23]
Considérons donc lassertion (1). Le fait que tout fibré pur soit semi-stable est le point (3) de la
proposition [.23]

Montrons maintenant par récurrence sur 'entier n > 1 que tout fibré semi-stable de rang
inférieur ou égal a n est pur. Remarquons que I'hypothese de récurrence au rang n implique
d’apres le raisonnement précédent (le point (1) du théoréme entraine les autres points) que tout
fibré de rang inférieur ou égal a n est somme directe de fibrés purs.
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Supposons donc I’hypothese de récurrence vérifiée au rang n et soit £ un fibré semi-stable de
rang n + 1. D’apres la proposition |4.25] pour tout entier h > 1,

€ est pur < 7} € est pur.
De plus d’apres le lemme |4.18] pour tout entier h > 1,
€ est semi-stable <= 77 € est semi-stable.

On peut donc, quitte & remplacer £ par 7€ et X par X, avec h grand, supposer que u(€) € Z.
De plus, pour tout entier k € Z,

€ est semi-stable <= £(k) est semi-stable
et d’apres le point (4) de la proposition m
€ est pur <= E(k) est pur.

On peut donc supposer que

néE) = 0.
Considérons maintenant le fibré 7€ sur X,,. Soit £ C 7€ un sous-fibré en droites de rang 1 de
degré d maximal. On a donc £ ~ Ox, (d). Posons & =n:E/L,

(1) 0—L-—m&—E —0.
Puisque 7€ est semi-stable de pente 0,
d<0<puE)

Distinguons maintenant plusieurs cas.

e Supposons d = 0. Alors, £ est semi-stable de pente 0. Donc, £ est semi-stable de pente 0 (cf.
point (3) du théoréme. D’aprés ’hypothese de récurrence, on a donc &’ ~ 0%, . Puisque
Extl(OEL(n,OXn) = 0, cela entraine que 7€ ~ (’)}tl et donc que 7€ est pur. On déduit
alors de la proposition que & est pur. '

e Supposons que d < —2. Puisque p(€’) > 0, la premiére pente du polygone de Harder-
Narasimhan de &£’ est positive. L’hypothése de récurrence entraine donc qu'il existe A > 0 tel
que Ox, (A) C & comme sous-fibré. Puisque A > 0, H%(X,,, Ox, (\)) # 0 et donc

Hom(Ox, (d +2),0x,(\)) #0.
Il existe donc un morphisme non nul
u:0x, (d+2) — &
Tirant en arriére la suite exacte (1) précédente via u on obtient une suite exacte
0—L—&" —0x,(d+2)—0
et donc une suite exacte
0— L(-d—1) —E&"(-d—1) — Ox, (1) — 0.
D’apres 'hypothese du théoreme appliquée avec n = 1 (attention, il ne s’agit pas du méme
entier n intervenant dans cette démonstration),
H(X,,&"(—d —1)) #0.
Il existe donc un morphisme non nul

Ox,(d+1) — &".

Le morphisme £” — 7€ est un monomorphisme (i.e. ¢’est une inclusion en fibre générique,
mais Ox, (d+ 1) n’est pas forcément localement facteur direct dans £”). On en déduit I'ex-
istence d’un morphisme non nul

v:0x, (d+1) — 7 E.

Alors, Im(v) est un sous-fibré en droites de 7:€ vérifiant deg(Im(v)) > d + 1 ce qui est en
contradiction avec la maximalité de d. Le cas d < —2 est donc impossible.
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e Supposons d = —1. Puisque le morphisme 7, est étale fini, 7% = 7!, et
Hom(L, 7} €) ~ Hom(m,« L, E).

Le morphisme non nul £ — 7€ est donc associé par adjonction & un morphisme non nul

u:@x(—%)zwn*ﬁﬁg.

Considérons le sous-fibré Im(u) de £. Puisque O X( — %) est semi-stable de pente —% et que
le morphisme

u:Ox(— %)/ker(u) — Im(w)

est un isomorphisme en fibre générique,

p(m(u) >~
On a donc
—% < ,u(Im(u)) <0.

Le nombre p(Im(u)) est de la forme % pour un d € Z. Mais puisque rg(Im(u)) < n,

rg(
I'inégalité précédente entraine que

p(Im(u)) = —% ou bien g (Im(u)) = 0.

Distinguons ces deux cas.

— Si p(Im(u)) = 0 alors Im(u) est semi-stable de pente 0. Le fibré &/Im(u) 'est donc
également. D’apres 'hypothese de récurrence, Im(u) ~ (’)_r,f(lm(") et £/Im(u) ~ O?(Jrl*rg(lm(")).
Puisque H'(X,Ox) = 0 on conclut que & ~ O}"’l.

— Si p(Im(u)) # 0, nécessairement rg(Im(u)) = n. Le morphisme

1
O0x(——) —1
U X( n) m(u)
est donc un isomorphisme en fibre générique. Etant donné que
1
deg (Ox (- ﬁ» = deg(Im(w))
c’est un isomorphisme. Il y a donc une suite exacte
1
0—O0x(—=)—&—L —0
n

ot L' est un fibré en droites de degré 1. Par hypothése on a H°(X,&) # 0. Mais si
h : Ox — & est un morphisme non nul, Im(h) est un sous-fibré en droites de £ de
degré positif (car supérieur a celui de Ox) et négatif (car £ est semi-stable de pente 0)
donc nul. Le morphisme h est donc un isomorphisme. Deés lors, £/Im(h) est semi-stable
de pente 0 donc isomorphe & O% d’apres I'hypothese de récurrence. On conclut que
£ =~ O en utilisant une fois de plus que H'(X,Ox) = 0.

O

Remarque 4.27. Dans le théoreme précédent, ’hypothése disant que si 0 — Oxh(—%) —
& — Ox, (1) — 0 est exacte alors H*(X,E) # 0 est indispensable si I’on veut que le théoréme de
classification des fibrés soit vérifié. En effet, si on suppose les conclusions du théoréme vérifiées,

un tel £ étant de degré 0, il posséde nécessairement un facteur direct de la forme Ox(\) avec
A >0 et donc H°(X,E) # 0.

Corollaire 4.28. Pour tout A € Q la catégorie abélienne formée des fibrés semi-stables de pente A
sur X est semi-simple, d’unique objet simple & isomorphisme prés Ox (X). L’algébre End(Ox (X))
est une algebre a division. Le foncteur

E — Hom(Ox (), )
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induit une équivalence entre cette catégorie et la catégorie des End(Ox (X))°PP-espaces vectoriels
de dimension finie.

Exemple 4.29. Sous les hypotheses précédentes

5. ANNEAUX DE FONTAINE

La donnée de départ est la suivante. Soit &/ une extension de degré finie de Q,,. On note I, son
corps résiduel, ¢ = pf#. On choisit une uniformisante = de O qu’on notera parfois 75 lorsqu’on
voudra souligner sa dépendance en E. On notera Frob, le morphisme de Frobenius a la puissance
fE d’une Og-algebre de caractéristique p.

Soit k|F, un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit F' un corps algébriquement
clos de caractéristique p extension de k, valué complet pour une valuation non triviale

v:F — RU{+o0}.

On suppose que v est triviale en restriction & k. On note mp = {z € Op | v(xz) > 0} l'idéal
maximal de Or. On suppose que k s’identifie au corps résiduel de F, k — Or/mp.

5.1. Og-vecteurs de Witt.

5.1.1. Le cas < classique > ([13] ). Pour tout n > 0 posons
n .
Wn,‘n':Zﬂ'ZXZg EOE[X(),...,X”].
=0

Soit le foncteur

F : O — algebres — Ensembles
A — AN

On notera [z;];>0 un élément de F(A), ou pour tout ¢, z; € A.
Lemme 5.1. I existe une unique factorisation

Og-algébres z Ensembles

Og-algebres

telle que la transformation naturelle en A

WW’A:WOE’T['(A) — AN

[ai]izo — (Wax(ao, ..., an))nzo
soit un morphisme de Og-algebres.

Démonstration. Cela résulte de ce que si A est une Opg-algebre sans p-torsion munie d’un
endomorphisme ¢ relevant Frob, modulo 7, W, 4 est injectif d’image

{(xl)lzo € AN | CCZ'+1 = 50(1'1) mOd ,/Ti"rl}.

O

La description précédente de I'image de W; 4 lorsque A est sans p-torsion munie d’un relevement

de Frobenius ne fait pas intervenir 7 mais I'idéal engendré par celui-ci. Il en résulte que si 7’ est
une autre uniformisante de Op, il existe un unique isomorphisme de foncteurs en QOg-algebres

U, x 2 WOE,TF — WOE,TI'/
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tel que le diagramme suivant commute

WOEJ\'(_)

WOEJT' (_)
On a bien SUr Ur/ 7 0 Ug 7/ = U 777
Définition 5.2. On pose

Wop, = lim Wo, - : O — algébres — Of — algébres
—

ot la limite projective est prise suivant toutes les uniformisantes de Og. On note
W: Wo,(A) — AN
pour le morphisme composé Wo,(A) — Wo, »(A) Xy AN,
Comme 'anneau Wy ,,, le morphisme
W Wop (=) — (=)"

ne dépend pas du choix d’une uniformisante.

Soit A une Og-algebre. Pour @ € A on notera [a] = [a,0,...,0,...] € Wo, »(A). On vérifie
aussitot que ur - ([a]) = [a] qui définit donc une application relevement de Teichmiiller
[-]: A= Weo,(A)

indépendante du choix de I'uniformisante 7. Il existe un unique endomorphisme
F: WOE (7) — WOE(i)

tel que si a € Wo,(A), W(a) = (2:)i>0 alors W(Fa) = (z;41)i>0. Comme le relevement de
Teichmiiller [—], cet endomorphisme F' ne dépend pas du choix d’une uniformisante. Notons

Vi WOE(_) - WOE (_)

déduit du décalage [a;]i>0 — [0,a1,...,a;,...] sur Wo, » et de Pisomorphisme Wo, — Wo, .
Contrairement & [—] et F' il dépend du choix de 7. On a alors les propriétés :

- FV,=nx

V=TV,

Vi (F(@)-y) = 2.Va(y)

— des deux propriétés précédentes il résulte que pour tout n > 1, VW, est un idéal de W,
indépendant du choix de I'uniformisante 7

- Wo,(A) est Vy-adiquement séparé complet : si Wo, n(A) = Wo, (4)/VIWeo,(A) alors

Wo,(A) = lim Woy n(A).
n>1

— tout élément a € Wo,, (A) s’écrit de fagon unique sous la forme 3 -V [a,]

— si A est une Fy-algebre, Vo F =7 et F(3, 0 Valan]) = 3,50 Valad]

— si A est une Fy-algebre parfaite, Wo, (A) est m-adiquement complet sans 7-torsion et tout
élément s’écrit de facon unique sous la forme ) - [x,]7". De plus, Wo, (A) est & isomor-

phisme unique pres I'unique relévement m-adique sans m-torsion de la Og-algebre parfaite
A.

Soit E'|E. On vérifie facilement le lemme qui suit.
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Lemme 5.3. [l existe un unique morphisme naturelle de Og-algébres en la O -algébre A
u:Wo,(A) — Wo,, (A)
tel que la diagramme suivante commute

—>W(9E,

X / ”>0

On a u([a]) = [a], u(Vzz) = 5V (FfE’/Eflu(m)) et u(FTe'/e2) = Fu(z).

Wog(A
(WfE’/E

Rappelons qu’il y a un unique morphisme naturel de Og-algebres
A WOE(_) — Wo, (WOE(_))
tel que W(A(z)) = (F™2)n>0-

Si E'|E comme précédemment, F/ |F, est Uextension résiduelle et Ej|E est extension maximale
non-ramifiée de £ dans E’, il y a une identification Wo,, (Fy) = Og;. Si A est une Opr-algebre il
y a donc un morphisme

A
OE[/) = WOE(Fq') — WOE(OE(’)) — WOE(A)
qui fait de Wo,(A) une Op-algebre. Le morphisme naturel Wo,(A) — Wo, (A) est alors un
morphisme de Op; -algébre et on en déduit donc un morphisme naturel en la Op-algebre A,

Wo,(4) ®o,, Op — Wo,, (A).

Via ce morphisme, FfE ’® @ Id correspond & Fgr.

Si A est une F - algebre parfaite, la réduction modulo 7’ des deux algebres précédentes coincide
avec A. Utilisant que Wo, (A) est 'unique relévement 7'-adique sans 7'-torsion de A, on en déduit
que dans ce cas la ¢’est un isomorphisme :

Wo,(4) ®o,, O 5 Wo,, (4).

Ainsi, si Ey désigne 'extension maximale non-ramifiée de Q, dans E, W = Wy, les vecteurs
de Witt-usuels, pour toute F,-algebre parfaite A on a un isomorphisme canonique

W(A) ®0g, O — Wo,(A)
via lequel
[al ®1 — [d]
Flegld < F
5.1.2. Le cas < tordu > : déformation du reléevement de Teichmdiller. Le relevement de Teichmiiller
sur les vecteurs de Witt est adapté au groupe multiplicatif G, au sens ot [zy] = [z][y]. Cependant

lorsqu’on travaille avec les Og-vecteurs de Witt, W, il est parfois plus commode de travailler
avec un autre relevement de Teichmiiller adapté a un groupe de Lubin-Tate associé au corps E.

Soit @ € Og[X] un polynome tel que @ = X? modulo 7. Posons Qg = X et pour n > 1,
Qn=0Qo-0Q.
—_————

n-fois

Soit
an Zﬂ'an i EOE[X(),...,Xn].

Posons comme précédemment

F : Op-algebres — FEnsembles
A — AN
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Proposition 5.4.

(1) 1l existe une unique factorisation

Og-algebres Ensembles

Og-algebres
telle que la transformation naturelle en A
Wora:Wogox(4) — AN
laili>o — (Wn,Q,w(‘ZOa sy an))nzo
soit un morphisme de Og-algebres.

(2) Il existe un unique isomorphisme ug.r : Wou g.n — Wop.x tel que le diagramme suivant
commute

WOEaQaTF(_)
Waq, =

Cette proposition résulte du lemme qui suit.
Lemme 5.5. Soit A une Og-algébre sans w-torsion munie d’un relévement ¢ de Frob, mod 7.
Alors, W . 4 est injectif d’image
ImWg 4 = {(z:i)ien | Tig1 = p(x;) mod "1}
On déduit ce lemme du lemme élémentaire suivant.

Lemme 5.6. Soit A une Og-algébre, i > 1 et x,y € A tels que v = y[r']. Alors, Q(x) =
Q(y) ["+1].
Composant les isomorphismes Wo,, g~ = Wopr — Weo,, on déduit la proposition suivante.

Proposition 5.7. Il existe une unique application naturelle en la Og-algébre A
[lo: A — Wo,(4),

vérifiant :
- W(lalq) = (@n(a))n=0
- Q([d]q) = [Q(a)]q

— Tout élément de Wo,(A) s’écrit de fagon unique sous la forme
Z Vilanlg.
n>0

- Si A est une Fy-algébre parfaite, tout élément de Wo,(A) s’écrit de fagon unique sous
la forme 3, solznlom™, le Q-relévement de Teichmiiller x +— [x]q est l'unique relévement
vérifiant Q([z]g) = [x%¢g et on a

[z]g = lim Qn([xqin]).

n—-+4oo
Plus généralement, si x € A, &, est un relévement quelconque de ¢ " alors
rlo = lim Tn).
[ ]Q n—>+och( n)

Exemple 5.8.
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- S5t Q(X) = X7 on alalg = [a].

- SIiE=Qp, et QX)=(1+X)?—-1onalag=I[14+a] —1.

Le relévement de Teichmiiller classique est multiplicatif, [xy] = [z][y] et se comporte donc bien
vis & vis de la loi du groupe G,,. Supposons maintenant de plus que Q(X) = 7X mod X?. Soit
LTq € Op[X,Y] la loi de groupe formel de Lubin-Tate telle que [7].7, = Q. Soit A une F,-
algebre parfaite. Soient z,y € A tels que A soit séparé complet pour la topologie (z,y)-adique. Il
est aisé de vérifier qu’alors, Wo, (A) est séparé complet pour la topologie ([z]g, [y]g)-adique (car
Wo,, (A) est séparé complet pour la topologie ([x], [y], 7)-adique et ([z]q, [y]o,7) = ([z], [y], 7)).

Lemme 5.9. Sous les hypothéses précédentes,

LTq([z]o: o) = [LTa(x,v)] -

Démonstration. Pour tout n, z, = LT ¢ ( [a:‘fn} o’ [yq_"] Q) est un relevement de £7 ¢ (x‘fn , y‘fn).

On a donc
Le résultat s’en déduit facilement puisque Q. (LT o(X,Y)) = LT o(Qn(X), Qn(Y)). O

Corollaire 5.10. Le Q-relévement de Teichmiiller définit un morphisme de Og-modules
mpg, + — (Wo,(mp), +
(me, 4 ) (Woslme). 1 )
r — [z]o.

Plus généralement, si L7 est n’importe quelle loi de groupe formelle de Lubin-Tate associée a
E, c’est a dire telle que [7]z7 € Og[X] ne soit pas nécessairement un polynoéme, on peut définir

pour r € mp
[@ler = lim w7 ([207]).

Cela définit un morphisme de Og-modules

mg, + — (Wo,(mg), +

(mr LT) (Wog (mr) LT)

z o zleT

5.2. L’anneau B%t.
5.2.1. L’anneau BT .
Définition 5.11. On note B%’Jr = WoE(OF)[%] et g son morphisme de Frobenius. Lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité sur E on les note B>F et .

L’anneau Op étant parfait, tout élément de Wep,(Op) s’écrit de fagon unique sous la forme

Z[xn]ﬂ'” ot pour tout i, x, € Op. Tout élément de BT s’écrit donc de facon unique sous la
n>0

forme
Z [z
n>—oo
et 'on a
o2 ) = Y il
n>>—oo n>—oo

Dans cette écriture les lois d’addition et de multiplication des éléments de We (O ) sont données
par des polynomes généralisés :

Z[I’n]ﬂ'n + Z[yn]ﬂn Z [Po(Z0, - T, Yo, - - -y Yn) | 7"

n>0 n>0 n>0

(Z[wn]ﬂ")(Z[yn]ﬂ") Z [Qn (05, Ty Yo, - Yn) | 7"

n>0 n>0 n>0
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avec
I itj—n
(2)  Po,QneFy[X] Y] ]nggn et Qp = Rn(Xin)ngn, R, € F,[U}, }Oﬁfé’”
Stz =3, 5lzn]n" € Wo,(OF) et k € N posons
Wi, (z) = inf{v(z,) | 0 <n <k}
Lemme 5.12. Si 7w et ' sont deux uniformisantes de Op on a Wk x = Wk
Démonstration. Cela résulte de ce que pour A € R,
wix(r) > A< Ja € Op, v(a) > A, x € ([a], 7*11)
et de ce que pour un tel a, ([a], 7™**1) = ([a], 7’*T1) puisque (7F+1) = (z/F+1). O

Notons
wg : Wo,(Or) — RU {400}

la fonction déduite du lemme précédent.
Lemme 5.13. Pour z,y € Wo,(OF) on a

inf {wy (z), w (y)}

wk(x + y)

>
wi(zy) >

Démonstration. Pour la premieére inégalité, supposons que wy(z) > wi(y). Soit a € OF tel que
wi(y) = v(a). On a donc z,y € ([a],7**1) ce qui implique que = +y € ([a], 7**1) soit encore
wi(z +y) > v(a) = wi(y). Pour la seconde inégalité, si x = < o[za]m" et y =3 < olynlm",

z’+j) + (ﬂ_k}+1).

xy € ([xiyj]w i<k

Soit alors a € OF tel que v(a) = infk{wi(:z) +w;i(y)}. Sii+j <k alors v(z;y,) > v(a) et donc
itji=

([ziy;]7*+7) C ([a]). Cela implique alors que zy € ([a], 7™**1) soit encore wy(zy) > v(a). O

Remarque 5.14. Le point du lemme précédent est que les polynémes généralisés Py, Q, définissant

Uaddition et la multiplication dans W, (OF) (cf. formule (@) vérifient les propriétés d’homogénéité
suivantes

Pn(TXiaTYj> =TP,, Rn(TUij) = TR"(UU)'

On munira We,, (OF) de la topologie faible. Il s’agit de la topologie produit sur (Oz)N donnée
par le développement de Teichmiiller m-adique pour n’importe quel 7. Une base de voisinages de
0 pour la topologie faible est donnée par

{x € Wo, (Or) | wp(z) > A}

lorsque k € Z et A € R varient. Muni de cette topologie W, (OF) est donc un anneau topologique.
Sia € mp \ {0} la topologie faible coincide avec la topologie ([a], 7)-adique. La topologie induite
par la topologie faible sur Weo (k) C Wo,(OF) est la topologie m-adique. On remarquera que la
valuation m-adique v, de Wo,(OF) n’est pas continue pour la topologie faible.

5.2.2. Quelques valuations sur les vecteurs de Witt.

Définition 5.15. Pourr € Ry et x = Z [z;]7" € BT on note
i>>—00

ve(z) = %relé{v(xl) +ir} € RU {+o0}.
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Lorsque z € Wo,(OF), une formule équivalente est donnée par
= inf ir}.
vy () I?elz{wk (z) +ir}

Il résulte alors du lemme [5.12] que la définition de v, ne dépend pas du choix de 7. On prendra
garde qu’il y a une différence notable entre v, lorsque r > 0 et r = 0 : lorsque r > 0 la borne
inférieure intervenant dans sa définition est toujours atteinte alors que ce n’est pas nécessairement
le cas lorsque r = 0. Enfin, remarquons la formule suivante

vo(z) = lim v, (x).
r—0
Proposition 5.16. Pour r > 0, v, est une valuation sur B®+.

Démonstration. D’apreés la formule limite donnée pour vy, il suffit de traiter le cas r > 0.

Remarquons que pour k € Z, v,.(7*x) = v,(z) + v.(7%). 11 suffit donc de vérifier que v, est une

valuation en restriction & We, (OF). L’inégalité

vor(z +y) = inf{o,(z), vr(y)}

résulte aisément de la premiere inégalité du lemme [5.13] De la méme fagon, utilisant la seconde
inégalité de ce méme lemme on obtient

ve(zy) = inf{wg(zy) +kr | k € N}}
inf{w; (x) +ir +w;(y) + jr | i,j € N}
v () + v (y)-

Il reste donc a vérifier que cette derniere inégalité est une égalité. Soient doncx =) [zn]7",y =
Y onsolyn]™™ € Wo,(OF) et ig € N, resp. jo € N, le plus petit indice tel que

AVANIY,

vp(x) = v(xy,) +dor, resp. vr(y) = v(yj4,) + Jor-
De la minimalité des indices ¢ et jo on tire que si i < ig, v(z;) > v(z;,) et si j < jo, v(y;) > v(yjo)-
Ecrivons
2y = [Ru(xiyy)itj<n] 7"
n>0
it+j—n

avec R, € F, [U{Ij ]i+j<n (cf. formule ) Siit+j < net(i,j) # (i, jo) alors v(z;y;) >
v(zi,y5,)- Puisque Ry, (Uiyj,0,...,0) = Usyj, (ie. on pose Ui; = 0 si (4,5) # (io,jo)) et R, est
homogene de degré 1 au sens ou R,,(TU;;) = TR, (U;;), on a

V(R (xiy5)iti<n) = v(TiYjo)-
On en déduit que v,.(zy) < v.(z) + v, (y). O

Les valuations (v, )r~o sont continues pour la topologie faible de Wp, (OF) tandis que ce n’est
pas le cas de vg. On a pour tout z € B>+,
vp ()

ll_r%vr(x):vo(x) et TETOO " = v ().

Le comportement relativement au Frobenius est donné par la formule
or(p(x)) = quz ().
On remaquera que la fonction r — v,.(z) est concave. En particulier, si 0 < Ry <r < Rs on a
vp(x) > inf{ug, (x),vr, ()}
Remarque 5.17. D’aprés Hadamard, si f est une fonction holomorphe sur le disque épointé

{zeC|0< |zl <1} et pour 0 <r <1, M(R)= sup {|f(2)|}, la fonction R — log M(R) est
z|=R

une fonction conveze de log R. La concavité de la fonction r — v,.(x) précédente est un analogue
de cette propriété, les éléments de B>+ pouvant s’interpréter comme des fonctions holomorphes

sur un disque épointé (cf. sections et @
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Pour tout r > 0, la topologie définie par v, sur We, (OF) est la topologie faible. On en déduit
que Wo,(OF) est complet pour la topologie définie par un tel v,.. Pour r = 0, la topologie définie
par vy sur Wo, (OF) est la topologie [a]-adique pour n’importe quel @ € mg \ {0}. On vérifie alors
facilement que We, (OF) est complet pour vg. Plus généralement, pour un tel a, Wep, (OF) est
complet pour la topologie ([a], 7)-adique.

Remarque 5.18. [l faut faire attention lorsqu’on travaille avec vy pour la raison suivante. Pour

tout € € 1+mp\{1} on vérifie que vo([e]—1) = 0. On a donc lirr%) vo([1+a]—1) # vo([1]—1) = +o0.
a—
#

De cela on déduit que Uapplication relévement de Teichmiller x «— [z] n’est pas continue pour la
topologie définie par vy. C’est la une trés grosse différence avec le cas d’égales caractéristiques (cf.

section .
5.2.3. L’anneau B*. Soit r > 0, r € v(F). Notons
S, ={x € B"" | v.(z) > 0}.
Si a € Op vérifie v(a) = r on a alors
Sy =Wo,(OF) I:L:r]:l
Soient §T le complété p-adique de S, et B = S, [%] L’espace de Banach B;f est le complété de
Eb"" pour la norme ¢~ et §T est sa boule unité. Lorsque ' > r, S,» C S, qui induit une inclusion
S, C S, et donc une inclusion continue
BY C B}
Définition 5.19. On note Bt = ﬂ B, On le note également BE lorsqu’on veut préciser la

r>0
dépendance en E.

L’anneau B* s’identifie au complété de B>+ pour la famille de normes (¢~¥"),~q. C’est donc
un Wo,, (k)g-espace de Frechet. L’anneau BT est séparé pour la topologie définie par v, pour
n’importe quel 7 et donc

Bt c BT,
Puisque Wo,, (OF) est complet pour la topologie définie par les (v;)r>0, Wo, (Op) C BT est un
fermé.

Pour tout r > 0, ’endomorphisme ¢ de B** s’étend en un endomorphisme ¢ de B;f. De plus

¢(Bf) = B,
On a donc pour n’importe quel r > 0,

Bt = ﬂ (pn(B:_)v
n>0

formule de laquelle on déduit que ¢ est bijectif sur B+.
Remarque 5.20. Sir >0 et (z,)nez est une suite d’éléments de Op vérifiant
Vr >0, lim v(z,)+nr=+oo,
n——oo
c’est 4 dire de facon équivalente,

lim
n——o0co N

= —007

on peut donner un sens a la série ), ,[x,]7". Plus précisémennt, posons
E [x,])7" = E [z,]7" + E [z,]7" € BT
nez n<0 n>0

ot la premiére somme est convergente pour la topologie de Fréchet de BT et la seconde est un
élément de W (Or). Cependant, tout élément de BT n’est pas & priori nécessairement de cette
forme et la somme de deuzx tels éléments ne l’est pas a priori nécessairement encore. De plus une
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égalité Y, ylxn|m™ = 3, cplynln™ dans Bt de deux telles sommes n'implique pas & priori que
pour tout n, x, = y,. Cest la encore une différence avec le cas d’égales caractéristiques (section

Fa.

5.2.4. Changement de corps E. Soit E'|E de degré fini, de corps résiduel Fy; C k. Notons Ej =
Wo,, (Fy) Pextension maximale non-ramifiée de E dans E’. On a alors

Wo,., (Or) = Wo,(OF) ®oy, Og.
On vérifie que cela induit une identification de Wo,, (k)g = Wo, (k)o ®g; E'-algebres de Frechet
Bf, = Bf, @p; E'
via laquelle g/ correspond a (péEl/ F®Id.
5.3. Polygones de Newton.

5.3.1. Transformée de Legendre. Pour une fonction ¢ : R — R U {400} non identiquement égale
a 400, sa transformée de Legendre est
L(p): R — RU{—o0}
A — inf{p(z) + Az | z € R}

C’est une fonction concave. Si ¢ est convexe, on peut retrouver ¢ a partir de £(¢) en appliquant
sa transformée de Legendre inverse :

p(x) = sup{L(p)(A) — Az | A € R}.

Appelons pente d’un polygone 'opposé de la dérivé de la fonction affine par morceaux associée
(cette convention est nécessaire si 'on veut que les pentes des polygones de Newton soient les
valuations des racines). Une fonction convexe ¢ : R — R U {400} non identiquement égale a
+00 est un polygone & abscisses de ruptures entiéres si et seulement si L£(p) est une fonction
localement affine sur le segment ouvert £(¢) # —oo & pentes dans Z. Les pentes de L(yp) sont
alors les abscisses des points de rupture de ¢ et les abscisses des points de rupture de £(y) sont
les pentes de L£(¢). Ainsi la transformée de Legendre met en dualité

Pentes <=+ Abscisses des points de rupture.
Pour 1,2 : R — R U {—00} posons
prHps: R — RU{—00}
x — inf{pi(a) + p2(b) | a+b==x}.
Alors,

L(p1 % p2) = L(p1) + L(p2).

De cela on déduit que si ¢; et @2 sont des polygones décroissants convexes a abscisses de rupture
entieres bornés inférieurement, 1 * o en est également un et de plus ses pentes finies strictement
positives sont obtenues en <« concaténant > celles de ¢; et s.

Remarque 5.21. L’opération de convolution précédente est un analogue tropical de l’opération
de convolution usuelle ot l’on a remplacé l'addition par des bornes inférieures et la multiplication
pas laddition.

5.3.2. Polygone de Newton des éléments de B®+.

Définition 5.22. Soit v = Y o [z,]7" € B%*. On note Newt(x) le plus grand polygone
convexe décroissant de R? en dessous de l’ensemble de points (n,v(Tn))nez-

Le polygone Newt(x) est donné par v, (x) et ses pentes (\;);cz oll \; est la pente sur le segment
[i,2 + 1], A\; = +00 pour i < v (x) et pour tout i, A; > Ajy1.
On a les formules
vo(z) = lim Newt(x)

Tr—r+o0

J—o00,vr(2)] = Newt(z)™ ({+00}).
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Pour x =3 o [z,]7" € BY7*, la tranformée de Legendre de son polygone de Newton, c’est
a dire de la fonction affine par morceaux associée, est donnée par

oa(z) siA >0

—00 siA<0
On en déduit en particulier que le polygone de Newton de ne dépend pas du choix de I'uniformisante
7. On renvoie a la figure [1| pour une visualisation du polygone précédent.

L(Newt(z))(\) =

Legendre

FIGURE 1. Le polygone de Newton de & € B>T et sa transformée de Legendre \
va(z). En général, la valuation de F' n’étant pas discrete, la borne inférieure définissant
vo(z) n’est pas atteinte, le polygone de Newton peut avoir une infinité de pentes tendant
vers 0 au voisinage de 400 et le comportement de la fonction A — vy (z) peut étre < assez
compliqué »>au voisinage de 0.

Soient maintenant z,y € B»* non nuls. Utilisant que pour tout 7 > 0, v,.(xy) = v,(z) + v, (y)

on déduit que
Newt(zy) = Newt(z) x Newt(y)

On en déduit que 'on peut calculer Newt(xy) en fonction de Newt(z) et Newt(y). Plus précisément,
soient (A;)ier, resp. (ij)jes, les pentes finies strictement positives de Newt(z), resp. Newt(y),
comptées avec multiplicités. Alors, les pentes finies strictement positives de Newt(zy) sont les
(Ai)ier U (15)jes réordonnées de maniere & ce qu’elles forment une suite décroissante. En d’autres
termes, les pentes finies strictement positives de Newt(xy) sont obtenues par concaténation des
pentes de Newt(x) et de celles de Newt(y).

Exemple 5.23. Soient ag,...,aq € mp et [[o(m — [a;]) = D onsolza]m™. Alors, xq € OF et les
pentes du polygone conveze enveloppe des (i,v(x;))o<i<a sont les (v(a;))o<i<d-

Remarque 5.24. Soit f une fonction holomorphe sur le disque {z € C | |z| < 1} et 0 < R < 1.
Supposons que f ne posséde pas de zéros sur le cercle |z| = R et f(0) # 0. Notons aq,...,a, les
zéros de f comptés avec multiplicités dans le disque |z| < R. La formule de Jensen donne alors

n 1 27 )
log | £(0)] :Zlog|ai|—nlogR+§/o log | f(Re')|d6.
i=1

Soit maintenant x € Wo, (Op) et r > 0. Soient (X\;)i>o les pentes finies de Newt(z) ot \; est la
pente sur le segment [i,i + 1]. Soit n Uentier tel que \p_1 > 1 et Ay <7 (=0 si \g <7). On a
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alors
n—1
v(xzg) = Z Ai —nr + vp(x)
=0
qui est un analogue de la formule de Jensen.
Si M(R) = sup{|f(2)| | |2| = R}, pour r > 0 notons v,(f) = —logM(e™"), une fonction

concave de r. La formule de Jensen fournit donc

n
~log |f(0) = Y _(~loglail) — nr + v,(f).
i=1
En d’autres termes, le polygone convexe valant —log|f(0)| en 0 et ayant pour pentes les —log|al,
ot a parcourt les zéros de f avec multiplicités, est au dessus de la transformée de Legendre de la

fonction concave r — v,(f) (cf.[5.17).

5.3.3. Polygone de Newton des éléments de BT. Rappelons que si (¢, )nen est une suite de fonc-
tions concaves définies sur ]0, +-o0o[ & valeurs dans R convergeant simplement vers 1 :]0, +oco[— R,
alors :

— 1 est concave,

— la limite 1, e 1 est uniforme sur tout compact de ]0, +o00] .

Lemme 5.25. Si (b,),, est une suite de B+ tendant vers b € B* \ {0}, alors pour tout compact
K de 0, +o0[ il existe un entier N tel que pour n > N et r € K on ait v,.(b,) = v,.(b).

Démonstration. Soient 0 < R; < Rs tels que K C [Ry, Rp]. Puisque la suite de fonctions
(vr(bn))nen converge uniformément sur le segment [Ry, Ro), il existe C' € R et N € N tels que
pour n > N et r € [Ry, Ra] on ait v,.(b,) < C. De plus, il existe N’ > N tel que pour n > N’
on ait vg, (bnt1 — bn) > C et vgr,(bny1 — by) > C. Utilisant I'inégalité pour tout r € [Ry, Ra],
Vp(bpy1 — bn) > inf{vg, (bpt1 — bn), VR, (bny1 — bn)} on conclut que pour n > N’ et r € [Ry, Ro]
on a vy (by,) = v (bn). O

De cela on déduit que pour tout b € B*, b # 0, la fonction
10,+0] — R
r — v.(b)
est concave affine par morceaux de pentes des entiers relatifs.

Définition 5.26. Pour b € Bt, b# 0 on pose
Newt(b) : R — RU{+o0}
x +— sup{v.(b) —rz | r €)0, +o0[}
On pose Newt(0) comme étant égal d la fonction constante de valeur +oo.

Il s’agit d’un polygone convexe décroissant a abscisses de rupture entieres qui coincide avec le
polygone précédent sur les éléments de B, Pour tout r > 0, ce polygone est au dessus d’une
droite de pente 7. On a donc

Er_n Newtm(b)(x) C

Si (Ai)iez sont ses pentes, ot A; est la pente sur le segment [i,7 + 1], lim ’\T’ = +o0. Bien sir

i—>+400
Newt(x) = +oo si et seulement si z = 0. Commengons par étudier ce polygone au voisinage de
+00.

Lemme 5.27. Pour tout x € B*, x # 0, la limite liH(l) v-(z) existe et est un nombre réel positif.
r—

Démonstration. Par construction, si 7/ > r, la boule unité de B;L/ est contenue dans celle de
B;t. Cela se traduit en
Vo € BT, v (x) > 0= v.(z) >0.
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Soit donc z € BT et 79 > 0. Soit n € N tel que v, (p"x) > 0. Cela entraine que pour 0 < r < rg,
vr(z) > —nr. Le résultat se déduit alors du lemme qui suit. O

Lemme 5.28. Tout fonction concave 1 :]0,+0o[— R bornée inférieurement au voisinage de 0 se
prolonge par continuité en 0.

Définition 5.29. Pour z € B, on pose vy(z) = lir%vr(x) € R;.
rT—r
>

Cela définit une valuation
Vo BT — R+
étendant la valuation précédente sur B>T. On a de plus
vo(b) = :L’EI}rloo Newt(b)(x).

On en déduit en particulier que Newt(b) est contenu dans le demi-plan supérieur de R? formé des

éléments d’ordonnée positive supérieure ou égale & vy(b). De cela on déduit en particulier que si

(\i)iez sont ses pentes, \; étant la pente sur le segment [¢,i+ 1], on a lir+n A; = 0. En particulier,
11— 100

chaque pente intervient avec multiplicité finie.

Ce polygone se transforme de la fagon suivante :
o Newt(n™b) est le translaté horizontal par le vecteur (n,0) de Newt(d),
e pour a € O, Newt([a]b) est le translaté vertical par le vecteur (0,v(a)) de Newt(b),
o Newt(p(b)) est obtenu & partir de Mewt(b) en application la dilatation du plan (z,y) —
(z,qy). En particulier ses pentes sont g-fois celles de N ewt(b).
Remarquons qu’a translations horizontales pres, M ewt () est complétement déterminé par v (b)
et ses pentes strictement positives. Enfin, remarquons que la formule

Newt(zy) = Newt(z) x Newt(y)

montre que les pentes finies strictement positives de Mewt(zy) sont obtenues par « concaténation >de
celles de Newt(z) et de celles de Newt(y). De plus, Newt(z) et Newt(y) déterminent complétement
Newt(xy).

L’anneau B7T est séparé pour la topologie définie par vg. Intéressons-nous maintenant un peu
plus & cette valuation.

Lemme 5.30. Pour tout a € Of tel que a # 0 on a BT = [a]BT + BT,

Démonstration. Si x € BT, o =Y, [a;]7", écrivons @ = 2 4+ 27 avec

xt = Z[mi}ﬂ'i et 7 = Z[Iz]wl
i>0 i<0
Soit maintenant b = " - b, un élément de B* avec b,, € B%T et pour tout r > 0, lim w, (bn) =

n—-+oo

+00. Soit N tel que pour n > N on ait v1(b,) > v(a). Cela entraine que pour n > N, b, = [a]c,

avec ¢, € B®»t. On a alors
N-1
b=1la] Y ent Y b, + > bl
n>N n=0 n>0
ot le troisieme terme est dans Wo,, (OF) car celui-ci est fermé dans B7. g
Proposition 5.31. Soit a € Ry tel que a = v(a) avec a € Op. Alors,
{b€ B" | vy(b) > a} = [a|B.

Démonstration. Si b € BT vérifie vo(b) > «, d’aprés le lemme précédent on peut I'écrire sous la
forme b = [a]b’ + V" ot b’ € B et b € B®*. On a alors vy(b”) > « et on conclut aussitot. O

Corollaire 5.32. La topologie définie par vy sur BT est la topologie [a]-adique pour m’importe
quel a € mp non nul.
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Etudions maintenant le polygone de Newton au voisinage de —oo.

Proposition 5.33. Un élément b € BT est dans B>" si et seulement si il existe A € R tel que
Newt(b) oo, a[ = +00.

Démonstration. Soit b € BT non nul tel que J\/‘ewt(b)”_m?A[ = +4o00. Quitte a multiplier b par
une puissance de 7™ on peut supposer A = 0. L’hypothese se traduit alors en disant qu’il existe
a € R et rg > 0 tels que pour r > 7 on ait v,.(b) > a.

On reprend la notation z = ™ + 2~ de la démonstration du lemme Soit (by,), une suite
de B”™ tendant vers b. Si 'on montre que (b, ), tend vers 0 I'assertion sera démontrée car (b)),
est une suite de Wo,, (OF), or celui-ci est fermé dans B™.

Remarquons que pour € B>t tel que © =z~ on a pour ’ > 7,

v (z) > v (x) + (r' — 7).
Soit maintenant r > 0 fixé. Pour A € R soit ' > r vérifiant v’ > rget ' —r>A—-a+1. On a

v (by) = inf{v, (bz),vr/(b;)} njoo v (b) > .

Il existe donc N € N tel que pour n > N on ait v,/(b,) > o — 1. Pour n > N on a alors
vr(by,) > v (b)) + (' —1r) > A.

Cela étant vrai pour tout A on en déduit que lim wv,(b, ) = +oc. O
n—-+00

5.4. Les bivecteurs. On va définir un sous-We,, (k)g-espace vectoriel de BT sur lequel la re-
marque [5.20| précédente est prise en défaut. Si R est un anneau de caractéristique p qui est une
F,-algebre muni de la topologie discrete on note

CWE,(R) = lm Wo, n(R)
n>1

le groupe des covecteurs de Witt unipotents, les applications de transition dans la limite inductive
précédente étant données par le Verschiebung, V; : Wo, n(R) = Wo, n+1(R). Les éléments de
CW§,. (R) se décrivent de la fagon suivante,

CWs,.(R) = {[...,ai, ...ya-1,a0] | a; € R, a; =0 pour i < 0}.
Ce groupe s’étend en un groupe des covecteurs de Witt ([I8], chap.II pour le cas E = Q,),
CWo,(R) = {[ cs @iy oya_1,00] |a; € R, 3N <0, 'idéal engendré par les (a;)i<n est nilpotent}.

Celui-ci est muni d’un Verschiebung V, : CWo, (R) - CWp,, (R) et on pose
BWOE (R) = 1(31 CWOE (R>7

N

les applications de transition étant données par V. On a donc,
BWo,(R) = {Z Via;] | ai € R, 3N, T'idéal engendré par les (a;)i<n est nilpotent}.
i€z
Définition 5.34. On pose
BWo,(OF) = lim BWo,(Or/a)
a

lorsque a parcourt les idéauz non nuls de Op.

On a alors

BWo,(Op) = {Z[an]ﬂn | an € Op, liLninf q"v(an) > 0}
nez

{Z[an]ﬂ" | an, € O, 3s >0, 3C, v(a,) > q_”s—i—C}.
neZ
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Les séries précédentes sont convergentes dans B™. Cette description fournit un plongement de
W (k)q-espaces vectoriels

BWo,(Op) — BE.
Pour tout entier n > 0 notons

Sn € Op[Xo, ..., Xn_1,Y0,...,Yn_1]

le polynéme universel tel que la loi d’addition sur les vecteurs de Witt tronqués de longueur n + 1
soit donnée par

(X0, ., Xn] + [Yor. o Yol = [Sor- .., Sl

Alors, pour deux éléments

a= Z[ai]wi, b= Z[bi]wi € BWo,(OF)

i€Z i€z
on a
a+b= Z[Ci]ﬂ'i
i€z
avec
n Cmt1 _1 —n 4l 1
c = nETooS" (a?ﬁn, a?ﬁnil, coalja bl bgfnil’ N bi>,

limite qui existe grace aux conditions de convergence imposées dans la définition de BWo,, (OF)

(cf. [18], chap.II). Si 'on relache ces conditions de convergence en imposant seulement que pour

tout r >0, lim v(a,)+nr=-+ooet lim v(b,)+ nr = +oo alors une telle limite n’existe pas
n——00 n——00

forcément, ce qui explique partiellement la remarque [5.20]

Remarque 5.35. Si E'|E est non-ramifiée, BE = BE,. Cependant, Uinclusion BWo_(Op) C
BWo,, (OF) est stricte si E # E', les conditions de convergence des séries définissant BWo, (Or)
dans B;E dépendant du cardinal du corps résiduel de E.

5.5. Analogues en caractéristique positive. Les anneaux définis précédemment sont des ana-
logues en inégales caractéristiques d’anneaux apparaissant dans les travaux d’Hartl et Pink ([20]).
Plus précisément, soit B la boule ouverte rigide analytique sur F' de dimension 1 et de rayon 1 et

o

O(B) I'anneau des fonctions rigides analytiques sur B. Posons pour f = ano anz™ € F[z],

v (f) = inf{v(ay,) + nr | n € N}.

Alors,
OB) = {feF[z]]|Vr>0, v.(f) > —o0}
- {;}anz" € F2] | liminf *G=) > 0}.
De plus si pour 0 < € < 1, ||.||g(0,¢) désigne la norme sup sur la boule fermée de rayon e,

— —v-1 3
[[-IlB(0,ey = ™"~ 1o%re.
Cette norme sup coincide également avec la norme sup ||.|[¢(o,¢) sur la couronne formée des éléments

de valeur absolue €. Soit ||.|[o la norme sup sur B et O(1B\ {0}) les fonctions rigides analytiques
sur B\ {0}. On a alors le tableau d’analogies suivant :
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Inégales caractéristiques Egales caractéristiques
0 z
W(F) Fl7]
W(Or) Orlz] ={f € OB) | |flloc <1}
B+ Or((2))

= {f € OB\ {0}) | f méromorphe en 0
textetlim | flls(,) < 1}
e—

Bt adhérence de Op((z)) dans O(B \ {0})
={> ez an?"an € Op et 1113_1 @ = 400}
n—-+oo
={/ € OB\{0}) | lim|[fllac,q <1}

Dans le tableau précédent la valeur absolue p~7° correspond a

Lim | flle(o.c)-
5.6. L’anneau R.

5.6.1. Généralités. Soit Q € Og[X] tel que @ = X? mod 7 et Q(0) = 0. On note @y = X et pour
n>1,

Qn:QO"'OQ~
—_——

n-fois
On vérifie en utilisant le lemme que
n—k k
(3) Qn(X) € (" "XT) |y

Par définition une Og-algebre m-adique est une Opg-algebre m-adiquement séparée complete. Soit
le foncteur

Rq : Og-algebres m-adiques — Ens
A @) | 2™ € A, Q@) = 2(MY,

On notera tout simplement R = Rx.. La proposition suivante est bien connue lorsque £ = Q, et
Q = XP. Sa preuve s’étend aussitot au cas général considéré ici (cf. le lemme qui suit).

Proposition 5.36. Soit A une Og-algébre w-adique et I un idéal fermé de A. Supposons A séparée
compléte pour la topologie I + (m)-adique. Alors, Uapplication de réduction modulo I induit une
bijection

RQ(A) — Ro(A/I).
Son inverse associe a la suite ((™),>0 € Ro(A/I) la suite (y™),>0 € Rg(A) définie par

y™ = lim Qk(x(/”‘*‘\k))

k— oo

ot pour tout n, x(™ € A est un relévement quelconque de (™) € A/I et la limite précédente est
pour la topologie I 4 (m)-adique.

La proposition précédente résulte du lemme élémentaire suivant.

Lemme 5.37. Soit A une Og-algébre et J un idéal de A. Si x,y € A vérifient x =y mod J alors
Q(x) = Q(y) mod wJ + J2.

Appliquant cette proposition a I'idéal engendré par 7 on obtient le corollaire suivant.
Corollaire 5.38. Le foncteur Rq se factorise canoniquement en un foncteur
Rq : Og-algebres m-adiques — Fy — algebres parfaites

isomorphe au foncteur
A— lim A/mA,
ptdd
N
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les applications de transition dans la limite projective précédente étant données par Frob, : A/pA —
A/pA. Les lois d’addition et de multiplication sur Rg(A) sont données par

(@), + (™), = (Jm Qe +y )
(@), (u™), = (Jim_Qu(a™Dyh)) .

Remarque 5.39. Bien sir lorsque E = Q, et Q(X) = XP, la formule de multiplication précédente
est bien plus simple puisque (x(”))n.(y("))n = (m(").y("))n.

Par exemple, si R est une F,-algebre parfaite,
R — Rq(Wo.(R))
r — ([a:l/qn]Q)nZO.
ol [—]g désigne le Q-relevement de Teichmiiller de la proposition De plus, d’apres le lemme
si I est un idéal fermé de Wy, (R) tel que Wo, (R) soit séparé complet pour la topologie
I + (m)-adique, A = Wo,(R)/I et 0 : Wp,,(R) — A désigne la projection,
R = Rg(4)
[ — (9([:51/‘1"]Q))n20.

Bien sir, si Q1 et Q2 sont deux polynomes tels que @ il y a un isomorphisme canonique
Rq.(A) — Rq.(4)

(n) ( Ii (n+k) )
(@ nz0 k—gfoon’k(m ) n>0

déduit par composition de la suite d’isomorphismes

RQ.(A) = R, (A/mA) = Rxa(A/mA) = Rq,(A/mA) +— Rq,(A).

5.6.2. Le morphisme 6. Reprenons les notations de la section Soit n > 1 un entier. Il y a un
morphisme

Wn:WoEm — Ga

n—1 n—1

Z Vﬂ].ﬂ [ak]Q — Z Wanflfk(ak).

k=0 k=0
Soit A une Og-algeébre munie d’un idéal I tel que pour tout entier k vérifiant 0 < k <n —1 et
tout = € I on ait 7¢z7" " =0 (c’est par exemple le cas si I est muni de puissances m-divisées
et 771 A = 0). Cela implique que pour tout 2 € I et 0 <k <n —1on a 7°Q,_1_1(z) = 0 (cf.
relation ) Le morphisme W,, ¢ : Wo, »n — G, donne alors naissance < par relevement > a un
morphisme de Og-algebres

Wopn(A/I) — A
T +— Wn’Q(fC\)

ou T € Wo, n(A) est un relevement quelconque de z. En particulier, pour toute Og-algebre A il
y a un morphisme de Og-algebres

On : Wogn(A/TA) — A/ A.

On a de plus 01 = Id 4/ et lorsque n varie les 0,, vérifient la relation de compatibilité suivante :
le diagramme
9n+1

Wount1(A/TA) —— A/a" 1A

Fi iproj

Wo,n(A/TA) —2" = A/7" A
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est commutatif. Si A est une Og-algebre m-adiquement séparée compléte on en déduit par passage
a la limite un morphisme

0 : WOE(RQ(A)) — A
Z [Zp]o T +— Z zO7m,
n>0 n>0
Cela définit un morphisme de foncteurs sur la catégorie des Opg-algebres m-adiques
0:Wo, oRg — 1d.

On a déja vu qu’il y a de plus un isomorphisme naturel de foncteurs sur les anneaux parfaits de
caractéristique p,

Id *N—) RQ o W@E.
On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 5.40. Les deuz foncteurs

Wo,,
F,-algébres parfaites ___ Op — algébres w-adiques
Re
sont adjoints l'un de l'autre. Les applications d’adjonctions sont données par 6 : Wp, o Rg — Id
et lisomorphisme canonique Id = Rg o Wo,, qui a  associe ([2Y/7"]g)n>0-
Si Q1 et Q2 sont des polynéomes analogues a Q, l’isomorphisme canonique can : Rg, = Rq.,
est tel que le diagramme
Wog ©Raq,

Wo, o RQ2

commute.

Remarque 5.41. La commutativité du diagramme dans la proposition précédente dit que
lon peut calculer 0 soit < comme d’habitude > lorsque Q = X9 via la formule 6(3",, < [xn]7") =

> n>0 e P six, € R(A), soit via la formule 0(3_,,5o[ynlom") = 3,50 y7(10)71'n st yn € Ro(A).

Soit A une Op-algebres m-adiquement séparée complete comme précédemment. On dispose du
critére suivant permettant de calculer le noyau de 6, critéere qui est bien connu lorsque E = Q,, et
Q= XP.

Lemme 5.42. Supposons A sans p-torsion. Soit x =Y, [z;]om € ker(d).
(1) Si a;(()o) € wA* alors ker 6 = (x).
(2) S’il existe m € Rg(A) vérifiant =) = 7 alors ker @ = ([x] — 7). De plus, ker§ = (x) <
:U((]O) e mAx.
Appelons épaississement m-adique de A un morphisme surjectif de Og-algebres f : B — A tel
que B soit séparé complet pour la topologie ker f 4 (7)-adique.

Proposition 5.43. Soit A une Og-algébre m-adique telle que le Frobenius de A/mA soil surjectif.
Alors, 8 : Wo,(Rg(A)) — A est surjectif. Si de plus A est sans p-torsion et pour tout n il existe
z € A tel que Qn(z) =7 alors, 0 : Wo,(R(A)) = A est un épaississement m-adique universel.

Démonstration. La surjectivité de 6 ne pose pas de probleme. Si A est sans p-torsion et m €
Ro(A) est tel que 7 = 7, d’apres le lemme kerf = ([x] — 7). Alors, kerf + (w) =
([z], 7). De plus la topologie m-adique sur Rg(A/mrA) = lim A/mA coincide avec la topologie

—
N
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limite projective lorsqu’on munit A/7A de la topologie discréte. On en déduit que Rg(A) est z-
adiquement séparé complet. Il est aisé d’en déduire que W (Rq(A)) est ([x], m)-adiquement séparé
complet. Le morphisme 6 est donc un épaississement m-adique. Montrons qu’il est universel. Si

f:B— A
est un épaississement m-adique, d’apres la proposition [5.36] f induit un isomorphisme
RQ(f) : Ro(B) — Rq(A).

Il induit un diagramme commutatif

Wo, (Ro(f))
Wo,(Rq(B)) ———=— Wo,(Rq(4))
GB 0A
O |

B A.

Le morphisme 05 0 Wo, (R (f)) ™! est alors un morphisme d’épaississements p-adiques. Un tel
morphisme est unique car si

Wor(Rq(A))
/ lu
a2 1 .

est un morphisme d’épaississements alors
Rq(u) : Rq(Wo, (Rq(A))) — Rq(B)

est égal Rq(f) vialidentification Rg(Wo, (Rq(A4))) = Ro(A). Utilisant la propriété d’adjonction
de la proposition on obtient que u = Wo,(Ro(f)). O

5.6.3. Le cas de l’anneau des entiers d’un corps p-adique. Soit C|E un corps valué complet pour
une valuation v : C — R U {+o0} étendant la valuation m-adique de E. Remarquons que d’apres
le lemme sir € R vérifie 0 <r <1let b, ={z e Oc|v(x)>r} alors R(O¢) s’identifie &
I’anneau limite projective
lim Oc/br
—
N
ou les applications de transition sont données par le morphisme de Frobenius.
L’anneau R(O¢) est intégre. Notons F' = Frac(R(O¢)), un corps parfait extension de F,. Soit

v:R(Oc) — RU{+o0}
T v(x(o)).
On vérifie aisément que cela définit une valuation sur F (éventuellement triviale) d’anneau de
valuation Op = R(O¢).
Sia={z € Op | v(z) > 1} il y a une identification
OF/CI = Oc/?r@c.
Le corps F' muni de la valuation précédente est complet. De plus, la topologie de O coincide avec
la topologie limite projective via la formule O = lim O¢/7O¢, Panneau O /mO¢ étant muni
—

N
de la topologie discrete.

Proposition 5.44. Supposons C algébriqguement clos. Alors, Frac(R(Oc¢)) Uest également.

Démonstration. Soit P =T+ ag_ 174+ - +a;T +ag € Op [T] un polynéme. Notons pour
tout entier n > 0
Po=T"+ a7 o T 1 a{" € OcITY.
Lorsque n varie ces polynomes sont liés par la relation

P, (T = P,(T7) mod 7.
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Pour un n donné soit z € O¢ une racine de P,. Choisissons y € O¢ tel que y? = . La relation
précédente implique que

v(Pry1(y)) =

Notons z1, ..., 24 les racines de P,41. On a donc

SN

1
Zv(y —z;) > —.
i=1 q
Il en résulte qu’il existe 7 tel que
(2> 5
v(y — 2 —
Y i) 2 dq
et donc
1
vz —z]) > 7

A partir de 14 on construit par récurrence une suite (2, ),>0 de O¢ telle que pour tout n, x,, soit
une racine de P, et v(zh | — x,,) > 5. Cette suite définit un élément de

lim Oc¢/b=R(Oc)
N
ou b={zxr e Oc|v(x)>1/d}. Cet élément est bien sir une racine de P. O

6. ETUDE DE CERTAINS IDEAUX ET VALUATIONS DES VECTEURS DE WITT

On conserve les notations de la section précédente.

6.1. Idéaux de Wy, (OF) engendrés par un élément de degré 1.

Définition 6.1. Un élément x € Wo, (OF) est primitif de degré 1 s’il n’appartient pas 4 TWo, (OF)
et son image dans Wo,, (k) est de valuation m-adique 1. On note A l'ensemble des éléments prim-
itifs de degré 1 dans Wo,(OF)

On peut bien str caractériser les éléments primitifs de degré 1 en termes de leur polygone de
Newton : un élément de Wp,(OF) est primitif de degré 1 si et seulement si son polygone de
Newton possede une unique pente pente non nulle et non infinie et celle-ci est de multiplicité 1.
Nous nous intéressons aux idéaux principaux de Wo (OF) engendrés par un élément de A. Les
unités de Wo, (Or), Wo,(Op)*, sont les éléments de Wp,(OF) dont 'image dans Wp, (k) est
une unité i.e. de valuation m-adique 0 dans Wy, (k). L’ensemble A est donc stable sous laction
par multiplication de Wp,(Op)*. De tels idéaux sont alors en bijection avec I’ensemble quotient
A/Wo,(Op)*.

Un élément x = ) o [zn]7" € Wo,(OF) appartient a A si et seulement si 2o # 0, v(zg) > 0
et z1 € OF. Remarquons également que

A= {[ao] —7u | ag #0, v(ag) >0 et u € Wo,(Op)*}.

Soit donc a = Zizo[ai]wi € Aet I = (a). Posons
A=Wop,(OF)/I.

On note
0 : WOE(OF) — A.

Lemme 6.2. L’anneau We,,(OF) est séparé complet pour la topologie I + ()-adique et donc en
particulier pour la topologie I-adique. L’anneau A est séparé complet pour la topologie m-adique
sans mw-torsion.
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Démonstration. La premiere assertion résulte de ce que I + (7) = ([ao]g, 7) = ([ao), 7) et de ce
que Op est ap-adiquement séparé complet. Si z,y € Wo,(OF) vérifient ma = ya, puisque ag # 0,
y € nWo,(OF). L’anneau A est donc sans m-torsion. Il est clairement w-adiquement complet.
Reste & voir que Np>1I + 1"W(Op) = I. Soit © € Wo,(OF) tel que pour tout entier n on ait
T = Ypa + 7"z, avec Yp, zn € Wo,(OF). Alors, pour tout entier n, utilisant encore que ag # 0,

(Ynt+1 —yn)a=7"(2n = T2n+1) = (Ynt1 —Yn)a € 7" Wo,(OF)
= Ynt+1 —Yn € WHWOE (OF)

La suite (y,), est donc de Cauchy pour la topologie m-adique. Notons y = liIE Yn. Alors
n—-+oo

x= lim (ypa+7"2,) =ya€ I

n—-+o0o

Du lemme [5.36l on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 6.3. Soit Q € XOg[X] tel que Q@ = X% mod w. L’application
Or — RQ (A)
xr +— (0([371/(1”]@))”20

est un isomorphisme.

Lemme 6.4. Tout élément de A s’écrit sous la forme ", - 0([znal]) ot z, € Op vérific z,, =0
ou bien v(zy) < v(agp).
Démonstration. Ecrivons a = [ag] — mu ot u € W, (Op)*. On a 0(ru)A = wA. L'anneau A

est donc 6(ru) = 0([ag])-adiquement complet. De plus A/0(mu)A = A/7A = Op/apOp. On en
déduit le résultat. O

Proposition 6.5. Pour tout entier n > 1, tout élément de A posséde une racine n-ieme dans A.

Démonstration. Supposons d’abord que I'extension E|Q,, est non-ramifiée et donc Wo, (OF) =
W (OF). Soit & € A et n est premier & p. Ecrivons a = >, < [an]p". On peut écrire = sous la forme

@ = 0([ao])* (0([2]) + 0([ao))w)
avec v(z) < v(ag). L’élément 0([ag])? posseéde une racine n-itme dans A car ag en posséde une
dans Op. De plus,
0([2]) + 0(lao])w = O([=)) (1 + 0]~ ag|w).
L’élément 0([z]) possede une racine n-ieme dans A. L’anneau A est 6([z~ag])-adiquement complet
car une puissance de [z~ 1bg] est un multiple de 8([ag]). Alors,

1+ 6([z  a])w Un _ L/n 9([2;_1a0])’“u/’C
( =3 ()

est une racine n-ieme de 1 + 6([z"Lag])w.

Montrons maintenant que x possede une racine p-itme (on suppose toujours que E|Q, est
non-ramifiée). Ecrivons

z=7 6([znag])

n>0
avec pour tout n, x, = 0 ou bien v(z,) < v(ag). On peut supposer = # 0. Soit ng € N le plus
petit indice tel que z,, # 0. Alors,

Tr = 0([xn0ag°]).(1 + Z 9([33”_;,_”0@8@:1])).
n>1
L’élément 60([z,,a°]) possede une racine p-ieme tandis que

y=1+ Z 9([xn+n0agx;01])

n>1
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vérifie
y=1+ .’I;n+1a0$;01 mod p
dans Op/agOpF. Or,
1+ xn_,_lao:c:ml S OIX,.
Quitte a remplacer z par y on peut donc supposer que
zo € OF.
Montrons maintenant qu’il existe z € O tel que
z = 0([z]) mod p?.
Ecrivons
= 0([xo] + pla:]) mod p?.
Quitte a multiplier a par le représentant de Teichmiiller d’une unité de O, on peut supposer que
a = [ag] + p mod p?.
Soit

S1(X,Y)==((X+Y)? = XP —Y?) € Z,[X,Y].

SE R

Pour tout A € O on a dans Ws(Op)
[zo] + pla1] + [Na = [zo + Aag] + p[z1 + A+ S (x(l)/p, Al/pa(l)/p)] mod p?.

Le polynéme en T
zy + TP + S1(zo, Tag) € Op|[T]

est unitaire de degré p. Puisque F est algébriquement clos, il existe donc A € Op tel que
[z0] + p[z1] + [Na = [2] mod p?

avec z = xg + Aag € OF. On a alors

x = 60([2]) mod p°.
Puisque [z] est une unité de W (Op) et possede une racine p-iéme on peut supposer que
z =1 mod p?.

Mais si p # 2, tout élément de 1 + p?W (OF) posséde une racine p-ieme, pour w € W(Op),

(1 4 pPw)'/? = ];O <1]/€p>p2k:wk).

On a donc montré le résultat lorsque p # 2. Si p = 2, il faut travailler encore en revenant a I’étape
précédente et montrer qu’il existe une unité z € OF telle que

x = 0([z]) mod 8.

On laisse cela en exercice au lecteur.

Voyons maintenant comment déduire le cas d'un corps E quelconque du cas précédent. No-
tons Ey = W(F,)g l'extension maximale non-ramifiée de Q, dans E. On a alors Wo,(Of) =
W(OF) ®0y, Og- Il y a une application norme

Ng/g, : Wo,(Or) — W(OF)

induisant la norme de l'extension Wo,, (k)o|W (k)g apres projection via W, (Or) — Wo, (k)
et W(Op) — W (k). Puisque cette extension Wo,, (k)o|W (k)g est totalement ramifiée, I’élément
b= Ng/g,(a) € W(Op) est primitif de degré 1. De plus, I'image de b dans Wo,(OF) appartient
a I'idéal engendré par a. Notons B = W(Op)/(b) qui d’apres le cas étudié précédemment est un
anneau dans lequel tout élément posséde une racine n-iéme. L’inclusion W(Op) C We,, (OF) induit
un morphisme B — A. Montrons que ce morphisme est surjectif, ce qui conclura la démonstration.
Puisque les anneaux B et A sont p-adiquements complets, il suffit de montrer que le morphisme
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B/pB — A/pA est surjectif ou encore que le morphisme composé W(Op)/pW (Op) — B/pB —
A/pA est surjectif. Si e = [E : Ey] ce morphisme s’identifie au morphisme

e—1
OF — OF[W]/(W€7Zai7Ti).
=0

Puisque a; € Oy, ce morphisme est bien surjectif. O
Corollaire 6.6. Pour tout x € A il existe y € OF tel que x = 0([y]).

Démonstration. D’apres la proposition précédente il existe z € R(A) tel que 20 = 2. Le
résultat découle donc du corollaire O

Du lemme [5.42] on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 6.7. Via Uidentification Op = R(A) il existe = € O tel que =¥ = 7. De plus, [x] -7
engendre I. En d’autres termes, il existe x € Wo, (Op)* tel que za = [x] — 7.

Corollaire 6.8 (Décomposition et division de Weierstrass). Soit z = 3,5 [zi|m" € Wo, (OF) tel
v(z1) = inf{v(z;) | i € N} et v(zg) < v(z1).
(1) 1l existe alors b,c € Op et u € Wo,(Op)* tels que
x = ulb]([c] — 7).

(2) Supposons v(x1) = 0. Pour tout y € Wo,(Or), il existe d € Op et w € Wp,(OF) tels
que
y = wz + [d].
Remarque 6.9. Contrairement au cas usuel des séries formelles, la décomposition/division de

Wierstrass précédente n’est pas unique.

Puisque pour a € A, W(Op) est a-adiquement complet on obtient également le corollaire
suivant.

Corollaire 6.10. Soit a € A, par exemple a = [ag] — m avec ag € mp \ {0}. Tout x € Wo, (Op)
s’écrit, de fagon non unique, sous la forme

r = Z [xn])a™.
n>0

Lemme 6.11. Six € Op vérifie 0([x]) = 0 alors z = 0.

Démonstration. Soit € Op non nul. Montrons que 0([z]) # 0. Il existe un entier n ainsi que
x' € O vérifiant v(z') < v(ap) tels que

Notons a = [ag] — mu avec u € W(Op)*. Alors,

0([z]) = (w0(u))"0([]).
Puisque 0(u) € A* et A est sans p-torsion il suffit de vérifier que 6([z']) # 0. Mais 'image de
0([z']) dans A/mA = Op/apOpF est non nulle. D’ou le résultat. O

Lemme 6.12. L’anneau A est intégre et l’idéal I est donc premier.

Démonstration. Si z,y € O vérifient 0([zy]) = 0([z])8([y]) = 0, d’apres le lemme [6.11] on a
zy = 0 et donc x = 0 ou bien y = 0. O

Proposition 6.13. Soit Wo,, (k)A la fermeture intégrale de Wo , (k) dans A. Alors, ch(WoE (k)A>

est une cloture algébrique de Wo,, (k)g. Ainsi, A contient lanneau des entiers du complété p-adique
d’une cldture algébrique de Wo, (k).
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Démonstration. D’apres le corollaire on peut supposer que a = [ag] — 7. Soit k((ag)) C F,
un sous-corps valué complet de valuation discrete et de corps résiduel k. Notons

—

F/ = k((ao)) C F,
le complété de la cloture algébrique de k((ag)) dans F. Il y a un morphisme
Wo,(OF)/([ao] — m) — A.
Soit K = We,(k)g et K une cléture algébrique de K. Notons 7 € R(O;) un élément tel que
70 = 7. D’aprés la théorie du corps des normes appliquée & 1'extension arithmétiquement profinie
Un>oK (™) de K, Frac (R(O%D est le complété de la cloture algébrique de k((xr)). Il existe
donc un isomorphisme continu
R(Oﬁ) — OF/
envoyant 7 sur ag. Celui-ci induit un isomorphisme continu
Wo, (R(0Z)) /(lz] — 1) == Woy (Or)/(fas] - 7).
Mais,
0: Wo, (R(0z))/(Iz] - m) = O
Donc,
Wo (Or)/([ag] — 7) ~ O=.
Puisque A est sans p-torsion, tout morphisme
O% — A
est injectif. On en déduit le résultat. O

Remarque 6.14. Le recours a la théorie du corps des normes dans la démonstration de la propo-
sition précédente semble indispensable afin de construire suffisemment d’éléments dans A.

Proposition 6.15. Soient z,y € OF tels que 6([z]) = 0([y]). Alors, v(z) = v(y).

Démonstration. D’apres le lemme [6.11] on peut supposer et y non nuls. Pour tout n > 0,
notons €™ € Frac(A) tel que

0([+/7"]) = ™ 0([y/""]).
Alors, €(™ est une racine ¢"-ieme de Punité dans Frac(A). D’apres la proposition précédente
€™ € A De plus € = (e("))n>0 € R(A). Via l'identification Op = R(A), € € 1 + mp et en
particulier v(e) = 1. Puisque 2 = ey et v(e) = 1 on a v(x) = v(y). O

Définissons une fonction
v:A— RU{+4o00}

en posant pour z € A,
v(x) =o(y) si z="06([y]).

Proposition 6.16. La fonction v est une valuation étendant la valuation w-adique de E multipliée
par v(ag), v(w) = v(ag). De plus, A est 'anneau de valuation de v dans Frac(A).

Démonstration. 11 est clair que v|p, est la valuation m-adique usuelle multipliée par v(ag).
Montrons que v est une valuation. La formule v(zy) = v(z) + v(y) est claire. Soient z,y € A
non nuls. Montrons que v(z + y) > inf{v(z),v(y)}. On se ramene facilement au cas ou on peut
supposer que z ¢ TA. Ecrivons z = 0([z']) et y = 6([y]). On a donc v(z) < v(ag). Soit 2/ € Op
tel que

z+y = 0([z')).
On a en particulier
2 +vy =2 mod ayOF.
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On a alors

v(z) = inf{v(ao), v(a" +3)} = inf{v(ao), v(2’), v(y")} = inf{o(2"), v(y)}.
Il reste a vérifier que A est 'anneau de valuation de v. Mais si z = ¢ € Frac(A), z = ([2']) et y =
9([y']) alors v(z) = v(z’) — v(y’). Donc, I'inégalité v(z) > 0 implique que z = 0([z'y'~!]) € A. O

Ainsi, (A4, v) est un anneau de valuation complet extension de W (k) et de corps résiduel k.

Remarque 6.17. Via lidentification Op = R(A), la valuation v sur A définit une valuation
(x(”))n>0 = v(@©) sur F. Cette valuation coincide avec la valuation de F dont on est partie.

Proposition 6.18. Le corps valué complet Frac(A) est algébriqguement clos.

Démonstration. D’apres la proposition Frac(A) contient Qp(ftoo). L’énoncé résulte alors
de la proposition de la théorie de Kiimmer et de la proposition qui suit. O

Dans le cas de valuation discrete la proposition qui suit résulte de la théorie des groupes de
ramification ([42] chap. IV).

Proposition 6.19. Soit L|K une extension galoisienne de degré fini de corps valués complets pour
des valuations a valeurs dans R. Si l’extension associée de corps résiduels est triviale le groupe de
Galois Gal(L|K) est résoluble.

Démonstration. On se ramene facilement & montrer que si L|K ne possede pas sous-extension
abélienne non triviale, c’est a dire Gal(L|K) est égal & son groupe dérivé, alors L = K. On note
v la valuation de L étendant celle de K. On note G = Gal(L|K). Puisque les corps résiduels de L
et K coincident

Vo € G, Yz € O, v(o(z) —x) > 0.
Commengons par un lemme intermédiaire.

Lemme 6.20. Pour A € Ry, soient py = {z € Op | v(x) > A} et pay = {z € Or | v(z) > A}
Alors, G agit trivialement sur py/pxry.

Démonstration. Si A ¢ v(L) on a py = pxry et le résultat est clair. Sinon, soit 7\ € Ok
de valuation A. Tout élément de py s’écrit sous la forme myx avec x € Op. Alors, pour o € G,
o(maz) = o(my)o(x). Or, v(o(z)—x) > 0. L’action de G sur py/pay est donnée par la multiplication
par le caractere

G — kf
o +— 75" mod pos.

Puisque G ne posséde pas de quotient abélien non trivial, ce caractere est trivial. O

Revenons a la preuve de la proposition Il faut prendre garde qu’en général Oy, n’est pas
un Og-module de type fini. Soit donc M un sous-Og-module de type fini de Of, stable sous G.
Posons pour A > 0,

Gy={oceG|VxeM, vio(x)—z)> A}
et
Gry ={0€G|Vze M, vio(z) —z) > A}
Puisque G agit trivialement sur le corps résiduel de L, G = Ggy. On a pour A > 0,
Gr=[) G
p<A
et puisque M est de type fini,
G = G

u>A
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Montrons que pour tout A, Gx/Gx4 est abélien. Soient 0,7 € G). Pour € M on a d’apres le
lemme précédent,

v(o(z) —x) > A= v(r(o(x) —z) —o(z) + ) > A
c’est a dire
v(to(z) —7(z) —o(x) +x) > A
De méme,
v(oT(z) —o(x) —1(x) +x) > A
Combinant les deux inégalités précédentes on obtient
v(oT(x) —To(z)) > A

et donc [0~!,771] € G+. Le groupe Gy /G est donc abélien.
Supposons maintenant qu’il existe A tel que G\ # G. Soit I U'intervalle de R,

I={\|G\=G)}.

1l est de la forme [0,a] avec a > 0. On a G = G, # G+, mais puisque G/G,+ est abélien c’est

impossible. On en déduit que pour tout A\, G = G et que donc G fixe tous les éléments de M.
Puisque tout élément de O, est contenu dans un sous-Og-module de type fini G-invariant on

conclut que G est triviale. O

Remarquons le corollaire suivant des résultats précédents.

Corollaire 6.21. Les foncteurs (F,a) — W((’)F)[%]/([a] —p) et (C,p) = (Frac(R(Oc)),p)
induisent des équivalences de catégories inverses entre :
— la catégorie des couples (F,a) ot F est un corps valué complet algébriquement clos de car-
actéristique p et a € F* vérifie v(a) > 0,
~ la catégorie des couples (C,p) ot C est un corps valué complet algébriquement clos extension
de Q, et p € R(O¢) vérifie p» = p.
Lorsque F' est un corps mazimalement complet de caractéristique positive, C = W (Op) [%] /(la] —

p) est mazimalement complet et on retrouve ainsi la construction donnée dans [39] des corps
mazimalement complets de caractéristique 0.

6.2. L’espace Y des idéaux de degré 1 des vecteurs de Witt.

6.2.1. Définition et structure métrique.
Définition 6.22. On note
Y = A/Wo,(Op)* C Spec(Wo,,(OF))

I’ensemble des idéaux engendrés par un élément de A. Pourp € Y on note Oc, = Wo,(OF)/p et
0p : Wor(Or) = Oc, la projection. On note v, la valuation de Oc,, telle que vy (0([x])) = v(z).

Il faut prendre garde & ce que v, n’étend qu’un multiple de la valuation m-adique de Wo, (k),
sia=Yla;]7" € Aetp=(a)alors vy(m) = v(ap).

Proposition 6.23. Posons pour p1,p2 € Y, d(p1,p2) = vp, (0p, (p2)) i.e. sip2 = (a2), d(p1,p2) =
Up, (0p, (a2)). Alors,
(1) d est une distance ultramétrique sur'Y

(2) Sil'on note pour r >0, a, = {x € Wo,(OF) | vo(x) > 1}, et ay, = {x € O¢, | vp(x) >
r}=0y(a,), on a

P11+ Ad(pr,pa) = P2+ Qd(pr,po)
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et donc un isormorphisme canonique

Ocm /aPhd(Pl p2)
Op,y

Wor(OF) =~

Opy

Ocy, /ps.d(pr p2)-
De plus, d(p1,p2) est le plus grand r > 0 tel que p1 + a, = p2 + a,..
Démonstration. Soient p; = (a) et pa = (b). D’apres le corollaire on peut écrire

a=Y [za]b".
n>0
Appliquant 6, on obtient
> O, ([za))05, (0)" = 0
n>0
dans Oc, . Raisonnant dans le corps valué Cy, on en déduit que

d(p2,p1) = v(x0) = vy, (Op, ([x0])) > vp, (O, (b)) = d(p1,Pp2)

avec égalité si et seulement si v(x1) = 0. Par symétrie on a donc d(pa,p1) = d(p1, p2) et 1 est une
unité. La proposition s’en déduit facilement. O

Remarque 6.24. Reprenons les notations de la section[5.5 L’analogue de lespace Y en inégales
caractéristiques est B(F) \ {0} = mp \ {0}. A z € mp \ {0} on associe l'idéal (z — x). La distance
précédente est alors la distance usuelle (z,y) — v(x —y) sur B(F) restreinte a B(F) \ {0}.

La fonction < distance a 'origine >
Y — ]0,+o0]
p o wvy(m)
est continue. Pour r» > 0 notons
YVr={peY |vp(m) <r},
la < couronne > associée au segment |0,7]. On a doncsir <1, Y, C Yy et Y =], ,Y;.
Proposition 6.25. Pour tout r > 0, l'espace ultramétrique (Y,,d) est complet.

Démonstration. Soit (P, )nen une suite de Cauchy de (Y;,d). Pour tout ' > 0, si a» = {x €
Wo,(OF) | vo(z) > r'}, la suite didéaux ((p,, +a,)/ar), . de Wo,(Op)/a, est constante pour
n > 0. Elle définit donc un idéal I,» de Wo,(Or)/a,.. Lorsque 7’ varie ces idéaux (I,+), >0 sont
compatibles et fournissent un idéal I de

WOE (OF) = {in WOE (OF)/a?”/

>0

tel que pour tout v/, (I + a,/)/a, = I,.

Soit 7’ > r et n tel que p, + av = I + a,. Soit a € A tel que p, = (a). Il existe x € a,+ tel que
a+ze€l.Onaalorsa+z e Acarsia=>3,[a;]n", v(ag) <r <r'. Notons b = a+ x et montrons
que I = (b).

Si on avait (b) C I, puisque Wo,(Op)/(b) est un anneau de valuation, il existerait ro > 0 tel
que (b) + a,, C I. Soit 7/ > suprg et n € N tel que I 4+ a,» = p,, + a,v. On a donc a,, C a + Py
Cela implique que 6y, (a,,) = 0, (a,/) ce qui est impossible car v’ # r, O¢, ~est de valuation et
vr'', Oy, (apr) ={z € Oc,, | vp,(x) > 7"}

On, a donc I € Y et on vérifie aussitot que p,, — 1. O
n—-+o0o
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6.2.2. Paramétrisation par les points d’un groupe de Lubin-Tate a valeurs dans Op. Soit ) €
Op[X] tel que @ = X? mod 7 et Q(X) = 7X mod X2.

Lemme 6.26. Sie <€ mp \ {0}, o est un élément primitif de degré 1 dans Wo, (Op).

Ezop

Démonstration. Soit P = Q(X)/X € Og[X]. On a [e]Q/[el/q]Q = P([el/q]Q). De plus, P

7 mod X et P=X%"1! mod 7. Le lemme s’en déduit facilement.

0

Définition 6.27. Pour e € mp \ {0} on note

el

g

pe = uWo,(OF), Oc. = Wo,(Or)/pe, Ce = Frac(Oc.), 0. : Wo,(Or) — Oc, et ve = vy, la
valuation sur Oc, définie dans la section précédente.

Ue =

Exemple 6.28. Si E=Q,, Q(X)=(14+X)? -1, a=1+¢€ alors
ue=1+[a] + [al/p] +-+ [a%].
On a donc défini une application
mp\{0} — Y
€ —> Pe.

Le corps C. est algébriquement clos valué complet pour v.. Le corps résiduel de C, est k et il y a
une identification

(906/71'00e = OF/’IZEOF.
<« _ 1
oltd, =€e"7 €mp.

Soit LT ¢ la loi de groupe formel de Lubin-Tate sur Og associée & @), c’est a dire telle que
[T]c7, = Q. Soit G = Spf(Op[X]) le groupe formel associé. Via l'identification

Or — Rg(Oc¢,)
v o= (0[5 1)) s
du corollaire € est un générateur du Og-module de rang 1
Tx(9) € Ro(Oc.),
le module de Tate du groupe de Lubin-Tate G.

La loi de groupe formel £T g munit mp = G(Op) d’une structure de O g-module. Le O g-module
G(OF) est en fait un E-espace de Banach. Plus précisément, action de 7 sur mg est donnée par
Frob, et cela en fait un E-espace vectoriel.

Proposition 6.29. Soient €1,€e3 € mp \ {0}. Sont alors équivalents :

(1) Per = Pes

(2) ve, 00, = v, 00, comme valuations sur Wo,(OF)
(3) 1l existe a € OF, tel que €2 = a.e€;.

Démonstration. On a p., C pe, si et seulement si ., (u.,) = 0. Cela est encore équivalent ce que
Oc, ([e2]@) soit un point de 7-torsion de la loi de groupe formel L7 ¢ sur Og, . Via Iidentification
Or = Rq(Oc,,), cela est équivalent a dire qu'il existe a € Of tel que e2 = a.e; € T(G) C
Rq(Oc,,). On obtient ainsi facilement 1'équivalence entre les assertions (1) et (3). Le reste ne
pose pas de probleme. O
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Proposition 6.30. L’application
(G(Or)\{0})/0% = (mp\ {0})/O0 — Y
Of.e — pe
est une bijection.
D’apres la proposition [6.29] précédente c’est une injection. Maintenant, si a € A et O¢ =

Wo,(0Or)/(a), puisque C est algébriquement clos, il existe ¢ € Ro(Oc) tel que € soit un
générateur des points de w-torsion de G(O¢). Le lemme permet de conclure que (a) = (u.). O

Remarquons enfin qu'il y a une action de p? sur Y (¢? agit plus généralement sur Spec(Wo . (Or))).
De plus, si k € Z et I est un idéal de W(Op),

Sok Woy (OF)/I - Woy (OF)/QDk(I)
Via la paramétrisation précédente cela correspond a l'action de ¢ = E*/OF sur (mg\ {0})/O%.
De plus si e = 7¥.¢; alors ¥ induit une isométrie de corps valués

(Ceyyve,) = (Ceys Vey)-

Exemple 6.31. Lorsque E = Q,, Q(X) = (1+ X )P —1, le groupe de Lubin-Tate associé est G-
On a alors une bijection

~

(1+mp\{1})/2; =Y
ot laction de a € Z, sur 1+ mp est donnée par
a a k
(1+2) :Z )T
k>0

Définition 6.32. On munit mp \ {0} de la distance ultramétrique (€1,€2) — v(ex — €2) et (mp \
{0})/OF de la distance ultramétrique quotient :

Va,y € (mp\ {0})/0F, d(a,y) =supfo(es —e2) | 7 = Ofuer, y = Ofea}.
Proposition 6.33. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) Il y a une inégalité pour €1,es € mp \ {0},
d(0f.€1,05.€) > %d(p61apsz)-

(2) La paramétrisation € — p. = (ue) induit un homéomoprhisme

~

(mp\{0})/OF — Y.

Démonstration. Posons C' = C,, et voyons €; = (egn))n>0 et g = (eén))n>0 comme éléments de

Ro(O¢). Considérons pour un entier n > 1 le polynéme
Q. (X) (n)\a
P,(X) = ——%F= = fn(X). X — (€ .
(=g =TI (x -

a€(Og/m"Og)*
olt fn(X) € Op|X] vérifie f,(0) € OF. On a
d(peupeg) = Ve, (Pl (651)))
De plus, on a la formule

d(0F.€1,0%.€2) = sup EIE q"ve, (fgn) - (ng))a)'
el " *°

Posons r = d(Pe,, Pe, ). Soit n > 1 un entier. Puisque Py (egl)) =P, (egn)),

r=va(d”) = Y we(d” — (&)

a€(Op /" Of)*
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Il existe donc a,, € O tel que
n n n T
Ve (" = (5)") 2

et donc ¢
q"ve, (6" = (5)") > ——r.

Cela étant vrai pour tout n, on en déduit le point (1).

Montrons le point (2). D’apres le point (1) I'inverse de 'application Oj.€ — p. est continue. La
topologie sur (mpg \ {0}/O} est la topologie quotient. Il reste donc a voir que 'application € — p,
est continue. Or, si €, est une suite de mp \ {0} tendant vers ¢ € mp \ {0}, u., tends vers uo
pour la topologie faible de Wo,(OF). On en déduit que pour tout entier k et tout r > 0, il existe
N tel que pour n > N on ait u., — ue € ™Wo,(OF) + a, ot a, = {x € Wo,(OF) | vo(z) > 7}.
Cela entraine que pour n > N,

ver (e (ue,,)) > inf{kve (p), r}.

Cela étant vrait pour tout k et r, on en déduit aussitot que lirf Ver (U, ) = +00. (]
n—-—+0oo

Corollaire 6.34. Si V = G(Op) \ {0} = mp \ {0} vu comme E-espace de Banach, il y a un
homéomorphisme

P(V) = (V\{0})/E* == Y/¢".

6.2.3. Point de vue de Berkovich. Notons M(B%7) I’ensemble des valuations de BT étendant la
valuation m-adique de We,, (k) et continues pour la topologie définie par les valuations (v,)r>o.
On le munit de la topologie induite par la topologie faible sur les applications de B>t & valeurs
dans RU{+o0}. Cet espace topologique coincide avec M(BT), les valuations continues sur I’algébre
de Frechet BT.

Voyons les éléments de Y comme un sous-ensemble de Spm(B®*). Pour m € Y on a donc un
corps quotient 0y, : B®t — Cy. On note vy, la valuation définie précédemment de Cy, caractérisée
par 'égalité v (6m([2])) = v(z). On note encore vy pour la valuation vy o O sur B>

Lemme 6.35. Pour tout m € Y, vy : B%t — RU {+00} est continue.

Démonstration. Soit r = vy (7). Six =3 o [ra]7", ona Oy (z) =30 o On(fz,])7™. 11
en résulte que vy (x) > v, (x). O

Remarque 6.36. Si r = vy (), l'inégalité v, > v, établie lors de la démonstration du lemme
précédent dit que l'on peut penser auz (vy)r~o comme des < normes de Gauss > sur des couronnes
de rayon r.

On dispose donc d’une injection

— M(B"T)
Lol
om (7‘(‘) Um -

v
On remarquera également que pour tout r > 0, — € M(B>*).
r

Proposition 6.37. La topologic induite par celle de M(B%T) sur Y est la topologie définie
précédemment par la distance d sur'Y .

Démonstration. Montrons d’abord que I’application Y — M (B%*) est continue. Il faut montrer

que pour tout f € B®*t, 'application m % est continue. Il suffit pour cela de montrer que

pour tout f € Wo,(OF), lapplication m +— vy, (f) est continue. Or, il résulte facilement de la
proposition que pour f € Wp,.(OF),

[Vm, (f) = vm, ()] = d(myp,m,).
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La continuité de Y — M (B»*) en résulte aussitot. L’application Y — M(B%*) est ouverte car
sim=p [%] avec p = (a) comme dans les sections précédentes, une base de voisinages de m dans
Y est donnée par

{M' €Y | vw(a) >r}

lorsque r varie. O
On remarquera le lemme suivant qui dit que l’on peut penser aux (v,),>o comme des < normes
de Gauss » sur des couronnes de rayon 7.

Remarque 6.38. On peut penser a l’espace M(Bb’+) comme un disque ouvert épointé dont
Y C M(B%%) formerait ’ensemble des points classiques et (v,.),>o les normes de Gauss associées
auzx couronnes de rayon (¢~ )r>o-

6.3. Effet d’un changement du corps E. Soit E’|E une extension de degré fini de corps résiduel
Fy C k. Si E) = Wo, (Fy)o désigne l'extension maximale non-ramifiée de E dans E’,

WOE’ (OF) = WOE (OF) ®OE6 OE"

Si on veut comprendre le lien entre les idéaux de Wp,, (OF) engendrés par un élément primitif
de degré 1 et ceux de Wo,, (OF) on est donc ramené au cas ol 'extension E'|E est totalement
ramifiée.

On suppose donc maintenant E'|E totalement ramifiée. On a donc

Wo,,(Or) = Wo,(OF) ®o, Ofp.
Il y a alors une application norme
Il s’agit tout simplement de la norme déduite de ce que Wo,, (OF) est une Wo, (OF)-algebre finie
et libre de rang [E’ : E]. En termes galoisiens, si E’ désigne une cloture galoisienne de E'|E,
Np//p(x) = I1 (Id@7)(x) € Wo_, (0p) 1) = Wo, (OF).
T€HomEg (E’,E)
Le lemme suivant a déja été observé a la fin de la preuve de la proposition [6.5

Lemme 6.39. La norme d’un élément primitif de degré 1 est un élément primitif de degré 1.

Notons Yg, resp. Yg/, ’ensemble noté précédemment Y qui était associé a E. La proposition
qui suit est laissée en erxercice au lecteur.

Proposition 6.40.
(1) Sip € Yg: alors pNWo,(OF) € Yg. De plus, sip = (a) alors

Ainsi Uapplication Spec(Wo,, (OF)) — Spec(Wo, (OF)) induite par Uinclusion Wo, (Of) C
Wo.,,(OF) induit une application

PE'E : YE/ — YE.

(2) Sip=pe eg@{) le morphisme canonique

Oc — Ocp,

P
est un isomorphisme.
(3) L’application pp/ g est surjective. Ses fibres sont de cardinal [E' : E]. Si E'|E est galoisi-

enne, il y a une action de Gal(E'|E) sur Yg'/Yg et les fibres de ppr g sont des ensembles
principauxr homogénes sous cette action.
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6.4. Idéaux de degré > 1 des vecteurs de Witt.

Définition 6.41. Un élément 3 - q[zn]m" € Wo,(OF) est de degré d € N siv(zq) = 0 et pour
0<i<d, v(x;) > 0. Il est primitif de degré d si de plus xg # 0.

Les éléments de degré 0 sont les éléments de Wo,(Op)*. Dans les sections précédentes nous
avons étudié en détails les éléments primitifs de degré 1, ce sont les éléments de A (cf. section
[6.1). Un élément # € Wo,, (OF) est de degré d € N si et seulement si son image dans W (k) est de
valuation m-adique d. Remarquons que le produit d’un élément de degré d par un de degré d’ est
de degré d + d'. On peut bien sir caractériser les éléments de degré d et primitifs de degré d en
termes de leur polygone de Newton.

Théoreme 6.42. Soit f € Wo,(Op) primitif de degré d > 1. Il existe alors ai,...,aq €
Won(Or) primitifs de degré 1 tels que

f:HCLi.

Démonstration. Voyons f comme une < fonction rigide analytique » sur Y ou rappelons que
I'on note Y C Spm(B®*) les idéaux engendrés par un élément primitif de degré 1. On vérifie
qu’il suffit de montrer qu’il existe m € Y tel que 0, (f) = 0 i.e. < la fonction rigide analytique

f= Z[xn]ﬂn

n>0

f > possede un zéro dans Y. Ecrivons

On connait a ’avance la valuation des zéros de f, ils sont donnés par les pentes de son polygone de
Newton (cf. section [5.3] et plus particulitrement I’exemple [5.23)). Soit donc Newt(f) le plus grand
polygone convexe en dessous des points (4, v(z;))o<i<a €t A > 0 sa plus petite pente non nulle.
Nous allons construire par récurrence une suite (my,),>1 de Y vérifiant

o U, () = (d+ m)X

b d(mnaanrl) > d—;n

o Uy, (M) = A
Le théoreme résultera alors de la proposition [6.25

Commengons par construire m;. Soit z € Op une racine du polynome Zj:o 2, T" € Op[T] de
valuation A, la plus petite pente de son polygone de Newton. Posons

my = ([z] —m) €Y.

Puisque A est la plus petite pente du polynéme précédent, pour 0 < i < d on a v(z;) > A(d — i).
On peut donc écrire pour 0 < i < d, 7;2" = y;2¢ avec y; € Op. Notons 0 = 0,,,. Alors,

d oo
0(f) = ﬂ'dze([yi]) 4 pdtl Z 9([.’);‘i])7'f'i_d_1.

i=d+1

Mais puisque Z?:o y: =0,
d

Z[yl] € 7Wo,(OF).
i=0
Donc, 0(f) € #1O¢,, c'est a dire

On a donc construit my.

Supposons construit m,. Notons m,, = (§) avec & primitif de degré 1. On peut écrire (cf.

corollaire [6.10)
F=> lae".

i>0
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Projetant cette égalité dans We (k) et utilisant que £ est de degré 1 et f de degré d, on obtient
que aq € OF et pour 0 <i < d, v(a;) > 0. L’hypothese vy, (f) > (d + n)A se retranscrit en

v(ag) > (d+n)A.
Soit z € Op une racine du polynéme Zfzo a;T* de valuation maximale. L’élément & — [2] est
primitif de degré 1. Posons alors

M1 = (§ — [2]).
Puisque z est une racine de valuation maximale du polynéme Z‘LO a; T,

v(agp) S d+n
d — d

Remarquons que cela implique que vy, ., (1) = A. Il reste maintenant & voir que vy, (f) > (d+n+

A

d(my, my41) =v(z) >

1)A. Puisque v(z) est la plus grande pente du polygone de Newton de Z?:o a;T%, pour 0 <i <d
on a v(a;) +1iv(z) > v(ag). Pour un tel i on peut donc trouver b; € OF tel que a;2* = agb;. Notons

0 = bn,.,- On a alors
0(f) = Y 0(la)o(l=])
i>0
d
= 0(lao))- Y_6(b:]) + 0D Y 6(lasz "),
=0 i>d+1
Puisque Z?:o b =0, Z?:o 0([bs]) € 7Oc,,,,,, - On a donc
d
Vm,p (0((a0)). Y 0(Bi]) = v(ao) + vm,.. (7)
=0
> (d+n)A+A=(d+n+1)A\
De plus,
Vs (ODT) = (d+Do(z)
> (d+ l)ng—Fn))\
> (d+n+1)A
On conclut que vy, (f) > (d+n+ 1)A. O

De la classification des éléments de degré 1 on déduit le corollaire qui suit.

Corollaire 6.43 (Décomposition de Weierstrass). Pour tout f € Weo,(Op) primitif de degré
d>1, il existe x1,...,0q4 Emp et u € Wp,(Op)* tels que

f=u(z1] —7)...([xq] — 7).
Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve du théoréme [6.45]

Lemme 6.44. Soit f € B> et n €Y tel que A\ = v, (p) ne soit pas une pente de Newt(f). On a

alors ’égalité
on(f) = oa(f)-

Démonstration. Ecrivons f = S solmilm. Soit Q =Y. On([x])T" € (Oc, [T])|7]. On
a alors Newt(Q) = Newt(f). De plus,
va(f) = va(Q(7))
et A = v, () n’est pas une pente de Newt(Q). Le résultat est alors un résultat < classique » con-

cernant les séries formelles a coefficients dans un anneau de valuation complet. O

Théoreme 6.45. Soit f € Wo,(OF) tel Newt(f) posséde une pente strictement positive. Il existe
alors a € Wo, (Op) primitif de degré 1 et g € Wo, (OF) tels que f = ag. On peut de plus choisir
a de la forme [z] — 7 ot v(z) est nimporte quelle pente de Newt(f) strictement positive.
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Démonstration. Comme dans le théoreme précédent, il s’agit de montrer que f vue comme
< fonction rigide analytique » sur Y possede un zéro de valuation préscrite a 'avance par une

pente de Newt(f). Notons
f= Z[xn]ﬂn

n>0
ou l'on peut supposer xg # 0. Pour d € N posons

d

fd - Z[xn]ﬂ-n

n=0

Soit A > 0 une pente de Newt(f). Il existe un entier D tel que pour d > D, la pente A apparait
dans Newt(fq). De plus la multiplicité de A dans les polygones (Newt(fq))a>p est bornée par un
entier M. Notons pour d > D,

Xg={meY [ On(fd) =0 et vm(m) = A},
un ensemble fini non vide d’apres le théoreme [6.42] Pour d > D et m € Xy,

O (fas1) = Om([Tasr])m.
Ecrivons alors

far=g J] &

m'eXgq1

ol g € Wo,(Of) n’a pas la pente A dans son polygone de Newton, an € N>q et pour tout
m’ € Z, &y est primitif de degré 1 et engendre m’. On a donc pour m € Xy

Um(fd+1) = Um(g) + Z Gm’Um (em(gm’)) > dA.

m’GXd+1

D’apres le lemme [6.44]
Um(9) = va(9) < valfar1) < Newt(f)(0) = v(o).

On obtient donc que

Z U Um (O (Emr)) = dX — v(20).

m'eXgq1

Il s’en suit qu'il existe m’ € X441 tel que

d(m, m’) = Um (9m (gm’))

S dX\ — v(zp) .

- M
On déduit de cela que l'on peut trouver une suite (mq)q>p dans HdzD X4 de Cauchy. D’apres la
proposition [6.25| une telle suite est convergente. On conclut aisément. O

Le théoreme précédent entraine le théoreme suivant.
Théoréme 6.46. Soit f € B> et \i,..., \q un ensemble fini de pentes de Newt(f), comptées
éventuellement plusieurs fois avec multiplicités. On peut alors écrire

d

F=T](=] - )9

i=1
ot g € BT et (v(21),...,v(24)) = (A1, -, Aa)-

6.5. Les éléments de BT comme fonctions < rigides analytiques > sur Y.
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6.5.1. La fonction associée a un élément de Bt. Rappelons que 1'on note Y C Spm(B”»71) les
idéaux de B>t engendrés par un élément primitif de degré 1. Pour m € Y on note Cy, = B»* /m,
un corps valué complet algébriquement clos et 6y : BT — Cy. On note vy, la valuation sur Ciy
telle que vy (O ([2])) = v(z). On note de la méme facon la valuation vy, o 0y, déduite sur B%™.

Lemme 6.47. Pour tout m € Y, le morphisme 0 : B®t — Cu s’étend naturellement en un
morphisme continu
Om : BT = Ch,

ot, BT est muni de sa topologie de Frechet et Cy, de la topologie de sa valuation.
Démonstration. C’est une conséquence du lemme [6.35 O

Lemme 6.48. Soit m € Y. Alors, le noyau de 0, : Bt — Cy est BY.m. Il est en particulier
principal.

Démonstration. Le noyau de 0y, : Bt — Cy, est 'adhérence de m ¢ B»*t dans B*. Soit f un

élément de cette adhérence. Soit a € B"+ un générateur de m. Ecrivons f = 1irJrrl fn dans BT
n—r+00

ol f, € Bb* gécrit lui-méme f,, = ag, avec g, € B>*. Pour tout r > 0,

UT(gn—i-l - gn) = 'Ur(fn+1 - fn) - Ur(a)~
On en déduit que la suite (g, )nen est de Cauchy et converge donc vers un élément g € BT qui est
tel que f = ag. O

6.5.2. Zéros des fonctions < rigides analytiques > définies par un élément de B™T.

Théoréeme 6.49. Soit f € BT et A une pente strictement positive de Newt(f). Il existe alors
2 € Op tel que v(z) = X\ et g € BT tels que
f=(z]=7).g.
Démonstration. D’apres le lemme il faut montrer qu’il existe m € Y vérifiant vy, (1) = A
et 0 (f) = 0. Ecrivons f = 1irJrr1 fn avec f, € B%T. On déduit du lemme [5.25| existence d’un
n—-+0oo

N tel que pour n > N, la pente A intervienne dans Newt(f,) avec une multiplicité bornée par un
entier M indépendant de n > N. Pour n > N soit

Xp={meY |0n(fn) =0 et vy(p) = A},
un ensemble fini non vide d’apres le théoréeme de cardinal borné par M. Soit n > N et
m € X,,. D’apres le théoréme on peut écrire

fnt1=9. H fzﬁ‘,
meXnt1

ol & € Wo,(Op) est un élément primitif de degré 1 générateur de m’ N Wo,, (OF), am’ € N>q
et g € B®T ne possede pas la pente A dans son polygone de Newton. On a alors

Um(frt1) = vm(g) + Z amd(m, m’).

m'e€Xy 1
Le lemme [6.44] montre que
vm(g) = va(g) < vA(fnt1)-

On a donc

Z am’d(mvm/) > vm(fn+1)_v>\<fn+1)

m'eX, 11
= Um(fn+1 _fn) _U/\(fnJrl)
> OA(fat1 = fn) — or(frut1)s

ou 'on a utilisé la remarque m pour obtenir la derniere inégalité. Il existe donc m’ € X, 41 tel
que

V

d(m, m’) > %(w(ﬁm — fn) = 0A(fnt1))-
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Remarquons maintenant que la suite des (vA(fn+1))n est bornée et que va(fn+1 — fn) —+> +-00.
n——+0oo

De cela on déduit que I’on peut construire par récurrence sur n une suite de Cauchy dans [], < v Xn.
Le théoreme résulte alors de la proposition [6.25 O

6.5.3. Ecriture des éléments de B* comme produits infinis. Soit (z;);>1 une suite de mp tendant
vers 0. Le produit infini

est alors convergent dans BY.

Théoréme 6.50. Pour tout f € BT, il existe une suite (2;)i>1 d’éléments de mp tendant vers 0
ainsi que g € BbT tels que

o [zl
r=a 105

Démonstration. On peut supposer f ¢ B**. Soient ()\;)icz les pentes de Newt(f) ol \; est la
pente sur le segment [i,i-+1]. D’apres la proposition [5.33 puisque f ¢ B”™, pour tout 4, \; # +oc.
Le théoréme nous dit alors que pour tout entier n > 1 on peut écrire

T [2i]
f=o J10-7)
=1
oll z; €mp, v(z;) = A_; et g, € BT. On a donc

[2n+1]
n — 9n+1- 1- 7)7
g In+1 ( -

formule de laquelle on déduit que pour tout r > 0,

Ur(gn+1 —gn) = 'Ur(gn+1) +A 1

On a de plus
-1

Ur(gnt1) = or(f) — Z inf{0, \; — r}.

i=—n—1
et puisque lim \; = +oo0, la suite (v,(gn+1))n est bornée. On a donc
i——00
Ur(gn-‘rl - gn) =A_p_1—7+ 0(1) —% too.

n——+oo

La suite (g, )n converge donc dans BT vers un g € BT tel que

f:g.ﬁ(l_ )

Analysant les polygones de Newton de f et g on constate que Newt(g)|)—oo,0f = +00 et Newt(g)jo,+o00] =
Newt(f)|jo,+00[- On conclut grace a la proposition m que g € BT, O

(2]

6.6. Les anneaux B, . et B, associés & un point de Y. Soit m € Y et 0y, : Wo,(Op) —

Oc,,. On définit alors Bjm’m comme étant le complété de ’enveloppe a puissances m-divisées de
Wo, (OF) relativement & m = ker(6,). L’anneau B;R’m est le complété de BT pour la topologie

m-adique. Cet anneau coincide encore avec le complété m-adique de B™. On a alors des inclusions
+ + +
BT CB C Birm

cris,m

BY = () ¢"(Bism):
n>0
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+

cris,m

valuation discrete d’idéal maximal n‘LB('j"Ple et de corps résiduel Cy,. On notera

le plus grand sous-anneau de B sur lequel ¢ est bijectif. De plus, B;R m @st un anneau de

ordy : B;_R,m — NU {+00}

la valuation de cette anneau de valuation discrete.

6.7. L’application diviseur. On note comme précédemment Y C Spm(B™) les idéaux engendrés
par un élément primitif de degré 1. Notons
p:Y — ]0,4+00]
m —  vn(m)

la fonction « distance a l'origine dans note disque épointé >.

Définition 6.51.
(1) On note Div*(Y) le monoide formé des sommes formelles D = Y .y am[m] € NY telles
que
- 510 <7r <re < +o0,

HmeY |am #0 et r1 < p(m) <rq}| < +oo
— pour un R €]0,400], et donc tous,
Z amp(m) < +o0,

mey
p(m)<R

— pour R €]0,+o00|, et donc tous,
1
lim — Z amp(m) = +oo.

r——+o0o T
mey
R<p(m)<r
(2) Pour m €Y on note
ordy : Bt — NU {+oc0}
la valuation sur BT déduite de celle de ’anneau de valuation discréte Bij via BT C
+
BdR,m‘
(3) Pour f € Bt non nul on note
div(f) = > ordm(f) [m].
mey
Le support de div(f) est 'ensemble des m € Y tels que 0, (f) = 0. La proposition qui suit est
une conséquence du théoréme [6.49]

Proposition 6.52. Pour f € Bt \ {0}, les nombres (p(m))mesupp(div(f)) comptés avec multi-
plicités (ordm(f))mesupp(div(s)) sont les pentes finies strictement positives de Newt(f) comptées
avec multiplicité.

t
Puisque lhf Newt(f)(z) > —oo et lim M = —o00, il résulte de la proposition
x—r+00 T—r—00 €T

précédente que

div(f) € Div(Y).
De plus, div(f) détermine Newt(f) & translation prés par un élément de Z x R. La proposition
se traduit en la proposition qui suit.

Proposition 6.53. Un élément f € B est dans B%* si et seulement si il existe R > 0 tel que
supp(div(f)) C {m €Y | p(m) < R}.
Il en résulte par exemple le corollaire suivant.

Corollaire 6.54. On a l’égalité (B**+)™ = (B*)™.
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Il y a des morphisme de monoides

(B*F\{0})/(B**)~

div

(BT\ {0})/(B)* — Div(Y).
Sia€mp, a#0, ’anneau BT [ﬁ] ne dépend pas du choix d’un tel a. De plus, div([a]) = 0 et le
morphisme diviseur précédent s’étend donc en un morphisme de monoides

(B[] \103) /B[] 25 Div(v),

On vérifie de plus comme précédemment que B+ [[71‘]] X — bt [ﬁ] .

Théoréme 6.55.

(1) Soit a € mp \ {0}. Soient f,g € BT [ﬁ] non nuls. On a l'équivalence

feBt [ﬁ]g < div(f) > div(g).

(2) Le morphisme de monoides

(B [H1\ 103) /B [4) 55 Div(y),

est injectif.

div(g). D’apres le théoreme [6.50| on peut supposer que f,g € B»*. On peut méme supposer que
f.9 € Wo,(Op) \ nWo,(OF). Quitte & multiplier f par un représentant de Teichmiiller d’un
élément non nul de O on peut supposer que vo(f) > vo(g). Nous allons construire par réccurence
une suite (hy,)n>0 d’éléments de Wo,, (OF) telle que hy41 = hy,, mod 7™ et v (f — hpg) > n. On
choisit hg = 0. Supposons construit h,. Remarquons que si = )_,o N[xi]wi est un élément de
Wo,(OF) avec xn # 0 alors -

Démonstration. Le point (1) implique le point (2). Soient donc f,g € BT tels que div(f) >
ﬁ

v(zn) = vo(z) + Z p(m)ordy, (z).

mey

Puisque div(f) > div(g) on a div(f — hng) > div(g). De plus vo(f — hng) > vo(g). Appliquant la
formule précédente & f — h,g et g on obtient l'existence de y € Wo, (OF) tel que

Ue(f — hng — 7"yg) > n+ 1.
11 suffit alors de choisir hy,+1 = hy,, + 7"y. O
Remarque 6.56.

(1) Comme dans le cas des fonctions rigides analytiques sur la boule unité sur un corps non
mazximalement complet, on ne sait pas caractériser l’image de Uapplication diviseur (cf. [30)
section 8). Le point est que l’on ne sait pas définir d’analogue des produits de Weierstrass
ou de Blaschke.

(2) Si D € Divt(Y) est tel que supp(D) C {m € Y | p(m) > r} pour un r > 0 il existe alors

b € Bt tel que div(b) = D. Un tel b est construit comme un produit infini convergeant

Lolo (1 - %) ot z; € mp et z; — 0. Le probleme de savoir si un diviseur donné est
1——+o00

principal se situe donc au < bord extérieur > du disque épointé Y et non au voisinage de

lorigine.
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h ___d
7. LES ESPACES DE BANACH (Bj)¥e="&

On reprend les notations de la section précédente. Rappelons que E est une extension de
degré fini de Q, de corps résiduel Fy, k|F, est un corps algébriquement clos de caractéristique
p et que F|k est un corps valué complet pour une valuation non triviale v : F — R U {400},
algébriquement clos de corps résiduel k. On note 7, une uniformisante de Og. On rajoute des
indices <« F > aux différents objets lorsqux’on veut souligner leur dépendance en le corps E. On
notera ainsi alternativement BT ou B}, ¢ ou ¢, 7 ou 7g...

Pour h > 1 nous noterons Ej, = Wo, (k)wg:ld 1

Q0 ‘extension non-ramifiée de degré h de E =
Wo, (Fq)g dans Wo (k)g-

Commengons par une remarque générale avant d’entamer cette section. Soient h > 1 et d > 0
des entiers. Dans ce chapitre nous étudions entre autres le Ej-espace vectoriel (BE)“’};D:”%. Bien
siir, posant mg, = g, cet espace vectoriel coincide avec (B;Ch)“’Eh:ﬂ%h et on pourrait donc se
ramener, quitte a remplacer E par Ej, a supposer que h = 1. Néanmoins, lorsque d < h, on va voir
que (B]Jg)*”%:’rlré admet une interprétation géométrique en termes de Opg-modules w-divisibles et

—d
que de plus il est contenu dans les bivecteurs BWy, (Op). Cela n’est pas le cas de (BE}L)"’E*L e,

qui n’admet pas d’interprétation en termes de O, -modules w-divisibles et n’est pas contenu dans
BWp B, (OF) lorsque d > 1. C’est pourquoi nous traitons dans certaines sections le cas général de

(BE)‘/’%:“dE sans forcément se ramener & h = 1.
7.1. Généralités.
7.1.1. Les invariants (Bj;)#z=1d,

Proposition 7.1. On a l’égalité
(Bf)*==11 = B.

Démonstration. Soit b € (B)¥2=14 non nul et Newt(b) son polygone de Newton (cf. section
5.3.3)). Puisque Newt(pg (b)) est obtenu & partir de Newt(b) via la transformation du plan (z,y) +
(x,q"y), les pentes non-infinies de Newt(b) sont nulles. Or on a lim Newt(b)(x) = +oo. On en

r—r— 00

déduit que pour z < 0, Newt(b)(x) = +o0o. D’apres la proposition cela entraine que b € Bgﬁ
et donc b e (Byt)#r=Id = . O
7.1.2. Structure d’espace de Banach sur (B*)*”h:“d. Soient d,h € N>;. On note

(B =" = {x € BY | ¢"(x) = n'a}.

Puisque I’action de ¢ sur B est continue, c’est un sous-Ej-espace vectoriel fermé dans I’espace
de Fréchet BT. C’est donc un sous espace de Fréchet de B™T.

Lemme 7.2. Pour tout r > 0, la topologie induite par v, sur (B*)*"h:”d coincide avec la topologie
de Fréchet induite par celle de BT .

Démonstration. Soient rq,79 > 0. Choisissons k, k' € N tels que
T2 ’
h <r: < qk h’I"Q.
q
De la relation
v (17" (2)) = qhv%(m) —dr, >0, z € BT,
q

on déduit qu’il existe des constantes a, @’ € Ryq et 3,5’ € R telles que pour = € (B+)‘Ph=”d on
ait

0 (1) = Q0 (1) + B et pon,, () = 'vry () + B

La concavité de la fonction 7’ +— v, (z) fournit pour x € (B*)‘Ph:“d I'inégalité

vr, (2) Z inf{awr, (z) + B, /vy, () + 5’}
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La topologie définie par vy, sur (B+)*"h=”d est donc plus fine que celle définie par v,, . Par symétrie
on en déduit que les topologies définies par v,, et v,, sur (B*)‘Ph:“d coincident. On conclut donc

que la topologie induite sur (B+)9"h=”d par celle de Bt coincide avec la topologie définie par la
norme ¢~V pour n’importe quel r > 0. U

Il s’ensuit que (B*)*"h:“d est un Ej-espace de Banach dans l’espace de Frechet BT. Pour
n’importe quel r, la norme ¢~ sur (B'*‘)Wh:”d définit la topologie de Banach.

7.1.3. Description via l’anneau B. Soit pg = {x € B®* | vg(x) > 0}, un idéal premier de B>t et
B = B""/po.

Il résulte du lemme et de la proposition que l'injection B»+ < BT induit un isomor-
phisme

B =5 BT /{x € B" | vo(z) > 0}.
On en déduit un morphisme naturel surjectif
Bt — B.
Proposition 7.3. L’application précédente induit un isomorphisme
(B = (B)7
Démonstration. Soit € B®»*. Pour tout k£ > 0 et tout r > 0 on a

vy (W—(k+1)d¢(k+1)h(x) _ W—kd(ph(x)) — _kdr + qkthkLh(x _ W—dwh(fv)).

De plus,
kglfoovﬁ (z — 7 %" (2)) = vo(z — 74" (z)).

oh—gd
De cela on déduit facilement que le morphisme (B+)”’} = (B)‘p ™ possede un inverse naturel

donné par

z mod pg — lim 7 *p*h (1),
k—+oco

O

7.1.4. Changement d’uniformisante. Soit 7’ une autre uniformisante de F. Puisque k est algébriquement
clos, il existe u € Wo, (k)™ tel que
!
u@h,71 _ ™ '
™
Le choix d’un tel v induit un isomorphisme de Ej,-espaces de Banach
(B_,'_)(Ph:ﬂd -~ (B"F)SD}L:WM

T ’U,dil'.

7.1.5. Changement de corps E. Soit E'|E de degré fini et de corps résiduels Fy/ |F, contenus dans
k. Soient g/ et mg des uniformisantes.

Supposons d’abord E’|E non-ramifiée, £’ = E,, = W@E(k)égzld et choisissons 7 = . On
a alors BE = Bgn et pg, = ¢%.
Proposition 7.4. Soit n > 1 un entier. Le morphisme naturel

(BE)2™™ @, Bun — (BE, )75~

est un isomorphisme.
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h nd
, . . Yp =T . . Cqe s .
Démonstration. Le E,,-espace vectoriel (Bgn) En="E" est muni d’une action semi-linéaire de

Gal(E,;|Ey) via Paction de (m5%¢/)%/"%. La proposition résulte alors du théoréme de Hilbert
90. (]
Supposons maintenant £'|E quelconque. Soit fg/ /g le degré résiduel. L'élément 7rE, i /Th fer/s
étant une unité de Opr, il existe u € Wo,, (k)* tel que
[E":E]
—1 _ ﬂ-E'

ufE .
fE//E
g

Considérons I'application

(BEETE (B = g

r udx.

Proposition 7.5. L’application précédente induit un isomorphisme

[E Bld

(BE)E="s @, B}, = (BS,)w "

Démonstration. Utilisant la proposition H précédente on se ramene au cas o E'|E est totale-
ment ramifiée. On a alors Bg, = BE ®g F’, identification via laquelle g = ¢g ® Id. Le résultat
est alors aisé & démontrer. O

h _ﬂ_d
7.2. L’espace de Banach (BE)‘pE* ¥ vit dans les bivecteurs lorsque d < h.
Proposition 7.6. Supposons 1 < d < h.
(1) L’inclusion naturelle BWo,,(Or) C Bf; induit une égalité
ph=nd + ‘pg:ﬂé
(2) Il y a une bijection
d
Ed,h : m% ; (B+) E_WE
(xo,...,l‘d 1 — ZZ nd+z.
1=0 neZ

Démonstration. Le point (1) entraine clairement le point (2). Utilisant la proposition on
est ramené & montrer que pour tout x € B»* dont I'image dans B est dans (E)W:ﬂd, il existe
2’ € BWo, (0p)¢" =" tel que vy(z — 2') > 0.

Soit donc z € B** dont I'image dans B est dans (F) ‘Ph:wd. Considérons l'opérateur

T = —d h . Bb + Bb +
Soit y = T'(x) — x, qui vérifie donc vo(y) > 0. On a alors pour tout entier k > 1,
THa)=a+y+T(y) +---+ T y).

Notons ‘ _
y=> [ulr' = Viyl
i>N i>N
pour un N € Z. On a alors
i 1+kh
T*(y) = Z Va {Z‘/de }
i>N—kd

On voit désormais les (T%(y))r>0 comme des éléments de BWo,, (OF). Regardons d’abord le cas
d < h qui est plus simple. Soit s > 0 et a; = {z € O | v(z) > s}. Puisque d < h et vo(y) > 0, il
existe un entier k(s) tel que pour k > k(s) on ait

T*(y) € ker (BWo,,(Or) = BWo,(OF/as)).
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On peut alors définir

2= ( S TH(y) mod BW@E(as)) _, € lim BWo,(Or/a,) = BWo,(Or).
0<k<k(s) ° §>0

Considérons alors = + z € BWo, (Or). On a V,_4F"=4(z + 2) = (x + 2), puisque cette égalité est
vérifiée dans BW (O /ag) pour tout s > 0. On a donc, si Pon considére x + z comme un élément
de B, p"(z+2) = m¥(x+ 2). Pour conclure il faut donc voir que vy(z) > 0. Mais on peut toujours
écrire y sous la forme y = [a]y’ avec vo(y') > 0 et v(a) > 0. On voit alors facilement que z = [a]z’
pour un élément 2’ € BWp, (OF) défini par un procédé limite comme précédemment pour z :

= ( S @) 7E () mod BWOE(a5)> € lim BWo, (Or/a,).
s —
0<k<k!(s) R
Regardons maintenant le cas d = h. Pour tout s > 0, d’apres la proposition 1.1 du chapitre II
de [I8] (tout du moins lorsque E = Q,, la preuve étant identique pour E quelconque), on peut
donner un sens a la somme
—+oo
> _(T*(y) mod BWo,(as)) € BWo,(OF/as).
k=0

Plus précisément, soit T%(y) mod BWo, (as) = Y.z Vilyix) avec yi i € Op/as et

!
Z Z Vilyin] = Z Vilzial-

k=0 i€Z 1€EZ

D’apres la proposition 1.1 du chapitre IT de [18], utilisant toujours que vg(y) > 0, pour tout il
existe /(i) € N tel que la suite (2;1);>(;) soit constante. On pose alors

+oo
Z(Tk(y) mod BWo,(as)) == Z Vilziaw)-
k=0 1E€EZ

Notant z, € BWe,(Or/as) cet élément, on vérifie comme précédemment que si z = (z5)s>0 €
BWo,(OF), vo(z) > 0 et o"(z + 2) = 7¢(x + 2). O

La bijection Ly j, précédente induit une structure d’espace de Banach sur m%. Dans les sections
qui suivent on va interpréter géométriquement cette structure d’espace de Banach.

7.3. O-modules w-divisibles.

7.3.1. Généralités et théorie de Dieudonné. Si S est un Og-schéma sur lequel 7 est nilpotent,
resp. un Spf(Og)-schéma formel, un O-module 7-divisible est un groupe p-divisible H sur S, muni
d’une action de Op telle que l'action induite sur le Og-module Lie H soit I'action déduite du
morphisme structural S — Spec(Og), resp. S — Spf(Og). La hauteur d’'un O-module 7-divisible
est un multiple de [E : Q,]. On appelle alors O-hauteur la quantité
ht(H)
hto (H) [E ; Qp] .

Si k est un corps parfait extension de F; et H un O-module m-divisible sur &, le module de
Dieudonné contravariant du groupe p-divisible H, D(H), est un W (k)-module muni d’une action
de O commutant a l'action du Frobenius et du Verschiebung F et V. On a une décomposition

b = @ B,
T:Fg—k
ot O, = W(F,) agit sur D(H), via le plongement W (7) : Og, — W (k). Si o désigne le Frobenius
de W(k), F est o-linéaire et V est o~ !-linéaire. On a de plus

F:D(H), = D(H)yr et V:D(H), — D(H),-1..
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Puisque £ est une extension de Iy il y a un plongement canonique can : F, < k. On pose alors
Do(H) = D(H)can-

Puisque Wo,, (k) = W(k) ®o,, Op, c'est un Wo,, (k)-module libre de rang hto(H). Notons op
le Frobenius relatif de W, (k), c’est & dire o/ ® Id ot ¢ = pf. On note Fg, I'endomorphisme de
Do(H) égal & F7. Avec les notations précédentes, Fg est Ugl—linéaire. Puisque l'action induite
par O sur Lie H est I'action déduite du plongement canonique,

wy = VD(H)/pD(H) = @ VD(H),,/pD(H)-

T Fg—k
= VD(H)Ucan/pD(H)can-

On a donc si 7 # can, VD(H)yr = pD(H); et pD(H)can C TVD(H)yean- Cela implique que
7D(H) C FgD(H). On pose alors V, = 7F,'. On a donc

FpVe =V Fgp =m.

On note désormais F pour F agissant sur Do (H). La correspondance H — (Do (H), F, V) induit
alors une équivalence de catégories entre les O-modules 7-divisibles sur k et les triplets (D, F, V)
ou D est un Wo, (k)-module libre de rang fini, ' : D — D est og-linéaire, V : D — D est
o' -linéaire et FV, =V, F = 7.

La théorie de Dieudonné covariante des O-module 7-divisibles est bien développée. Plus précisément,
la théorie de Cartier des O-modules formels w-divisibles est développée dans [13], [27], [30], [29]
et le chapitre V.29 de [28]. Le point de vue cristallin de lextension vectorielle universelle est
développé dans [14] et 'appendice B de [16]. Nous utiliserons dans la suite la version contravari-
ante suivante généralisant la théorie développée dans [I8]. Si H est un O-module 7-divisible sur k
on peut montrer que le O-module de Dieudonné précédent Do (H) s’identifie &

Homoe (H, CWo).

De plus, F : Do(H) — Do(H) est induit par le morphisme F : H — H(® qui est la puissance
f-itme du morphisme de Frobenius du groupe p-divisible H. Il y a une isogénie Vy : H@ — H
induisant V, sur Dp(H). Le O-module w-divisible H se retrouve alors via la formule

H = HOInWOE (k)[RVn} (ID)(Q(H), CWO)
Lorsque H est formel on peut de plus remplacer CWe par les covecteurs de Witt formels, CW o-

7.3.2. Exemple. Nous utiliserons dans la suite 'exemple qui suit. Soient d, h > 1 avec d < h. Soit

Fh—d_yd
Ga,n = ker (CWo ————— CWo).
C’est un O-module formel 7-divisible de dimension d et de O-hauteur h sur F,;. Un systeme de
coordonnée formelles est donné par (xg,...,xq_1) avec
a(i)(h—d)
Gan = {[xg(i) ]i§0 € CW@}

ol —i = a(i)d + b(i) est la division euclidienne de —i¢ par d. Si e € Homp(Ga,n, CWe) désigne le
plongement canonique alors

Do(gdﬁ) =<e,Fe,... ,Fh’_de7 Vee, ..., Vi-le >= Hom(ng“ CWO)

K

qui forme une base du @-module de Dieudonné. Au systeme de coordonnées formelles précédent
(x0,...,xq—1) est associé une loi de groupe formel sur Fy,

Sd.n = (SS,J;)N e 73,%71)) €Fylzos- -, Ta—1,Y0,--->Yd-1]"

ou
(xos -y ®a—1) + (Yo,---,Ya—1) = (32?;)1,---,3;1;1))

Sa,n
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et avec les notations précédentes

a(i)(h—d) a(i)(h—d) _
[xZ(i) ]igo + [yg(i) ]igo = [ - ’Sgl(,ih 1)’ T ,3&%]

dans CWo (Fq[zo, ..., Za-1,Y0,- - Yda—1])-

Du point de vue de la théorie de Cartier covariante, le module de Cartier covariant de Gg 5, est
M = Hom(Wo,Ga,n)

qui est un module sur 'anneau de Cartier Eo r, = End(ﬁ/\o)"m’. L’anneau de Cartier Eo r, est le
V-complété de Wo (Fy)[Fr, V], c’est & dire

{ Z V™ anmlEX | anm € Fy et Vn, a, ,n = 0 pour presque tout m}
n,m>0

OE = Wo(Fq) —> ]EO,]FQ
Z Vilas] — Z V™ an] Fy,

n>0 n>0

lactionde V € Eo, = End(ﬁ/\o)"pp sur W\o est donnée par 'opérateur F' usuel agissant sur /Wo,
celle de [a] est la multiplication par [a] et celle de Fir € Epr, est donnée par I'action de V. Soit

€: WO — CWp

x — Z Vo Erh=d) g mod We
n>0

ou la somme infinie précédente est a valeurs dans les bivecteurs BWp et on la réduit modulo Wy,
BWo/Wo =CWep. On a € € M et comme Wy (F,)-module

M=<¢eVe,.. Vi Fe, ..., Fffﬁle > .

qui forme une base du module de Cartier comme O = Wo, (F,)-module. Une V-base de ce
module de Cartier est donnée par (eg,...,€4—1) o pour 0 < i < d—1, ¢, = Fle. Les équations
structurelles de M associées a cette V-base sont

Fﬂéi:EH_l sio<i<d-1

Freqg—1 = Vh_dEO.

Elles fournissent une présentation du module de Cartier

0 —Ebe ——Ebp — M —0

w(zo, ..., Ta-1) = (Ta-1Fr — 2oV 4 woFr — 21, ..., Ta—2Fr — 24-1).
L’application
M = Hom@(WO,gd,h) — gd7h(Fq[[T]])
u +—  u([T))
induit un isomorphisme entre M et le sous-Og-module de Gy (Fy[T]) formé des courbes -
typiques. Puisque (eq, ..., €4—1) est une Vy-base de M,
d—

v = 261([%]) € Gan(Fylzo, ... ,xd,lﬂ)

=0

—

définit un isomorphisme

v Spf(Fq[[CL'm e ,{Edfl]]) ;> gd’h.
On vérifie par un calcul immédiat que ces coordonnées formelles sont celles utilisées précédemment
pour définir la loi de groupe formel §q .
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Soit maintenant M le module de Cartier sur Op de Vy-base (€o,-..,€4—1) €t ayant pour
équations structurelles

Fﬂgizgprl SlOSZ<d—1
Fréqg 1= Vh_dgo.
Il admet la méme présentation que la présentation précédente de M en remplagant Eo, par
Eo,0,. Soit Gg p le O-module m-divisible sur O associé,
Gan =Wo Qo o, M.
On a donc §d7h Q@ Fy = Gg.q et une résolution sur Spf(Og)

0— Wé - Wg — Gap — 0

(Yo, Ya-1) = (Vata—1 — F" o, Vao — y1s- -+, ValYid—2 — Ya—1)-
Pour i € {0,...,d — 1}
&([T)) € Gan(Or[T])

est une courbe w-typique. Notons

a;: Op[T] — Og[wo,...,24-1]

T +— x;.
Alors, si
d—1 d—1 N
v = Zai*gi([T]) = ZQ([%‘]) € Gan(Op[zo, ..., a-1]),
i=0 i=0

puisque (€&;)o<i<d—1 est une V-base du module de Cartier de Gvd,h, il induit un isomorphisme
’~y : Spf(OE[[xo, e ,Jid_lﬂ) ; Qdﬁ

c’est a dire un systeme de coordonnées formelles sur le groupe formel §d7h et donc une loi de
groupe formel en d variables. Ce systeme de coordonnées formelles de G4 releve celui utilisé
précédemment pour Gg .
Il existe alors un unique isomorphisme de O-modules formels sur F
log : QNd,hQA{)E L) @Z
tel que I'isomorphisme induit au niveau des espaces tangents envoie la base de Lie g}h déduite de

la V-base (€;)o<i<d—1 sur la base canonique de Lie ((A}Z = E?. Un tel isomorphisme est donné par
des séries formelles

f="(for- s fa-1) € E[zo,...,z4-1]"

ou (fo,..., fa—1) forme une base des logarithmes de notre loi de groupe formel que nous allons
calculer explicitement. Pour 0 < i < d — 1 soit

9i = (950, 9i.a-1) = log&([T)) € GXE[T]) = E[T]%
Alors,

d—1
F=>"gi(z).
i=0
De plus, pour 0 < 4,5 <d—1, g, ; est une courbe m-typiqe de @a vérifiant :
(1) F~gi,j = Gi+1,5 sio<i<d-1

(2) F.gdfl’j = Vﬂh_d.go’j
(3) 9i;(T) =0mod T? si i # j et g; ;(T) =T mod T?.
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Les courbes n-typiques de @a(E [T]) = TE[T] sont les séries de la forme
>0
n>0
dans E[T]. L’opérateur V agit sur ces séries via g(T) — ¢g(T9) et F, via
Z a,T? —s 7 Z an T
n>0 n>0

On vérifie par un calcul explicite que les conditions (1), (2) et (3) imposent les formules
anh#»jf'i

> ey

n>0
T4

7Tnd+j—i
n>1

9ij =

nh+j—i
sig <.
On en déduit la proposition suivante.

Proposition 7.7. Considérons pour 0 < j < d—1 la série

nh+j—1 nh+j—i

29 24
D S o SUENRE i) o HS PR |
0<i<jn>0 j<i<d—1n>1
Alors, (fo,- .., fa—1) sont les logarithmes d’une unique loi de O-module formel de dimension d sur

Ok, Sd,n, relevant la loi de O-module formel Fqn sur Fy.

Exemple 7.8. Sid=1, ’g},h est un groupe de Lubin-Tate associ€ a ’extension non-ramifiée Ej
de E. Une loi de groupe formel associée a pour logarithme

anh
fT)y=> —
n>0

Cette loi de groupe formel est %Lh = fHf(X)+ f(Y)) € Og[X,Y].

7.3.3. Quasi-logarithmes et leur interprétation rigide analytique. Soit K|E un corps valué complet
pour une valuation de rang un étendant la valuation m-adique de E. Soit G un O-module formel
m-divisible sur Og.

Ecrivons G = Spf(R) olt R ~ Ok[1,...,z4] avec d = dim(G). Soit a C mg un idéal contenant

71O . Soit R[ ] le complété de I'anneau R[ﬂ relativement a son idéal d’augmentation noyau du

1
morphisme RE}] - K,

R[] ~ K[z1,...,24]
et GRK = Spf(R/[l\]) est le groupe forme fibre générique de G.

T

—

Définition 7.9. On note Quasilog(G) les éléments f dans lidéal mazimal de R[%] tels que
A(f)— f®1-1® f € R[] et pour tout a € O, si [alg € End(R) désigne l'action de a sur le
O-module G, folalg —af € R[2].

Le groupe des quasi-logarithmes contient 1'idéal d’augmentation de R[X]. On note

Quasilog(G)/ ~

le groupe quotient des classes d’équivalences de quasi-logarithmes. Le lemme qui suit dit que la
définition précédente des quasi-logarithmes coincide avec celle que l'on trouve dans le chapitre IV
de [18] et dans le chapitre V de [31] (définition qui est donc trop forte).

Lemme 7.10. Fizons des coordonnées R ~ Oklx1,...,zq]. Soit f € K[x1,...,z4] un quasi-
logarithme. Alors pour 1 <i < d, % € Oklz1, .-, xd] [%]
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Démonstration. Soit GRK ~ Spf(K[x1,...,24]) le groupe formel fibre générique du groupe
formel G. Voyons f comme un morphisme de schémas formels f : G&K — G, envoyant la section
unité de GRK sur celle de G,. Soit Qé®K/K, resp. Qé/ok’ les formes différentielles sur GRK,

resp. G. Le lemme équivaut alors a ce que la forme différentielle f*dT € ﬁé SK/K vérifie
f1dT € Qg0, [7]-
Soit (w1, ...,wq) une base des formes différentielles invariantes sur G. On a alors
ﬁé/(’)K =Rwi ®---® Rwg C R[ﬂwl D©---D R[%]wd = ﬁé@K/K'
Considérons le morphisme de K-schémas formels
g:Q®K X GRK —» @a
Spf(K)
(@,y) — fle+y) - flx) = f(y)
Notons
m:GRK x GOK — GRK

Spf(K)

la loi de groupe et pour i = 1,2,
pri: GOK x GRK — GRK

Spf(K)

les deux projections. On a donc
g=/fom— fopri— foprs.
L’invariance des formes w;, i = 1,...,d, se traduit en I’égalité
Si
d
frdT =" Niw;
i=1
avec \; € R[] on a donc
g dT = > [(\iom—Xjopry)priw; + (s om — \; 0 pra) priw;]

€ Qerxoor/x =Pk x P00k K-
Mais puisque g € (R®R) [%],
* o1 11 _ Ol 1 1 1 ol 1
9" dT € Qg.g/0, [7] = o, [7] ©x R[] © R[Z] ®k Qg )0, [7]-
On en déduit que pour tout i, A\; om — \; o pr; € (R®R) E] ie. la < fonction > (z,y) +—

Ai(z 4+ y) — Ai(z) est dans (R®R)[1]. Spécialisant en = 0 on en déduit que pour tout i,
M € R[Y]. 0

Soit G K la fibre générique du groupe formel G comme K-groupe formel. Il y a un isomorphisme
Homo (GRK,G,) — (LieG[2])* = wg[L]
f —  frdT.
Le K-espace vectoriel wg[L] se plonge donc dans Quasilog(G)/ ~. Ce sous-espace vectoriel de
I’espace des classes d’équivalence de quasi-logarithme est ’espace des logarithmes, c’est a dire les

—

fe R[ﬂ tels que A(f) = f® 1+ 1® f. La filtration déduite sur les quasi-logarithmes est la
filtration de Hodge.
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Prenons maintenant un point de vue rigide analytique. On note G la fibre générique de G
comme K-groupe rigide analytique. En tant qu’espace rigide analytique, G est isomorphe & une
boule ouverte de dimension dimgG.

Définition 7.11. On note QuasiHom(G, G") les morphisme f : G — G- d’espaces analytiques
rigides vérifiant f(0) =0,
1f(z+y) = f(@) = f(y)lloo < Fo00
ot f(x +vy) — f(x) — f(y) : G x G — G et pour tout a € Op,
1f(az) = af ()]l < +o00.

On note QuasiHom(G, Gzig)/ ~ le quotient par le sous-groupe formé des f : G — GI'9 tels que
[flloo < 4o00.

Le groupe formel GRK se retrouve & partir du groupe analytique rigide G comme étant
Spf(Og,0) ot Og,o désigne 'anncau local des germes de fonctions anaytiques rigides au voisi-
nage de ’élément neutre de G. Tout morphisme d’espaces rigides f : G — G, tel que f(0) =0

définit donc naturellement un morphisme de schémas formels GOK — @a. On vérifie en utilisant
le lemme que 'application naturelle

QuasiHom(G, GI) — Quasilog(G)

est un isomorphisme.

Soit I un idéal de définition de R, via un isomorphisme R ~ Okl[z1,...,24] on peut prendre
I = (m,x1,...,2,) (on considere le groupe formel G comme un groupe formel sur Spf(Og) et non
Spec(Ok ), auquel cas on aurait pris I = (z1,...,z,)). On a alors
CWo(R) = lim CWo(R/I™)
—
n>0
et donc

CWo(R) = {[yili<o | vi € R, 3N, 3k, (> Ry)* C I}.

i<N

Il y a un morphisme Og-linéaire ([I8], I1.5 lorsque E = Q,)
w:CWo(R) — R[%]

[yn]ngo — wanyq_n.

Soit maintenant a un idéal de Ok contenu dans son idéal maximal et tel que m € a. Notons
Go =G ® Ok /a d’algebre Ry = R/aR. On a alors

Homo (Ga, CWo) = {[Ynln<o € CWo(Ra) | [A(Yn)]n<o = [4n®1]n<o+1®Ynln<o € CWo(Ra®Rq)}

ot A: R — R®R désigne la comultiplication de notre groupe formel. D’aprés [I8] chap. IV, il y
a une application Og-linéaire

Homo (Ga, CWo) —  Quasilog(g)/ ~
ouZ € CWo(R) est un relevement quelconque de x € CWo(R,). Notons kg le corps résiduel de K
que 'on suppose parfait et supposons fixé une section du morphisme Ok /1O — kk (lorsque la
valuation de K est discréte le relevement de Teichmiiller fournit canoniquement une telle section).

Soit Gi,, la réduction de G sur le corps résiduel. Faisons I’hypothese suivante : I'identité de G,
de reléve en une quasi-isogénie (nécessairement unique)

0 Gry Qkg OK/TFOK — G ok OK/TFOK.
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Par rigidité des quasi-isogénies, lorsque la valuation de K est discrete cette hypothese est automa-
tiquement vérifiée. Alors, toujours d’apres [I8] chap. IV, si D = Homp (G, CWp) est le module
de Dieudonné de la fibre spéciale de G, p et le morphisme précédent induisent un isomorphisme

D ®wo, (ki) K = Quasilog(G)/ ~ .

Exemple 7.12. Soit él,h le O-module formel sur O de l'exemple . Une base de ses quasi-

logarithmes est
nh+i

T
>

n>0

lorsque i varie entre 0 et h — 1.

7.4. Description de (B‘*‘)S"h:”d en termes de O-modules n-divisibles lorsque d < h.
On va maintenant décrire géométriquement la structure d’espace de Banach sur m¢, déduite de
la bijection L4 de la proposition Soit G un O-module formel m-divisible sur k. On note
G(Or) = Homgpeo(r) (Spf(OF), G). Pour tout s > 0, si a; = {z € Op | v(x) > s}, soit
QS((’)F) = ker (Q((’)F) — Q(OF/CLS))
On vérifie aisément la proposition qui suit.
Proposition 7.13. Le groupe G(OF) est un E-espace vectoriel. De plus, pour tout s > 0, Gs(OF)
est un sous-Og-module m-adiquement complet de G(Op) qui définit une structure d’espace de
Banach sur G(OF), c’est a dire est la boule unité d’une norme de Banach sur G(Or). La topologie
de Banach ainsi définie ne dépend pas du choix de s > 0.
Soit _

G = (GROE)™
la fibre générique du Spf(Or)-schéma formel G&Op comme F-espace analytique rigide. Il s’agit
d’un groupe analytique rigide sur F' tel que

G(0p) = G(F).
Pour tout s > 0, s € v(F*), il y a un sous-groupe affinoide G5 C G, tel que

Gs(OFp) = G4(F).
Aprés avoir fixé des coordonnées formels sur G, c’est & dire un isomorphisme Spf(k[z1, ..., 24]) —
G, on a )

G ~ B,

la boule ouverte unité rigide analytique de dimension d = dim(G) sur F et

Gy ~B0,q7°)

la boule fermée de rayon ¢~ * dans la boule ouverte. La multiplication par 7, X7 : G — G, vérifie
alors que pour tout s > 0, on a un recouvrement admissible

UG =¢
n>1
et pour s >t > 0, il existe n € N tel que
"Gy C Gy.
Remarquons enfin que le foncteur G — G(Op) de la catégorie des O-modules formels m-divisibles

dans celle des E-espaces de Banach se factorise par la catégorie O-modules formels w-divisibles a
isogénies pres.

Considérons maintenant le module de Dieudonné contravariant de G,
D = Homp(G,CWo).
Notons F,V; : D — D son Frobenius et son Verschiebung. Il y a alors un isomorphisme naturel

Q(OF) *N—> HomWo(k)[F,Vﬂ] (D, CW@(OF)) .



76 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

ousia, ={r €O | v(z)> s},

G(OF) = lim G(Or/a,)
s>0
CWo(Op) = lim CW(Op/as) = {[z]i<o | #; € O, liminf v(z;) > 0}.
— = i——00
s>0
Puisque G est formel, dans les formules précédentes on pourrait remplacer CWe par CW o et

en particulier CWey(Op) par

éﬁ/@((’)p) = {[%‘]z‘go | z; € mp, liminf v(x;) > O}.
11— — 00

Proposition 7.14. L’application de réduction BWo(Op) = CWe(OF) induit un isomorphisme
de Og-modules

Homy k) (F,v,) (Ds BWo(OF)) = Homw i)(r,v,) (D, CWo(OF)).
Démonstration. Puisque F est bijectif sur BWo(OF) et CWe(Op) on apour *x € {BWp(Or), CWe(Or)},

HomWo(k)[F](D7 *) = HomWo(k)[F,Vw](Da *)
La suite exacte
0 — Wo(Or) — BWo(Op) — CWp(Or) — 0
induit une suite exacte
0— HomWO(k) (D, WO(OF)) — Homwo(k)(D, BW@(OF)) — HomWO(k) (D, CW@(OF)) — 0.

Pour * € {Wo(Or), BWo(OF),CWo(OF)}, le Wo(k)-module Homyy,, x)(D, *) est muni d’un
opérateur o~ !-linéaire 1) en posant 1(u) = F~'owuo F. La suite exacte précédente est une suite
exacte de We (k)-modules munis d’un tel opérateur. En prenant les invariants sous un tel opérateur
elle induit donc une suite exacte

0— HomWo(k)[F} (D, W@(OF)) — HomWo(k)[F] (D, BW@(OF)) — Homwo(k)[p](D, CWo(OF)) — A
ol
Id—
A = coker (Homyy, 1) (D, Wo (OF)) SN Homyy, (k) (D, Wo(OF))).
Puisque F est topologiquement nilpotent sur D et bijectif sur Wo (OF),
Homyy,, (1)) (D, Wo(OF)) = 0.

La nilpotence topologique de F sur D implique également que l'opérateur v agissant sur le
Wo(OF)-module libre Homyy,, 1) (D, Wo(OF)) est m-adiquement topologiquement nilpotent. On
en déduit que I'd — v est bijectif et donc A = 0. O

Remarque 7.15. Par définition, BWo(Op) = lim CWeo(OF) ot les applications de transition
—

neN
sont données par Vi : CWo(Ofp) = CWeo(Op). Soit n > 0 tel que F*D C V.D. Posons v =

V.LF™ Pendomorphisme associé de D. Alors, siu: D — CWo(Op) commute a F et Vi, l'unique
relevement donné par la proposition précédente est

(F_n O’U,O’yn)nz() D — {Zﬂ CW@(OF)
neN

De la proposition précédente, du théoréme de Dieudonné-Manin et du point (1) de la proposition
[7.6] on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 7.16. Il y a un isomorphisme de E-espaces vectoriels
G(Or) = Homwe v, (P[7], BWo(OF)) = Homye iy (D[], BY)

ot D[%] est le O-module de Dieudonné rationnel contravariant de G.



COURBES ET FIBRES VECTORIELS EN THEORIE DE HODGE p-ADIQUE 7

Soient 1 < d < h et

G = ker (CWo 2V, W),

le O-module formel de la section @ Soit e : Ggpn — CWo le générateur canonique de son

module de Dieudonné, c’est a dire le plongement canonique. Soit (zg,...,Z4—1) les coordonnées
formels sur Gy 5, de la section c’est & dire I’isomorphisme

Spf(k[xo, - -, a—1]) — Gan

tel que composé avec e : Gg 5, — CWp ce soit

(h—d) a(i)(h—d)
[..,2d L ma—1,...,20] = [:vg(l.) ]iSOGC’WO(k[[xO,...,:Ed_l]])

ou —i = a(i)d + b(i) est la division euclidienne de —i par d. Ce choix de coordonnées formelles
induit une bijection

m% :—> Q,Lh(OF).
De plus,

h___d
Homyyo iy pv,) (D, BY) — (B¥)" 7
u —  u(e).
Proposition 7.17. Soit §q la loi de groupe formel associée a Gqp et au choir précédent de
coordonnées formelles. Via ces choiz, l'isomorphisme de E-espaces vectoriels
h___d
(mfp, +) = (BT)" 7
Sa,n
est donné par
d—1
(Toy -y Tg—1) —> w_dﬁd,h(acfl_l yeexiizg)
ot Lap est Uapplication de la proposition [7.6,
Démonstration. La bijection
~ h___d
mi = CWo(Op)? =~
est donnée par

d—1
; a(i)(h—d) w —n(h—d)
(@0, sam1) = D _Valaley 1= > Vi fal J
=0 n<0

i<0
La bijection
~ h___d
mb =5 BWo(Op)? ="

associe donc a (zg,...,Z4—1)
! (h—d) ! (h—d)—(nd—1)
nd—if[,.q """ _ Sk IR A
E E V. [acl } = E [a:z ]7r
1=0 n€Z 1=0 n€Z
d—1 -
_ qg "t nd—1i
= [% ]
=0 n€Z
Le résultat s’en déduit immédiatement. O

On a défini sur le E-espace vectoriel Gy ,(OF) une structure d’espace de Banach (prop.[7.13). De

h___d
plus (cf. section [7.1.2 (Bg)w ~" est un sous-espace de Banach de Pespace de Fréchet B*. Util-
isant la formule explicite fournie par la proposition précédente on vérifie facilement la proposition
qui suit.

h___d
Proposition 7.18. L’isomorphisme précédent Gq n(Or) — (Bg)w =" est un homéomorphisme
d’espaces de Banach.

h___d
On a donc obtenu une interprétation géométrique de 1’espace de Banach (BE)‘F -
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Exemple 7.19. Supposons E =Q, etd =h = 1. Soit la loi de groupe formel S sur Z, de

logarithme Zn>0 o €t § sa réduction sur IFp. Il y a un isomorphisme de E-espaces de Banach

Lifmpt) = (BY7
—

Z [xﬁfn]p".

nez

T

Soit

n

E =exp (Z%) € Z,[T]

n>0

Uexponentielle d’Artin-Hasse. Elle induit un isomorphisme de lois de groupe formel
E:§ Gy

On en déduit que l’on a un diagramme commutatif d’isomorphismes d’espaces de Banach

(me. 1)
c
E|~ (B+)‘/’:p
_log(H)
(1+mp, x)

7.5. Lien avec ’application des périodes d’un groupe p-divisible.

7.5.1. Un résultat de relévement. Soit A une Og-algebre m-adique et G un O-module formel -
divisible sur A.

Définition 7.20. Si B est une A-algébre adique pour un idéal contenant mw, posant G(B) :=
Homgys4)(Spf(B),G)), on note

X(G)(B) = {(zn)nez | ©n € G(B) et mrnt1 = 2n}.

Remarquons que X (G)(B) est un E-espace vectoriel ne dépendant que de la classe d’isogénie
de G.

Proposition 7.21. Soit B une A-algébre J-adique avec (w) C J. Soit I C J un idéal de B fermé
pour la topologie J-adique. Munissons B de la topologie J-adique et B/I de la topologie J/I-adique.
L’application de réduction modulo I induit alors un isomorphisme de FE-espaces vectoriels

X(9)(B) = X(G)(B/).
Démonstration. On a
G(B) > lm G(B/JY)
k>1

. k
lim G(B/I+J").
k>1

Ik

g(B/I)

qui induisent donc des bijections

X(G)(B) —» lim X(G)(B/J")
E>1
. k
lgn X(G)(B/I+J%).
E>1

K

X(9)(B/1)
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Quitte & remplacer B par B/J* I par I + J*/J* et G par G ® B/J* pour un k& > 1 on peut
donc supposer qu'il existe un entier k tel J¥ = 0. On a donc en particulier I* = 0 et 7*B = 0.
L’application de réduction

9(B) — G(B/I)

se dévisse en

G(B) =G(B/I*) — G(B/I* ') — G(B/I*"?) — ... — G(B/I*) — G(B/I).
Pour un indice ! compris entre 1 et &, puisque 7*B = 0 et donc 7%Lie G = 0,

ker (G(B/I') — G(B/I'™1))
est annulé par 7%. On en déduit que
ker (G(B) — G(B/1)

est annulé par .
Soit maintenant

= (2n)nez € ker (X(G)(B) — X(G)(B/I)).

On a donc pour tout n, 7k’ Tp = Tpyp2 = 0. Cela étant vrait pour tout n, = 0. L’application de
réduction

X(9)(B) — X(9)(B/I)
est donc injective.
Soit maintenant (z,)necz € X(G)(B/I) et pour tout n, &, € G(B) un relevement quelconque
de x,. D’apres le résultat précédent, pour tout n la suite
(ﬂ-mj;n-i-m)mzo

est constante pour m > 0. On vérifie alors facilement que 'application

(Tn)nez — lm 7" Zpqm
m——+oo

induit un inverse a ’application de réduction modulo 1. O

h d
7.5.2. Interprétation de l’isomorphisme Gg(Op) — (B*)W " en termes de quasi-logarithmes.
Soit maintenant G un O-module formel 7-divisible sur We,, (k). On note Gj sa réduction sur le
corps résiduel. Munissons Wy (OF) de la topologie (7, [a])-adique pour n’importe quel @ € mp non
nul (il s’agit de la topologie faible). D’apres la proposition I’application de réduction modulo
7 induit une bijection

X(9)(Wo,(0r)) — X(Gr)(OF).
De plus,

X(G1)(0Or) — Gr(OF)
(xn)nEZ — .

On dispose donc d’un isomorphisme de E-espaces vectoriels
X(9)(Wo,(Or)) — Gi(OF).

Soit G = G" la fibre générique de G comme Wo (k)g-groupe rigide analytique. Soit I'(G, Og) =
Hom(G,G7%). Muni de la topologie de la convergence uniforme sur les domaines affinoides de
G c’est un FE-espace de Frechet. De plus, lespace vectoriel T'(G, Og)[%] = Hom(g,@a)[ﬂ, les
fonctions rigides analytiques bornées, est dense dans cet espace de Frechet. Si x € G(Wp(OF)) il
y a une application d’évaluation



80 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

Lemme 7.22. Pour x € G(Wo(OF)), Uapplication d’évaluation précédente s’étend en une unique
application continue entre espaces de Frechet
Hom(G,G"Y) — BT
[ f).

Démonstration. Pour 7 > 0 notons w, la valuation de Gauss qui est la borne inférieur de la
valuation d’une fonction rigide analytique sur la boule de rayon ¢~ dans l'espace rigide G. On
vérifie par un calcul en coordonnées que pour f € I'(G, O¢) [%],

ur(f (@) 2 Wy, () (f)-
O

On peut donc définir pour f € Quasilog(G) = QuasiHom(G,G"%¥) (cf. section [7.3.3) et = €
Wo(OF), f(z) € BT. Concrétement, si (Ty,...,Ty) est un systéme de coordonnées formelles sur
g, f= ZaeNd as TH ...T;d et x = (21,...,2q4) € GWo(OF)) C W@(Op)d,

flz) = Z agxyt .oyt
a€eNd
dans Bt ou
G(Wo(Or)) ={(x1,...,24) € W@((’)F)d | Vi, x; mod m € mp}.

Lemme 7.23. Soit f : G — G""9 un quasi-morphisme. Il existe alors A € R tel que pour tout
meN, |77 f — f o™ < A.

Démonstration. 11 suffit d’écrire
|7+ f = fom™ o < sup{[|m(zx™ f = fom™)|loo, I(mf — fom) om0}
pour en déduit par récurrence sur m que
7" f = fom™|loo < [Imf = fomo.
O
Lemme 7.24. Soit (v,)nez € X(G)(Wo(Or)) et f € QuasiHom(G,G59). Les propriétés suiv-
antes sont vérifiées :

(1) La suite (7" f())nez est convergente dans BT .
(2) Si f est borné, ll)rf_l 7" f(x,) = 0.

(3) Siy est un autre élément de X(G)(Wo(OF)) alors
lim 7 (@ + ) = lim_ 7" f(z) + lim 1" f(y).
n—-+oo n

n——+00 — 400
Démonstration. Soit r > 0. On reprend les notations de la démonstration du lemme Pour
n,m > 0,

Ur(ﬂ'nerf(zn-&-m) — 7" f(2n)) nr + v (7" f(Tngm) — 7" f(20))
nr + Wy, (g, (7" f = for™)

nr + inf w. (7" f — fon™).
>0

(AVANLYS

Puisque f est un quasi-morphisme, d’apres le lemme [7.23]il existe une constante A indépendante
de m telle que inf,/sqw (7™ f — fox™) > A. On en déduit ausstot que la suite (7" f(zn))n>0
est de Cauchy dans B, d’ou le point (1). Le point (2) est immédiat et le point (3) ne pose pas
de probleme. O

Du lemme précédent on déduit que I'on dispose d’un morphisme de E-espaces vectoriels
X(G)(Wo(Op)) — Hom(QuasiHom(G,G."Y)/ ~,B")

@z — [f Jim 7S (o).
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Soit
D= HOIno(gk7 CW(’))
le module de Dieudonné contravariant de Gi. Rappelons (cf. fin de la section qu’il y a un
isomorphisme

D[1] = QuasiLog(G)/ ~ .

s
On a de plus vu qu’on a un isomorphisme canonique

X(9)(Wo(OF)) — Gr(OF).
On obtient donc un morphisme
Qk((’)F) — HOIHE(D[ ] s B+)

1
s

Proposition 7.25. Le morphisme G,(Op) — Homp(D[L], BY) construit via les quasi-logarithmes

de G coincide avec le morphisme du corollaire [7.16

Démonstration. Soit G = Spf(R) et G, = Spf(R/7R). Si
g = [gn]ngo S Homo(gk,CW@) - CW@(R/WR),

on note pour tout n, g, € R un relevement quelconque de g, dans 'idéal d’augmentation de R et

> gl " €T(G,00)
n<0
le quasi-logarithme associé. Remarquons que la série précédente est convergente pour la topologie
de Fréchet de T'(G, O¢). Pour tout z € G(Wn(OF)), I'évaluation du quasi-logarithme précédent
sur = vaut donc dans BT .
> 7" Gala) "

n<0
Siz = (p)nez € X(G)(Wo(Or)) il lui correspond I'application qui au quasi-logarithme précédent
associe
li n+m -~ qg "
i, 2™ G (@)
n<0
Commengons par vérifier que cette application D[%] — BT commute au Frobenius. Du point

de vue des classes d’équivalence de quasi-logarithmes, 1'action du Frobenius sur le module de

Dieudonné est donnée par
n —n+1
DL D DL
n<0 n<0
Il s’agit donc de montrer que
lim Z gvtm ap(ﬁn(xm))q_n = lim Zw"+m (Gn(2)9)*

m——+oo m——+oo
n<0 n<0

—-n

Or on a dans W (OF)
@(ﬁn(xm)) = gn(zm)? mod 7

== @(/g\n(xm))q = (ﬁn(xm)q)q mod 7"t
et donc . .
Z i ‘p(@\n(mm))q - Z Tt (gn (xm)q)q S 7"'mVVO((OF)
n<0 n<0
qui tend vers 0 lorsque m tend vers I'infini. On a donc montré que notre morphisme commute au
Frobenius.

Puisque le morphisme de Frobenius du module de Dieudonné D est m-adiquement topologique-
ment nilpotent, deux morphismes de D & valeurs dans BT compatibles aux Frobenius coincident
si et seulement si leur différence est & valeurs dans Wo(OFp). A (zn)nez € X(G)(Wo(OFr)) est
associé Ty := x9 mod 7 dans Gi(Op). Pour montrer le théoréme il suffit donc de montrer que

> Vi lgn(@o)] — lim T G () € Wo(OF).

m——+o00
n<0 n<0
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On a

Z 74 [gn(fo)] = Z " [gn(fo)q_n] .

n<0 n<0

Puisque [gy]n<o est un morphisme de Gy, & valeurs dans CWo il commute & I’action de 7™. Ecrivant
7" = VI"F™ comme endomorphisme de CWp et utilisant le fait que 7™, = xo on obtient que
lorsque n <0, m>0etn+m<0ona

m

b\n(fm)q = /g\n+m($€0) mod
[9n+m(To)] mod .

On a donc sous les conditions précédentes

~ -n

—(n+m)
gn (mm)q ]

—(n+m)+1.

= [gn4m(T0)? mod 7

Ecrivons pour m > 0

Z ﬂ_n-‘rm (Em — Z 7_(_n+mg xm q + Z n+7n xm) )

n<0 m+n<0 —m<n<0

Le second termes est dans W (OFp). De plus, d’apres la congruence établie précédemment

3w = V2 )] € Wo(Or).

m+n<0 n<0
Puisque Wo(OF) est fermé dans BT on en déduit le résultat en passant a la limite sur m. ]
Exemple 7.26. Soit (Tp,...,Ty—1) un systéme de coordonnées formelles sur G et § la loi de

groupe formel associée. Soit f € E[Ty,...,Ty—1] un logarithme. Si (yn)nez € X(G)(Wo(Or)),
7™ f(yn) = f(yo). Le morphisme défini par f,

(m%,+) — BT
§
est donc donné par

(o, Tg—1) —> f( lim [x" }g([ (")],...,[acgi)l]))

n—-+o0o
= lim 7 f(fag] o [20))).
ol [ﬁ"]g(x(()"),. m((in)l) (20, q-1) € m&b.

Exemple 7.27. Soit §17h la loi de groupe formel de l’exemple de réduction §1,, modulo .

k
Soit f(T) = i>0 % son logarithme. On a 7|3, , = T9. L’isomorphisme associé

(me, +) = (BH)? "
S1,n

est donc donné par

z+— lim f([ ]) = lim Z Wk_n’

n—-+oo

kEZ

On retrouve donc bien la formule donnée par la proposition [7.17 lorsque d = 1. On peut vérifier
plus généralement en utilisant les formules données par la proposition [7.7 que l'on retrouve bien
la formule de la proposition[7.17 lorsque d est quelconque.
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7.5.3. Application des périodes. Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos muni d’une
identification R(O¢) = O (cela ne signifie rien de plus que C' est muni d’un isomorphisme avec
un corps Cy, pour un m € Y, cf. . Soit G un O-module formel w-divisible sur O¢. Notons G, sa
réduction sur le corps résiduel de O¢. Nous ferons 'hypothese suivante : il existe une quasi-isogénie

p:Gr @k Oc/pOc — G o Oc/pOc

relevant 'identité de Gi apreés réduction via O¢/pO¢c — k. Une telle quasi-isogénie est alors
unique. Cette hypothese est équivalente a demander l'existence un idéal a dans m¢ contenant
pO¢ et un isomorphisme
pa: Gk @ Oc/a == G ®o. Oc/a

déformant l'identité de Gi. En effet, étant donnée une quasi-isogénie p comme précédemment,
pour un idéal a suffisemment grand dans me contenant pO¢, la réduction modulo a de p est
un isomorphisme. Réciproquement, utilisant la rigidité des quasi-isogénies, un isomorphisme p,
induit une quasi-isogénie p. Cette hypotheése est par exemple vérifiée s’il existe un sous-corps valué
complet de valuation discréte K de C, tel que G provienne par extension des scalaires d’un groupe
p-divisible sur Ok a O¢.

Considérons maintenant
X(g) (Oc)a

un F-espace vectoriel. Si G = G™9 ~ B est la fibre générique de G comme espace analytique rigide
en groupes, il s’agit de la limite projective des C-points du systeme projectif de boule ouvertes

X7 X X
G G

L’espace vectoriel X(G)(O¢) ne dépend ainsi que du groupe rigide analytique G. On a donc
X(9)(Oc¢) = X(G)(C) on

X(G)(C) = {(fn)nEZ | Tn € G(C)7 TLp4+1 = xn}
Proposition 7.28. Posons pour r €]0, +00],
X(9)r(Oc) = {(zn)nez € X(G)(Oc) | o € ker (G(Oc) = G(Oc/ar))}.

ot a, = {y € O¢ | v(zx) > r}. Cest un sous-Og-module m-adiquement complet du E-espace
vectoriel X (G)(C) définissant une structure d’espace de Banach sur X(G)(C). La topologie de
Banach ainsi définie ne dépend pas du choixz d’un tel r.

Si G, C G désigne le sous-groupe analytique rigide affinoide tel que G,(O¢) = ker (G(O¢) —
G(Oc/a,)), aprés choix d’'un systeme de coordonnées formelles sur G, G, s’identifie & la boule

fermée de rayon ¢~" dans G ~ B?. Le morphisme d’espaces rigides G Ty @ est étale fini, c’est un
revétement galoisien de groupe G[7](O¢). Notons pour tout n € Z, "G, C G I'image réciproque

de G, par le morphisme G X Gsin < 0 et 'image par le morphisme G X G de G, si
n > 0. C’est un sous-groupe affinoide de G. Alors, le réseau X (G),(O¢) de X(G)(O¢) = X(G)(C)
s’identifie a la limite projective des C-points du systéeme projectif de groupes analytiques rigides
affinoides

X7 X X7 — X
"G, <& "G < TG

ol les morphismes de transition sont des revétements galoisiens de groupe G[](O¢).

Soit
log : G — LieG ® G
le logarithme de G. C’est un revétement étale au sens de de Jong ([I1]) < galoisien de groupe le
groupe discret G[r*°](Ok) >. En restriction au sous-groupe affinoide G, log|, : G, — log(G,)
est un revétement étale galoisien fini de groupe G, NG[r>°](C). En particulier, si rg = inf{r | G, N
G[r] = 0}, en restriction & la boule ouverte U,s,,G,, log est un isomorphisme sur son image,
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d’inverse donné par I’exponentielle du groupe formel (dont le plus grand domaine de convergence
est justement U,~,, log(G;)). Le logarithme définit un morphisme de E-espaces vectoriels

log: X(G)(C) — LieG= Lieg[%]
(Tn)nez +—— log(wo)
de noyau le module de Tate rationnel de G,
Va(G) = {(xn)nez | Tn € G(O¢), TTpt1 = T, T =0 pour n K 0}.

On a donc une suite exacte d’espaces de Banach
log

0—Vi(G9) — X(G)(C) —> LieG — 0

ou V:(G) est un E-espace vectoriel de dimension finie et Lie G un C-espace vectoriel de dimension
finie. Une fois de plus, cette suite exacte ne dépend que du groupe rigide analytique G.

De la proposition on déduit que pour tout idéal non nul a C m¢, 'application de réduction
modulo a
X(9)(Oc) — X(9)(Oc/a)

est un isomorphisme de F-espaces vectoriels d’inverse donné par

. kA
>—>( lim 7 )
(yn)nEZ et Yn+k ez

ou §, € G(O¢) est un relévement quelconque de y,,.
Choisissons a tel que 71O¢ C a et la réduction modulo a de p,
Pa:GL®0c/a— G Oc/a

soit un isomorphisme. Composant Iisomorphisme précédent avec p; ! on obtient un isomorphisme
canonique de F-espaces vectoriels

X(6)(0c) = X(G1)(Oc/a).

Considérons maintenant le systeme projectif des (g,(gqf"))nzo avec comme morphismes de transition
le morphisme de Frobenius :
F - F F "y F

Qm—g,(f )%...%(jff VB

La limite projective des O¢/a-points du systéme projectif précédent est canoniquement
Gu(R(Oc/a)) = lim G " (Oc/a).
N

Remarquons maintenant qu’il y a un morphisme de systemes projectif

gk X gk X X gk X
| Jv
G <1 gl S gl Lo

Lemme 7.29. Le morphisme de systémes projectifs précédents induit un isomorphisme de E-
espaces vectoriels

lim Gv(Oc/a) =+ lim G (Oc/a) = Gu(R(Oc /).
N, xm N,F

Démonstration. Cela résulte de ce que G étant formel, pour n grand on peut écrire F™ = mu ou
u est une isogénie. O

Puisqu’on a des identifications canoniques Op = R(O¢) = R(O¢/a) on a donc défini un
isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(C) =X (G)(Oc) = Gk(OF).
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Rappelons (section que l'on a défini une structure d’espace de Banach sur le E-espace vectoriel
Gr(Op). On vérifie alors aisément la proposition qui suit.
Proposition 7.30. L’isomorphisme de E-espaces vectoriels
X(6)(Oc) — Gr(Or)
est un homéomorphisme d’espaces de Banach.

1
s
déduit donc que 'on a des isomorphismes d’espaces de Banach

X(6)(0c) <= Gu(Or) = HomWo(k)Q[F,V,,](DE],B"_) ~ @ ((B_,’_)Lph:ﬂ_d)
AeQn(o,1]
=2, (d,n)=1

Soit D[ ] le module de Dieudonné contravariant rationnel de G,. Des résultats précédents on

Smx

ot my est la multiplicité de la pente A dans la décomposition de Dieudonné-Manin de (D [ﬂ JF).
A Tidentification R(O¢) = OF est associée un morphisme
0:Wo(Or) — Oc
qui s’étend en
6:B" —C.
On peut alors interpréter géométriquement le morphisme composé
X(9)(0c) = Gi(Or) == Homyy yomv,)(D[2], BY) < Homg ), (D[], C).
Plus précisément, on dispose du lemme suivant analogue du lemme [7.24]
Lemme 7.31. Si f € QuasiHom(G,G>9) et (zn)nez € X(G)(C), la suite (7" f(xy))n>0 est
convergente dans C. Cela définit un morphisme de E-espaces vectoriels
X(G)(C) — Homc(QuasiHom(G,G."9)/ ~,C)
(Tn)nez +— lim 7" f(xy).

n—-+oo
La proposition qui suit donne I'interprétation géométrique annoncée dont la démonstration est
laissée au lecteur.
Proposition 7.32. Via l'identification D[ﬂ ® C = QuasiHom(G, G""), le morphisme composé

X(G)(C) % GulOr) > Homuy iy (D[2]. BY) %5 Homuyuyo (D[2].C) = Homo(D[1] 0. C)

coincide avec le morphisme (xy,)y — lir_P 7" f(xy,) du lemme précédent.
n—-—+0o0

Des résultats précédents on déduit la proposition suivante.

Proposition 7.33. Soit Do = D Q) C. Si l'on note Fil D¢, la filtration de Hodge du dual de
D¢ et

Fil Homy,, k)7 (D[ 2], BT) = 6, '(Fil D¢),
il y a un isomorphisme de suites exactes d’espaces de Banach

0

Vx(G) X(G)(CO) LieG 0

. l i 0. J/
0—— FllHomWO(k)[F] (D[%] R B+) E—— HomWo(k)Q[F](D [%] s B+) —— DE/FII DZ—; —0.
Exemple 7.34. Soit QNLh le O-module m-divisible sur Og de l’exemple . Si C = E, OfF =
R(O¢), la suite exacte

0 — Ve(Gip) — X(Gip) — LieGip[2] @ C — 0

T
s’identifie a la suite exacte

h,_ﬂ_
0— ker(0|(3+)¢h:,,) — (B*)w 40—
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h_ﬂ, . .
Les morphismes 0,00 ¢, ..., 0 0" 1 (B"‘)SD " — C sont donnés par les quasi-logarithmes de
Gi,n, 0 correspondant au logarithme.

8. ESPACES VECTORIELS FORMELS ET SPECTRAUX

Dans cette section on va encore plus loin dans l'interprétation géométrique des espaces de
Banach de la section [7] précédente. On garde les notations de la section précédente.

8.1. E-espaces vectoriels formels.

8.1.1. Définition. Soit R une Opg-algebre anneau I-adique pour un idéal I contenant w. Con-
sidérons le Spf(R)-schéma formel

I&d = Spf(R[[ﬂfl, e ,l'd]])

ou R[z1,...,xz4] est muni de la topologie I+ (x1,. .., zq4)-adique. Comme faisceau fppf sur Spf(R),
pour un Spf(R)-schéma U,

ANU) = {(21,...,2q) € T(U, Op)® | Vi, x; est nilpotent}.
Soit
o AT — AY
défini par a*z; = 2. Considérons le systéme projectif
Al & Al A

Sa limite projective ﬁ% comme faisceau fppf sur Spf(R) est représentée par le schéma formel qui
est le spectre formel de I’anneau

(UBE "t T)

n>0
ol la complétion est pour la topologie I + (x1,...,x4)-adique. Concrétement,
(U R[«Y ..., ﬂ)

n>0
= { Z agrit . 25 VA >0, VR EN, {a| o] < A, ay ¢ I*} est fini }

QGN[%]d
En particulier, si la topologie de R est la topologie discréte il s’agit des séries formelles a exposants
fractionnaires dans N [%] a support localement fini dans R‘j_. Nous adopterons la notation suivante.
Définition 8.1. Si R est un anneau adique nous noterons

R{zV ", a0 T} = ( U R4 ", o, ]])
n>0

Définition 8.2. Un E-espace vectoriel formel de dimension d sur Spf(R) est un Spf(R)-schéma

formel en E-espaces vectoriels isomorphe a .Z‘}% en tant que Spf(R)-schéma formel pointé.

8.1.2. E-espace vectoriel formel associé a O-module formel w-divisible en caractéristique positive.
Soit R une Og-algebre adique.

Définition 8.3. Soit G un O-module formel w-divisible sur R. On note X (G) le faisceau fppf

X(G) = lim G
N

ot les applications de transition sont G BEALEN g.
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Supposons maintenant R annulé par . Alors, ./ZdR = lim A9 ot les applications de transition
—

N
sont données par le Frobenius relatif de Ad /Spf(R). Si de plus R est parfait alors

R{{x1,...,xq}} = (R[[a:l, . ,zdﬂperf)
Proposition 8.4. Supposons R parfait. Soit G un O-module formel m-divisible.
(1) X(G) est un E-espace vectoriel formel
(2) Comme foncteurs
R-algébres adiques — E-espaces vectoriels
il y a un isomorphisme canonique
X(G) Z3GoR
ot
R : R-algébres adiques — R-algéebre topologiques
A — Iim A
—
N, Frobg

muni de la topologie limite projective.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme il y a un morphisme de systéemes pro-
jectifs

g X g X7 . X gk X7
G—"gahH <L g L

qui induit un isomorphisme
lim G 5 lim g ).
— —
neN, xmw neN,F

Bien stir, si A est une R-algebre adique parfaite
X(G)(A) — G(R(A)) = G(A).

8.1.3. Relévement canonique en caractéristique 0. Toute Fy-algebre parfaite A possede un unique
relevement en une Opg-algebre m-adique sans 7m-torsion, Wp(A). Si de plus A est I-adique alors
Wo(A) est adique relativement & 1'idéal (7) + ([a])acr. Cela définit un plongement de catégories

Wo : Fg-algebres adiques parfaites — Opg-algebres adiques sans m-torsion.

Lemme 8.5. Soit R une Fy-algébre adique parfaite et Wo(R) la Og-algébre adique associée. Le
morphisme de Wo(R)-algébres

U WoBh "....ah "1 — Wo(R{{z} ~,....25 "}})

n>0

s’étend en un isomorphisme de Weo (R)-algébres adiques

Wo(R){{z} ~,....ah "1} = Wo(R{{z} ~,....2h " }}).
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Démonstration. Le morphisme est continu et s’étend donc aux complétés. Les deux algebres sont
m-adiques sans m-torsion de réduction modulo 7 des algebres parfaites. Il suffit donc de vérifier
que le morphisme annoncé induit un isomorphisme modulo 7. U

De ce lemme on déduit que si R est une Fg-algebre adique parfaite et € = Spf(A) est un E-espace
vectoriel formel sur Spf(R) alors Spf(Wp(A)) est un E-espace vectoriel formel sur Spf(Wep(R)).

Définition 8.6. Soit R une Fy-algébre adique parfaite et € un E-espace vectoriel formel sur

Spf(R). On note € le E-espace vectoriel formel sur Spf(Wo(R)) égal a SpfiWo(A)) que Lon
appelle le relévement canonique de €.

Proposition 8.7. Soit R une F,-algébre adique parfaite et € un E-espace vectoriel formel sur R.
(1) Comme foncteurs
Wo(R)-algébres adiques —» E-espaces vectoriels,

il y a un isomorphisme
€~ €0 (— @wy(n) R)-
(2) Comme foncteurs
R-algébres adiques — E-espaces vectoriels
il y a un isomorphisme
¢~ ¢oWp.
ot
Wo : R-algébres adiques — Weo(R)-algébres adiques.
Démonstration. Cela résulte de la propriété d’adjonction de la proposition (tout du moins

une version améliorée de cette proposition pour des anneaux topologiques). O

Par exemple, si G est un O-module formel w-divisible sur R et X (G) désigne le relevement
canonique de X(G),

X(G) = X(G) o (= Qwor) R) 2 GoRo (= Ower) R) 2 GoR,
I'ismorphisme R o (= ®w,, (r) R) ~ R résultant de la proposition m

8.1.4. Espace vectoriel formel associé a un O-module formel w-divisible en inégales caractéristiques.

Proposition 8.8. Soit R une Og-algébre adique et G un O-module formel w-divisible sur R.
Supposons qu’il existe une Fy-algébre adique parfaite A munie d’un morphisme A — R/TR ainsi
qu’un O-module formel m-divisible H sur A et une quasi-isogénie

p:H®sR/TR— G®RRr R/TR.
Alors :
(1) X(G) est un E-espace vectoriel formel.

(2) Soit Wo(A) — R le relevement canonique du morphisme A — R/mR. La quasi-isogénie p
induit un isomorphisme

X(H)Ewo R — X(G)
ot X (M) désigne le relévement canonique de X (H).

Démonstration. 1l suffit de montrer le point (2). La proposition se traduit en disant qu’il
y a un isomorphisme de foncteurs sur les R-algebres adiques

X(G) =+ X(G) o (— ®r R/TR).
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Maintenant, si B est une R-algebre adique, il y a une suite d’isomorphismes fonctoriels en B
X@)®B) —  X(9)(B/7B)
——— X(H)(B/wB)
~ X(H)(B).

On en déduit facilement la proposition. O

Corollaire 8.9. Soit K|E un corps valué complet de corps résiduel kx parfait. Soit G un O-
module formel m-divisible sur Ok de fibre spéciale Gy, sur le corps résiduel. Fizons une section
de la projection Ok /1O — ki (si la valuation de K est discréte le relévement de Teichmyiller
fournit canoniquement une telle section). Supposons que Uidentité de G, se reléve en une quasi-
isogénie (nécessairement unique)

P Gk Ok Ok /10 — G ®0, Ok /10K
C’est bien sur toujours le cas si la valuation de K est discréte. Il y a alors un isomorphisme
X(g) = X(ng)é@Wo(kK)OK'
En particulier, I’espace vectoriel formel X (G) ne dépend que de la fibre spéciale de G.

Exemple 8.10. Considérons le cas de @m sur Z,. Soit le systeme inductif (Zy[U;])ien ot U; —
(14 Uis1)?P — 1. Il y a alors un isomorphisme

N — (Uzlvd)

i>0
™" —  lim U7,
k—+oo

ot la complétion est pour la topologie (p, Up)-adique. La loi de Qp-espace vectoriel formel associée

~

au systeme de coordonnées précédent sur X (G,,),

A Zp{{TP T3 = Z{{XP T YT T,
est alors donnée par
A(Tpi’n) — Z aa,/BXap77LYBp7”L
a,BeN[%]ﬁ[O,l]
at+B21

n
Qo3 = lim p

n——+oo <p”(1 —a),p"(1-78),p"(a+ B8 — 1))’
un entier p-adique qui lorsque p # 2 et ov # 1 ou bien 8 # 1 est de valuation 1—inf{v, (), v,(8), vp(a+

B}

8.2. Espaces spectraux. Etant donné un systéme projectif d’espaces rigides analytiques (X, )n>0
dont les morphismes de transition sont finis et surjectifs, en général ’espace 1{21 X, n’a pas de
neN
sens dans le contexte de la géométrie analytique rigide de Tate. Dans cette seciion on donne un
sens a ces objets lorsque chacun des X, est un espace rigide réduit quasi-Stein, le point étant qu’un
espace rigide réduit quasi-Stein X est complétement déterminé par lalgebre de Frechet I'(X, Ox)
munie de la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts admissibles quasicompacts. On
adopte pour cela le point de vue de Berkovich concernant la géométrie analytique p-adique ([4]).
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8.2.1. Généralités. On fixe K|Q, un corps valué complet pour une valuation & valeurs dans R
étendant la valuation p-adique.

Définition 8.11. Soit A une K-algébre topologique.
(1) On note
M(A)
Pensemble des valuations v : A — R U {400} continues étendant la valuation de K.
(2) Six e M(A) et f € A on notera v(f(x)) :=z(f) et |f(z)| :=p @),
(3) SiQQC M(A) et f € A on note
I la = sup{|f(2)] | = € 2.

(4) Un sous-ensemble Q C M(A) est dit borné s’il existe un voisinage U de 0 dans A tel que
sup{|f(z)|| feU, x €U} < 4o0.

Dire que les valuations que 1’on considére sont continues est équivalent a dire que pour tout
x € M(A), 'ensemble {z} est borné. Bien sir, si @ C M(A) est borné la quantité || f||q est finie.
Cela définit alors une semi-norme sous-multiplicative

H.HQ A — R+

vérifiant de plus pour tout entier positif n, || f™|lq = || f||q- Remarquons qu’une union finie d’ensem-
bles bornés et bornée et que bien siir, ; C €25 avec {2y borné implique que €2; l'est également.

Définition 8.12. Une K-algébre spectrale est une K-algébre topologique A telle que M(A) soit
union dénombrable d’ensembles bornés, la topologie de A soit la topologie définie par la famille de
semi-normes (||.||q)aBorne €t A soit séparée complete.

Nous adopterons la définition suivante concernant la topologie de M(A).

Définition 8.13. Soit A une K-algébre topologique. Munissons tout sous-ensemble borné de
M(A) de la topologie faible des applications de A & valeurs dans R U {+oo}. La topologie de
M(A) est alors la topologie limite inductive obtenue en écrivant M(A) = U Q.

Q borné

Les algebres spectrales A telles que M (.A) soit borné sont les algebres de Banach spectrales.
Dans ce cas la, M(.A) est compact non vide ([4] 1.2.1). On notera alors ||.[|oc := ||.[| A1(4)-

Il résulte de la définition des algebres spectrales que ce sont des espaces de Frechet. On vérifie
facilement la proposition suivante.

Proposition 8.14. Soit A une K-algebre topologique.
(1) Tout sous-ensemble borné de M(A) est compact.

(2) Si Q2 C M(A) est borné alors le complété (A, |.||q)  est une algeébre de Banach spectrale
de spectre un sous-ensemble borné Q¢ C M(A) contenant Q (< l’enveloppe conveze holo-
morphe > de Q). De plus, comme normes sur (A,|.[la) , |I.lla = ||- |l €t comme normes
sur A, ||-lla = |Illqe-

(8) Supposons que M(A) s’écrive comme une union dénombrable d’ensembles bornés. L’algébre

AP = lim (A, |]le) "
«—
Q borné

est une algébre spectrale munie d’un morphisme continu A — AP qui induit un homéomorphisme
M(A®P) =5 M(A). De plus, A est spectrale si et seulement si A — AP est un iso-
morphisme. Le foncteur A — AP est un adjoint a droite & Uinclusion de la catégorie

des algebres spectrales dans celle des K-algébres topologiques dont le spectre est union
dénombrable d’ensembles bornés.

(4) Si (An)nen est un systéme projectif d’algébres de Banach spectrales alors A = lim A, est
—

neN
spectrale. Si de plus les morphismes de transition An,+1 — A, sont d’image dense alors

M(A,) € M(A) est borné, M(A) = U,>oM(A,) et (A, ||.|\M(An))A S A,
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Rappelons que si (V,)nen est un systéme projectif d’espaces de Banach & applications de
transition d’image dense et V' = lim V,, est I’espace de Frechet associé alors les projections
—

neN
lim V,, =225 V; sont d’image dense et pour tout espace de Banach W,
—
n
lim Hom(V,,, W) — Hom(V, W).
—
neN
De cela on déduit la proposition suivante.
Proposition 8.15. La catégorie des K -algébres spectrales est équivalente a la pro-catégorie des

systemes projectifs de K-algébres de Banach spectrales (Ay)nen dont les morphismes de transition
sont d’image dense ot par pro-catégorie on entend la relation

Hom( lim Ay, lim By)= lim lim Hom(A,,Bp)
— — —
neN meN neN meN

pour (Ap)n et (Bm)m deuz systémes projectifs du type précédent.
Nous adopterons la définition suivante.

Définition 8.16. La catégorie des K-espaces spectrauz est la catégorie opposée a celle des K-
algébres spectrales. On note M(A) l’espace spectral associé a A. Si X est un K-espace spectral on
note | X| l’espace topologique associé

Tout systeme inductif (X,,),>0 = M(A,) d’espaces spectraux bornés possede une limite induc-
tive M( lim .A,,) dans la catégorie des espaces spectraux. De plus, si I’on se restreint aux systémes
—

n
inductifs du type précédent en supposant de plus que les images des morphismes A, 11 — A,, sont
denses, cela définit une équivalence entre la ind-catégorie de tels systemes inductifs et la catégorie
des espaces spectraux.
Tout espace spectral X définit un foncteur
K-algebres de Banach spectrales —— Ensembles
A — X(A).

qui caractérise completement I'espace spectral X. Si X = lim X, avec X,, = sp(A,) — sp(Ant1) =
—

n
Xnt1 et App1 — A, d'image dense alors le foncteur précédent est une limite inductive
X(5)= lim X, ().
n

Soit X un espace spectral. Tout x € X définit un corps valué complet K(z). Si X = M(A) et x
correspond a la valuation v : A — RU {400} soit p, = v~ ({+0oc}) € Spec(A) son support. Alors,
K(z) est le complété du corps des fractions de A/p, relativement & v. Si L|K est une extension
valuée complete, M(L) est réduit & un seul point et il y a une application

Hom(M(L), X) = X (L) — |X].

Chaque z € | X|, est 'image d’un élément canonique dans X (K(z)) qui s’envoie sur x via 'appli-
cation précédente. En particulier,

X(K) C [X]
qui est un sous-espace topologique totalement discontinu égal a
{z € |X|| K(z) = K}.

Enfin, d’apres ([4] 1.3.4) | X| est réduit & un seul point si et seulement si il est de la forme M (L)
avec L|K valuée complete.
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La catégorie des espaces spectraux possede des produits fibrés. Plus précisément, si X = M(A)
et Y = B) sont des espaces spectraux bornés alors

X x Y = M((A&xB)*)
ot (A@xB)*P est le complété spectral de ARk B qui est également le complété spectrale de la
K-algebre normée A®g B. Si X = lim X,,, Y = lim Y,, avec pour tout n X, et Y,, borné alors
— —
n n
XxY=Ilim X, xY,.
—
n
Remarquons enfin que si L|K est une extension valuée compléte on dispose d’un foncteur
extension des scalaires des K-espaces spectraux vers les L-espaces spectraux
X — X®xL
défini par M(A)®xL = M((A®k L)*F).

8.2.2. Espaces spectrauz associés auz espaces rigides quasi-Stein. Soit X = sp(A) un K-espace
rigide affinoide réduit. Alors, A est une K-algebre de Banach spectrale ([6] 6.2.4) et définit donc
un espace spectral que nous noterons X . Cela définit un foncteur pleinement fidele

K-espaces rigides affinoides réduits — K-espaces spectraux bornés.

L’espace topologique associé a ’espace spectral est I’espace sous-jacent de ’espace analytique de
Berkovich.

Soit plus généralement X un K-espace rigide quasi-Stein réduit. Rappelons que cela signifie
que X possede un recouvrement affinoide admissible X = U,>oU,, avec U, C U,41 un domaine
de Weierstrass (c’est a dire I'(Up41,Ox) — I'(Up, Ox) d’image dense). Munissons I'(X, Ox) de
la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts admissibles quasicompacts de X. Alors,
I'(X,0Ox) est une K-algébre spectrale. Nous noterons X" = M(T'(X,Ox)) lespace spectral
associé. L’espace topologique | X "] est celui de I’espace analytique de Berkovich associé & X . Cela
définit un foncteur pleinement fidele

K-espaces rigides de Stein réduits — K-espaces spectraux.
Les sous-ensembles bornés de | X*"| sont ceux contenus dans un domaine affinoide. De plus, si
X = Up>oU, est un recouvrement affinoide admissible de X avec U, C U,+1 un domaine de
Weierstrass,
X" = lim U™
—
n

dans la catégorie des espaces spectraux.

Exemple 8.17. L’espace spectral associé a la boule ouverte de dimension d, B est le spectre de
l’algebre de Frechet

{ Z anzt ..zt | Vp <1, lm |as|pll =0}
aend |a] =400

munie de la famille de normes de Gauss (||.||,),<1 associée aux limites précédentes.

8.2.3. Espaces spectraux €tales. Soit X un espace topologique compact totalement discontinu.
Considérons l'algebre de Banach des fonctions continues sur X a valeurs dans K, C°(X, K) munie
de la norme sup. Il s’agit d’'une K-algebre de Banach spectrale. De plus 'application naturelle

X — M(C*(X,K))
est un homéomorphisme. De tout cela on déduit que I'on a un foncteur pleinement fidele
Espaces topologiques compacts tot. discontinus < Espaces spectraux bornés

On notera )
X — X¢ =sp(C°(X, K))
ce foncteur.
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Plus généralement, soit K une cloture algébrique de K et C = K. Notons G = Gal(K|K).
Soit X un espace topologique compact totalement discontinu muni d’une action continue de G .
Dans la suite le symbole C*° désigne les fonctions localement constantes. Faisons agir G sur les
fonctions de X & valeurs dans K via la formule (0.f)(x) = o(f(o~*(z))). Considérons la K-algébre

A=C>®(X,K)%
munie de la norme de la convergence uniforme. Il y a un homéomorphisme
X/Gg = M(A) = M(A*P).

On note alors

X .= M(A%P).
Comme précédemment, la correspondance X + X est fonctorielle. Remarquons de plus que I'on
a X¢QxC = X ou dans le membre de droite on a oublié action de G . Néanmoins on prendra
garde qu’a priori en général AR C # C%(X,C).

Plus généralement, soit X un espace topologique localement compact totalement discontinu
union dénombrable de compacts et C°(X, K) la K-algebre des fonctions continues sur X & valeurs
dans K. Munie de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de X c’est une algebre
spectrale. De plus

X 5 p(C(X, K)),
les sous-ensembles bornés étant les sous-ensembles relativement compacts de X . Notons
X =sp(C(X, K))

comme espace spectral. Alors,
X = lim Q°
—
Q
ou {2 parcourt les sous-ensembles compacts de X. Comme précédemment, ce foncteur s’étend en
un foncteur X — X de la catégorie des espaces topologiques localement compacts totalement
discontinus union dénombrables de compacts munis d’une action continue de G i vers les K-espaces

spectraux.

8.2.4. Limite projective de tours d’espaces rigides quasi-Stein. Afin de construire de nouveaux
espaces spectraux a partir des espaces rigides nous avons besoin de la construction suivante.
Supposons donné un systéme projectif (X,,),>0 de K-espaces rigides réduits affinoides dont les
morphismes de transition X, ;1 — X,, sont finis et surjectifs. Notons X,, = sp(A,). L'hypothese
sur les morphismes de transition implique que les morphismes induits d’algebres de Banach

(Ans [[-lloe) — (Antr; [1-lloo)

sont des isométries. Munissons 1’algebre limite inductive

A = lim A,
—

de la norme associée ||.||~ telle que pour tout n le plongement
An = Ax

soit une isométrie. Notons

Ao
le complété de Ao, relativement a cette norme. On vérifie alors aisément que :
- (AAOO, |.]loc) est une K-algebre de Banach spectrale.
— L’application naturelle d’espaces topologiques M (A, ) — 1<£n M(A,,) est un homéomorphisme
n

-Si X = M(.Z;) comme espace spectral borné alors les morphismes naturels X — X2"
n € N, identifient X & une limite projective du systeme (X/"),>o dans la catégorie des
espaces spectraux.
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Plagons nous maintenant dans un cadre plus général. Faisons les mémes hypotheses que précédemment
concernant le systeme projectif (X, ),>0 mis & part le fait que ’on suppose seulement que les (X, ),
sont des K-espaces rigides réduits quasi-Stein qui ne sont pas nécessairement affinoides. Ecrivons
Xy sous la forme
Xo = U Ui,

i>0
un recouvrement affinoide admissible avec U; C U;41 un domaine de Weierstrass. Si p,, : X,, — X,
notons

Ui,n = p;l(Uz)
Pour tout 7, le systeme projectif (U; n)n>0 satisfait les hypotheses précédentes et on peut donc
considérer 1’espace spectral borné
—
n>0
Lorsque ¢ varie ces espaces spectraux forment un systéme inductifs. De plus si on note sp(5;) cet
espace spectral alors les morphisme B;;1 — B; sont d’image dense. On vérifie alors que

lim lim U;, = sp( lim Bi)

— —

i>0 n>0 i>0
est une limite inductive du systéme projectif (X,,)n>0 dans la catégorie des espaces spectraux.
Cette limite projective s’écrit également de la fagon suivante. Soit pour tout n, X,, = sp(A4,). La

norme sup sur l'ensemble U, ,, définit une semi-norme ||.||; , sur A,,. Les inclusions (A, ||.|li.n) —
(Ap,|l-lint+1) étant des isométries cela définit une semi-norme ||.||; sur

Ase = An.
Alors, lim X, est le spectre de l’algebre spectrale complétée de A, relativement a la famille de
—

n
semi-normes (||.|/;)i>o0-

Exemple 8.18. Soit K une cloture algébrique de K. Supposons donné un systéme projectif
(Xn)n>0 de K-espaces rigides étales ayant un nombre dénombrable de composantes connezes &
morphismes de transition finis surjectifs. Chaque X, €étant un espace rigide de Stein cela définit
un systéme projectif d’espaces spectrauz (X),. Soit X = lim X, (K) muni de son action con-

—

n

tinue de Gk . Alors,
) ) ==\ €t
@ Xon = ( {Zn Xn(K)) .
n n
Exemple 8.19. Soit G un groupe p-divisible sur Spec(Ok) de fibre générique G, = (G[p"| @ K)p>1
sur Spec(K). Pour tout n, G,[p"] est un K-schéma étale fini et I' = lim G,[p"]"" définit donc
—

n
un K -espace rigide étale en groupes. Alors,

. an ~, ét
lim T ~ V; (G)
N
ot les morphismes de transition dans la limite projective sont I'*™ ZPy Tan,
8.2.5. Fibre générique de certains schémas formels. 1l y a un foncteur fibre générique
X— X"

de la catégorie des Spf(Of)-schémas formels affines formellement de type fini, c’est & dire dont
I'algebre est de la forme

Oxlar,.... ey, .. yun) /1déal
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avec pour idéal de définition (p,x1,...,z,), vers les K-espaces rigides quasi-Stein. Si X = Spf(A),
I est un idéal de définition de A alors I'algebre de Frechet I'(X"9, Oxrig) admet la description
suivante :

, . ~ .1
P, Oxeis) = lim ((A[2],ep) [2])
k>0
comme limite projective d’algebres de Banach ot la complétion dans la formule précédente est la
complétion w-adique.

Définition 8.20. Soit X un SpflOc¢)-schéma formel affine, X = Spf(A) avec A adique et I un
idéal de définition de A. Pour tout k > 0 considérons la Ok -algébre

Ay = A

%]zelk
et A\k son complété w-adique. Soit 212 [%] l’algébre de Banach associée et
B = tm &[],
k>0
une K -algébre de Frechet. Soit BP son complété spectral. On note alors
X .= sp(B°P)
comme K -espace spectral.
Alinsi si X est un Spf(Og)-schéma formel affine formellement de type fini réduit, via le plonge-

ment X — X" des K-espace rigides réduits quasi-Stein dans les C-espaces spectraux on retrouve
la définition classique de X", c’est & dire avec les notations précédentes (X79)%" = X,

Comme foncteur

X" . K-Algebres de Banach spectrales — Ensembles
A — XA

ot A° = {a € A | ||al]joc < 1}. Cela caractérise complétement I'espace spectral X",

Proposition 8.21. Soit (X,)n>0 un systéme projectif de Spf{(Ok)-schémas formels affines formelle-
ment de type fini dont les morphismes de transition sont adiques finis libres et surjectifs. Il y a
alors un isomorphisme canonique

(lim %,)"" = lim xon
— —
n>0 n>0
ot si X, = Spf(Ay), I est un idéal de définition de Ay, lim X, est le spectre formel du complété
—
n>0
I-adique de |J,,~q An.-
Démonstration. Les projections lim X, — X lorsque k varie induisent des morphismes com-
—
n>0
patibles (lim X,,)*" — X" lorsque k varie et donc un morphisme naturel comme dans ’énoncé.
—
n>0
Si A est une K-algebre de Banach spectrale on a
(lim 2,)"(A4) = (lim X,)(A°)

n>0 n>0

Le morphisme précédent est donc un isomorphisme. O
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oo

Définition 8.22. On note K{((z? ... ,xh 7)) la K -algebre

{ Z aax?t . xgt | an € K, Vp <1

lim  |aq|pl® = 0}.
a|——+oo
aEN[%]d

Pour une série f =3 aqxi' ... 25" dans cette algébre et p < 1 on pose

. 174
I1£1l, = sup {Jaalp!*! | @ € N[1]7}.
On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 8.23.

(1) La K-algébre K((z’f—m,...,xs_w)) munte de la famille de normes (||.||,)o<p<1 est spec-
trale.
(2) On a
Spf(OK{{ljlf ) 71"57 }})ﬂn = M(K<<$;l1) s a$57 >>>
(3) On a
M(K((ah ",y 7)) = lim B
n>0

ot BY est la boule ouverte de dimension d spectrale et les morphismes de transition sont
donnés sur les coordonnées de cette boule par (x1,...,xq) — (2f,...,28). Via cette iden-
tification, pour 0 < p < 1 la norme ||.||, est la norme sup sur le compact

lim |B(0,p?" )| C | lim BY|
— —
n>0 n>0

ot B0, pP ") désigne la boule spectrale fermée de dimension d et de rayon pP .

8.2.6. Lien avec les algébres de Frechet BT. L’anneau BT défini précédemment (5.2.3) admet la

généralisation suivante.

Définition 8.24. Soit R une F,-algébre adique parfaite. Si J est un idéal ouvert de R notons

Bj = <WOE(R) [%]161) - [%]’

une E-algébre de Banach ot la complétion est pour la topologique m-adique. Si I est un idéal de
définition de R on pose alors
BE = @ B;}c
k>1

comme E-algébre de Frechet.

Bien sir la définition de Bt précédente ne dépend pas du choix de l’idéal de définition I
choisit. On vérifie que le Frobenius des vecteurs de Witt s’étend en un Frobenius bijectif ¢ sur
B7T. L’anneau noté BT précédemment n’est rien d’autre que BgF.

On vérifie aussitot la proposition suivante en utilisant le lemme [8.5

Proposition 8.25. Il y a un isomorphisme canonique d’algébres de Frechet

—oo —oo

BT e 2 Wo, (K)o ..., 2P .
({0 a? ) op (k)o{(a] )
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8.3. Espaces de Banach spectraux associés aux espaces vectoriels formels. Soit K|FE
une extension valuée complete et G un O-module formel 7-divisible sur Ok . Notons kg le corps
résiduel de Ok et G, la réduction de G sur ce corps résiduel. On suppose que kg est parfait et
on fixe une section kx — Ok /7Ok de la projection Ok /7O — ki . Comme précédemment on
fait I'hypothese que l'identité de Gy, se relevre en une quasi-isogénie
PGk, ® OK/WOK —a® OK/WOK.
Notons
G = (gm’g)an —_ gan
le groupe sepctral associé a la fibre générique G de G.
Définition 8.26. On note
X(G)= lim G
—
N
dans la catégorie des K -espaces spectraux ou les applications de transition dans la limite projective
sont G =" G.

Bien stir X(G) est un groupe dans la catégorie des espaces spectraux et méme un E-espace
vectoriel dans cette méme catégorie. Le plongement X (G)(K) C | X(G)| et la topologie de | X (G)]
munissent X (G)(K) d’une structure d’espace topologique dont on vérifie qu'’il s’agit d’une struc-
ture de E-espace de Banach. Plus précisément, si U C G est un sous-groupe affinoide du groupe
rigide G™9 alors

: —n an
lm (p~"U)" € X(G)
neN

est un sous-Og-module spectral borné compact du E-espace vectoriel spectral X (G) dont les
K-points forment un réseaux définissant la topologie de Banach de X (G)(K).

Proposition 8.27. Soit X (Gi,.) le relévement canonique sur Wo (ki) de Uespace vectoriel formel
X(Giy)- Il y a un isomorphisme canonique d’espaces vectoriels spectrauz

X (Gr)OK =~ X(G).
En particulier, X (G) ne dépend que de la fibre spéciale G, de G.
Démonstration. C’est une conséquence de la proposition et du corollaire O

On vérifie également que cet isomorphisme induit un homéomorphisme d’espaces de Banach
X(Gri)(R(Ok)) ~ X(G)(K).
8.4. Interprétation géométrique de I’application des périodes.

8.4.1. Morphismes de Banach spectraux associés auz quasi-logarithmes. Soit K|E une extension
valuée complete et G un O-module formel n-divisible sur O . Notons G = G** comme O-module
spectral. Soit f : G"9 — G un quasi-morphisme (def. . Soit U C G™ un sous-Og-module
affinoide et U™ le groupe spectral compact associé. Notons
X(U) = lim (p7"U)" = M(Ap).
N
Pour tout enier n la fonction rigide

pU 2 G
définit par composition avec la projection

X(U) — ()™
une fonction fy ., € Ay.

Lemme 8.28. La suite (p" fu.n)nen est convergente dans l'algébre de Banach spectrale Ay. Si f
est un quasi-morphisme borné cette suite tend vers 0.
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Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme |7.24 O

Notons
g = lim fy, € Apy.
n—-+oo

Faisant varier U on obtient un élément

g € lim Ayp.
—
U
Cependant,
X(G) = lim X(U) = M(lim Ay)
U U
et donc g définit un morphisme
X(G) — GI"

dont on vérifie aisément qu’il s’agit d’'un morphisme de F-espace vectoriels spectraux.

On a donc défini un morphisme de K-espaces vectoriels
QuasiHom(Q”g, Gglg)/ ~— Hompg_e.y. spectraux(X(G)7 ng)-
Exemple 8.29. Reprenons l’exemple c’est a dire le cas du groupe multipicatif formel. L’i-
somorphisme Spf(Zp{{Tpfoo}}) — X(Gy,), c’est a dire la loi de Q,-espace vectoriel formel de
Dezemple induit un isomorphisme d’espaces spectrauz sp(Q,((TP ~))) —= X (GI'9), ou en-
core une loi de groupe spectral en une variable. Dans ces coordonnées, le logarithme
log : X(G%") — G
est donné par la série

> ela) - e Q)

1
aeN[p]
a>0

ot €(a) € {1} est égal a1 sip=2 et (—1)® ™42 ginon.
8.4.2. Interprétation géométrique de lapplication des périodes et géométrisation des espaces de
Banach-Colmez. Soit G un O-module formel 7-divisible sur O comme précédemment. Il y a une
suite exacte pour la topologie étale de O-modules rigides analytiques
. . 1 .
0 — G [r>*] — g™ —%¢, LieG® G — 0.

Elle induit une suite de O-modules spectraux

. 1
0 grzg [ﬂ,oo]an gan 08g Lleg ® ng 0.
Appliquant le foncteur lim (—) & cette suite, ol les morphismes de transition sont donnés par
—

N
(-) Rai (—), on obtient une suite de F-espaces vectoriels spectraux

0 — Vo(G)* — X (Grp )™ ®K — LieG @ G — 0.

Cette suite est exacte au sens suivant. Dans la catégorie des groupes spectraux, V;(G)" est le
noyau du morphisme de droite. De plus, si C|K est une extension valuée compléte algébriquement
close alors le morphisme induit

ét

X (G, )™™(C) — LieG® C

est surjectif. On vérifie en fait que si K = C est algébriquement clos et A une C-algebre de Banach
sympathique au sens de [9] alors la suite associée d’espaces de Banach

0 — Vi(G) — (X(Gr)*"&C)(A) — LieG @A — 0

est excate. La suite précédente est donc une suite exacte d’espaces de Banach de dimension finie
au sens de Colmez ([9]). Le point supplémentaire que l'on a gagné par rapport a [9] est que les
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espaces de Banach-Colmez précédents ne sont pas seulement définis comme foncteurs abstraits
sur des C-algebres sympathiques mais possedent un faisceau structural. Ainsi, si X (Gx) = Spf(R)
alors

X(Gr)™&C = M(Bf&C).

9. L’ALGEBRE GRADUEE Ppg .

9.1. Généralités.

9.1.1. Définition. On reprend les notations de la section

Définition 9.1. On note
PE,W

=)

d>0
_d
une E-algébre graduée dont on note Pg rq = (BJF)Q'OEJr ses éléments homogénes de degré d.

L’application canonique P, — BT est injective et identifie P, & une sous-E-algébre de BT.
D’apres la proposition les éléments homogenes de degré 0 sont

Pgro=FE.

9.1.2. Changement d’uniformisante. Soit 7’ une autre uniformisante de E. Notons
Lo = {u € Woy (K)g | ¢(w) = ur'},
un F-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique d’algebres graduées
Up 7 Pr @p Symy Ly o — Pr

donné par la recette de la section De plus, si " est une troisiéme uniformisante, via 1’iso-
morphisme canonique

Lﬂ',ﬂ" (25 Lﬂ'/,7r” ? L7r,7r”
on a

quﬂT" = uﬂ_/)ﬂ.u o Uﬂ-,ﬂ—'.

9.1.3. Changement de corps E. Soit E},|E 'extension non-ramifiée de degré h de E, E), = Wo,, (k)wh:*’d.

On a alors
d

_ + L,Oh =7
PEh,‘n’*@(BE) B .
d>0
D’apres la section [6.3| on a alors un isomorphisme canonique d’algebres graduées
Pr r e ®r El, — PE,, x.he-

Soit maintenant E’|E une extension totalement ramifiée et mg/, g, des uniformisantes. Soit

Loy nn = {2 € Wop (K)o | ¢(u)rp = urh, P},

un FE-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique

. ~
PE,ﬂ'E,o QE SymELﬂ'E,TrE/ ” PE’,‘/TE/,[E’:E]c-
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9.2. Produits de Weierstraf3.
Définition 9.2. Notons pour d € N
M, = {J: € Wo(Op)\ 7Wo(OF) | = 7 mod W@(mp)}.

Les éléments de M, sont primitifs de degré d au sens de la définition [6.41] Par exemple, soit
Q € Op[X] tel que Q(X) = X? mod 7 et Q(X) =7X mod X2. Soit € € mp \ {0} alors

[G]Q
e = [el/q]Q €M,
(cf. déf.|6.27)). Pour b € My on a
. @ (b)
lim =1

dans BT. Le produit infini

(b
est donc convergeant dans B*. On aimerait associer & un tel b un élément < H Ld El ) . H ©"(b) » dans
™
n>0 n<0

Py 4. Malheureusement le produit H ©™(b) n’est pas convergent et on ne sait pas définir en toute
n<0

généralité des éléments dans B de diviseur fixé a I'avance (cf. [6.56)), c’est & dire ici un élément

de B de diviseur ), _,div(¢"(b)). On va voir que l'on peut tout de méme le définir de fagon

détournée en remarquant qu’il doit satisfaire une équation fonctionnelle.

Remarque 9.3. Notons x = b mod 7 € Op. Bien que le produit Hn<0 ©™(b) ne soit pas conver-
gent, on peut donner un sens a sa réduction modulo w de la facon suivante : on a
< [[ 2" =a%ncod” =277 >
n<0
Bien stur, aucune de ces expressions n'a de sens. Ceci dit, 27T q bien un sens d multiplication
par un élément de ¥ -prés. C’est grace a ce type de < miracle > que l'on peut définir [1,<0%™(b)
a un E*-multiple prés grace au lemme qui suit.

Proposition 9.4. Pour tout b € B> non nul, le E-espace vectoriel
{z € B®" | p(z) = bz}
est de dimension 1.

Démonstration. Si by, by sont dans cet espace vectoriel et non-nuls, by /bs € Wo (F) [%] vérifie

©(b1/ba) = by /by. Puisque Wp (F)(gzld = E on en déduit que la dimension de ’espace vectoriel en
question est inférieure ou égale a 1. Il faut maintenant montrer qu’il est non nul. On peut supposer
que b € Wo(Op) \ nWo(OF). Définissons par récurrence sur n une suite (z,),>1 d’éléments de
Wo(Or) telle que a1 =z, mod 7", 21 ¢ TWeo(OF) et

o(zyn) = bz, mod 7.

Soit by € Op \ {0} le terme constant de b, b = by mod 7. On pose z1 = [a] out @ est une solution de
I'équation X9~ = by. Supposons défini x,,. Soit 2 € OF tel que ¢(z,) = bx, + 7"[2] mod 7" +1.
On cherche 2,41 sous la forme x, + 7™[u]. On voit facilement qu’il suffit de prendre pour « une
solution de I’équation U? — boU — z = 0. O

Définition 9.5. Pour b € My, on note
¢" (b)
I (b) = H d
n>0

et I~ (b) n’importe quel élément non nul de Wo(Or) vérifiant o(I1~ (b)) = bII~ (b). On pose alors
I1(b) = IIF(b)IT (b).
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Les éléments I1~ (b) et II(b) ne sont donc définis qu’a multiplication par un élément de E* pres.
Soit
M = | J Mg,
d>0
un monoide pour la loi de multiplication. On vérifie immédiatement que pour by, by € M,
II(byby) = II(by )11 (b2)
& un élément de E* pres. De plus pour b € My, on a II(b) € E* et My est un sous-groupe de
Wo(OF)*,
My = ker (Wo(OF)X — Wo(k)x)
L’application IT définit donc un morphisme de monoides
Im: M/My — (P, \{0})/E*.
Remarquons de plus que 'application b — Wy (Op)b induit un plongement de M/Mj dans le
monoide des idéaux principaux non nuls de Wo(Op).
9.2.1. Diviseurs sur Y/¢”. Reprenons les notations de la section
Définition 9.6. On note Divt(Y/¢?) les diviseurs D € Div*'(Y) wérifiant ¢*D = D.
Si D € DivT(Y) est un diviseur de support fini on vérifie que la somme infinie
> @™ D e Divt(Y/p")
ne”Z

est bien définie. Cela résulte de la formule p o ¢ = gp (cf. sect. Cela définit un morphisme de
monoides i,
Divt (¥ )amss —27 5 Divt(Y/ %)
dont on vérifie facilement qu’il est surjectif. Notons maintenant
P={J P\ {0}
d>0

comme monoide multiplicatif. La fonction diviseur définit alors un morphisme de monoides

div : P/E* — DivT (Y/?).
On vérifie que le diagramme

M/Mj P/E*

divi \Ldiv
Ynez "

Divt (Y )ginis —=> Div*t (Y/ %)

est commutatif.
Théoréme 9.7. Dans le diagramme précédent de monoides les propriétés suivantes sont vérifiées :
(1) Le morphisme diviseur
div : M/My — Div™" (Y) finis
est un isomorphisme.
(2) Le morphisme
I M/My — P/E*
est surjectif
(3) Le morphisme diviseur
div : P/E* — Divt (Y/p")
est un isomorphisme.
(4) Le monoide P/E> est le monoide abélien libre sur (P \ {0})/E*.
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Démonstration. Commengons par I'assertion (1). Si D =}y am[m] est un diviseur & support
fini sur Y, m = () ot 2w € Woo(Op) est primitif de degré 1 alors div([], z%) = D. Le

a;

morphisme est donc surjectif. Pour z,y € M, d’apres le théoreme on peut écrire v = [, ., x;
ety = HjeJy?j ou les (z;)ier, resp. (y;);jes, sont primitifs de degré 1 et engendrent des idéaux
distincts de Wo (Or). L'égalité div(z) = div(y) implique alors qu’il existe une bijection u : I — J
tells que pour tout i € I on ait a; = by et (z;) = (Yu(;)) comme idéaux de Wo(Op). On en
déduit que (z) = (y) et que donc, = et y ont méme classe dans M /M.

Passons aux assertions (2) et (3). Soit f € Py non nul. Soient pg > -+ > pg—1 les pentes de
Newt(b) sur les segments [i,7+ 1], 0 <7 < d — 1. Les pentes de Newt(f) sont alors les (X\;);ez ol
A; est la pente sur le segment [¢,7 4+ 1] et I'on a pour k € Z et 0 < i < d,

Akavi = q " .
On en déduit que si mg, ..., mg_1 € Y sont les < zéros de f > associés aux pentes Ag, ..., A\g—1 (cf.
prop. [6.52),
div(f)= Y [¢"(m)].

nez
0<i<d—1

Ecrivons pour 0 < i < d, m; = ([z;] — ) avec z; € mp \ {0}. Pour tout entier n > 1, on peut écrire

f sous la forme
k

avec g, € BT. Comme dans la preuve du théoreme [6.50| lim g, = g € B>t et

n—-+oo
d—1 +o0 q*
“i
rea I (-5
i=0 k=0
Soit maintenant s
T = H(’]T — [2]) € My
=0
La relation o(f) = 7 f implique
p(9) = g
et donc & un élément de E* pres, g = I1~ (z), soit
f=1(x).
Les points (2) et (3) en résultent. Le point (4) est alors une conséquence de ce que Div' (Y /%)
est le monoide abélien libre sur I'ensemble quotient Y/Z. 0

9.3. Produits de Weierstraf3 associés aux éléments de degré 1 et logarithmes. Soit
Q € Op[X] tel que @ = X?mod 7 et Q = 7X mod X2. Soit LT la loi de groupe formelle de
Lubin-Tate telle que [r]|z7, = Q. La proposition suivante est bien connue.

Proposition 9.8. Dans lUespace de Fréchet des fonctions rigides analytiques sur la boule ouverte
de dimension 1 sur E, la suite

("]
ﬂ-TL
converge vers le logarithme de LT .
Démonstration. Rappelons que 'on note @, = [1"]z7. Montrons d’abord que la suite de

I'énoncé est convergente. Soit r > 0. Pour f = >,.,axX" notons w,(f) = ér;fo{v(ak) + kr}.
Il s’agit de montrer que -

: —(n+1) ) —
nll)r—&r-loowr(ﬂ- Qn+1 T Qn) +o00.

Constatons que
7 Qu — Q= 1 T (Q(X) — 7X) 0 Q.
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Puisque Q(X) — X € X?0Og[X], on a donc
we ("I Qu iy = 77"Qn) 2 —(n 4 1) + 2w (Qn)-

Choisissons m un entier positif tel que r > Notons pour tout entier k, LT g [7*] les

1
g1
points de m*-torsion de la loi de groupe formel de Lubin-Tate £T ¢ dans une cloture algébrique
fixée de E. Pour n > m on a alors

wr(Qn) > wr(Qn/Qm)
= Z wr(X - C)

CELT Q[m\LT [m™]

n—1

= Z Z wr(X _C)

R=m CELTQIn I \LTglr*]
Mais si ¢ € LT g[n* 1)\ LT g[7*], on a v(¢) = m et donc si k >m

1
w (X =) =v(() = Py
On obtient alors que
w(Qn) >n—m

ce qui implique que

wr(7r*(n+1)Qn+1 —77"Qn) >n—1-2m —+> +o00.
n—-+0o0o

On a donc prouvé la convergence de la suite (77"Q;,),>1. Notons f sa limite, une fonction rigide
analytique sur le disque ouvert de rayon 1. Les zéros de f sont exactement les points de torsion de
la loi de groupe formel L7 ¢ et coincident donc avec ceux de son logarithme log 7o La fonction
méromorphe g = f/log,+ o est donc holomorphe sur le disque ouvert de rayon 1 et sans zéros. De
plus, pour tout entier positif n

golm"lery =9
Or, pour un point x € IB%(F), la boule ouverte de rayon 1,

lim [7"]z7,(x) = 0.

n—-+4oo

La fonction g est donc constante. Puisque f/(0) = 1 on conclut que f = logz7, - O

Remarque 9.9. Supposons le polynome @Q wunitaire. On aimerait développer le logarithme en
produit de Weierstrass sous la forme

X
x ]I (1—?).
CELT g[m°]

Malheureusement ce produit n’est pas convergent puisque dans l’expression précédente |(| — 1. La
proposition précédente nous dit que quitte a regrouper les termes on peut former un tel produit
convergent et obtenir un développement comme dans [36]

logpr, =X H ( H (1- %))

n20  CeLT Q[m"TN\LT g[x"]

[elo

Soit € € mp \ {0} et ue = ig € M; (déf.[6.27). De la proposition précédente on conclut que
1
+ —
I (UE) - logETQ ([G]Q) W[El/q]Q .

Or on a IT~ (u.) = [¢}/9]g. On en déduit donc que
M(ue) = 10gLTQ([€]Q)~
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Il s’en suit que 'on dispose d’un diagramme commutatif

~

mp \ {0} ———= (mp \ {0})/0F v Y/*

ng
(BT)?=m\ {0}
ou le morphisme horizontal mp \ {0} — Y est donné par € — (u.), le morphisme ¥ — Pg 1 \

{0}/E* par l'application qui & 'idéal (a) avec a € M; associe II(a)E* et le morphisme vertical £
est celui de la proposition |7.6)

~

P \{0}/E*

9.4. La suite exacte fondamentale.
Théoréme 9.10. Soient my,...my € Y de générateurs ay,...,aq € My. Soit pour 1 < i < d,
t; =(a;) € (BT)?=". Il y a alors une suite exacte d’espaces de Banach

d
0— E.Hti — (B*)“o:wd — BT /my...myg — 0.
i1

Démonstration. L’exactitude au milieu est une conséquence du point (3) du théoreme Pour
tout 4, le morphisme (B*)?=™ — BT /m; = Cy,, s’identifie & 'application logarithme d’un groupe
de Lubin-Tate de hauteur h sur le corps Ci, et est surjective (cf. section [7.5). On montre alors
facilement par récurrence sur d que le morphisme de gauche est surjectif. O

Exemple 9.11. Si E = Q,, ¢ € mp \ {0}, Q(X) = 1+ X)? — 1, u. = %, m = (ue),

tm = log([1 +¢€]), il y a une suite exacte
_d
0 — Qptt — (BN — BT /m? — 0.
On retrouve donc la suite exacte fondamentale de [19].

Corollaire 9.12. Soitt € Pgpr1,t# 0 et m € Y tel que div(t) = Y ., 0" m. Il y a alors un
isomorphisme canonique d’algebres graduées

Pp o /tPp. — {f € Cu[T] | f(0) € E}.
Démonstration. Soit 0y : Bt — Cp. Le morphisme d’algebres graduées Pg . — Cy[T] donné
en degré d par x + 0n(z)T? induit un morphisme Pg ./tPg . — Cn[T]. Utilisant le théoréme
[0.10] on vérifie que c’est une injection d’image les polynomes & terme constant dans E. O

On peut également généraliser la proposition 5.1.3 de [19].

Théoréme 9.13. Soientmy,...,mg € Y de générateursay,...,aq € My. Soient 1~ (a1),..., 11 (aq) €
B%T normalisés de telle maniére o ce qu’ils appartiennent ¢ Wo(Op) \ 1Wo(Or). L'idéal de
Wo(Op) formé des x € Wo(Op) tels que ¥n > 0, ¢™(x) € my...my est lidéal engendré par

I (a1)...1II" (aq).

Démonstration. Dire que pour tout n > 0, ™ () € my ... my est équivalent & dire que
d
div(z) > Z Z [ (m;)].
i=1 n<0

Le théoreme se déduit alors du point (1) du théoréme [6.55] O

10. LA COURBE
10.1. Définition et théoréme principal. On reprend les notations des sections précédentes.

Définition 10.1. On note
XE = PI‘Oj(PEm—E).
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La notation précédente « X g > ne fait pas référence a 'uniformisante 7z pour une bonne raison ;
bien que 'algebre graduée Pg ., dépende du choix de cette uniformisante, d’apres I'isomorphisme
noté ur . de la section et [24] prop. 3.1.8 (iii) le schéma X ne dépend pas canoniquement
de ce choix. Notons enfin que puisque Pg 0 = EF, Xg est un E-schéma.

Théoréme 10.2.

(1) Le schéma Xg est une courbe compleéte de corps de définition E dont tous les points fermés
sont de degré 1.

(2) Si E'|E il y a un isomorphisme canonique Xpr — Xp Qp E'.

(3) Pour toutt € Pg 1 non nul, V*(t) = {cos}, le liew d’annulation de la section hyperplane
définie par t, est formé d’un seul point. De plus, le corps résiduel Cy de Xg en oos est
un corps valué complet algébriquement clos extensions de E. On a alors une identification
canonique & une puissance de Frobenius prés R(O¢,) = OF.

(4) L’application
(Pera \{O})/E* — | Xg|
t.E* — ooy
est une bijection. Il y a de plus une bijection naturelle
Y/¢" = | Xpl.
(5) Pout un tel t, Uanneau local Ox,, 0, est un anneau de valuation discréte d’uniformisante

t. Son complété s’identifie canoniquement a ’anneau de valuation discreéte B;R asSOCi€ au
corps résiduel en ooy.

(6) Soit B;is g l'anneau de Fontaine associé au corps résiduel en 0os. Il y a une identification
Canonique
+ _ +
BE - m (pn (Bcris,E) .
n>0
Soit 1 1
YE= YE=
_(n+ 1 _ (p+r1
Be - (Bcris,E [?:I) - <BE[?]> :

On a alors

Dt (t) = Xg \ {ocs} = Spec(B.)
et Be est un anneau principal. De plus, si ords, est la valuation sur B. induite par le
plongement B. C Byg, le couple (B, —ordy,) est presque euclidien (def. @)

(7) Si E'|E, via le revétement étale X — X g Uimage réciproque d’un point fermé x € | Xpg|
est constituée de [E' : E]-points de méme corps résiduel que celui de x.
(8) L’application degré induit un isomorphisme
Pic(Xg) — Z.
(9) On a Hl(XE,OXE) =0.

Démonstration. D’apres les théorémes[0.7] [0:10]et son corollaire[0.12] les hypotheses du théoréeme
sont vérifiées. Utilisant également les résultats de la section|2.3] on en déduit facilement toutes
les assertions du théoréme, hormis les points (2) et (7). Le point (2) se déduit de [24] 2.4.7 (i) et
de la section dont il résulte qu’il y a un isomorphisme d’algébres graduées

PErpe @8 E' == Pg ., (5K

Le point (7) résulte de ce que le le morphisme Xpr — Xp est étale fini de degré [E' : E] et de
ce que le corps résiduel en un point fermé de Xg est algébriquement clos. O

Notons pour tout h > 1, Ej, = Wo,, (k)“’}EJ:Id Iextension non-ramifiée de degré h de E.

Corollaire 10.3. La tour de courbes (Xg, )n>1 est une sphére de Riemann généralisée au sens

de la définition [{.20,
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10.2. Uniformisation rigide analytique et choix d’un fibré ample. Soit M(BE) I’espace

topologique de Berkovich introduit dans la section Soit B \ {0} le disque ouvert épointé
comme espace rigide analytique sur F. Il y a un homéomorphisme et un plongement (cf. section

et prop. [6.30)
(B(F)\{0})/05 = Y < M(B})
eOp — (ue).

On peut alors penser aux éléments de Y comme aux < points classiques > de l'espace de
Berkovich M(B}). Les points fermés de la courbe |Xp, | sont alors uniformisés par ces points
classiques,

Y/QDhZ — |XEh |
On peut alors penser au choix d’'un fibré en droites sur la courbe Xg comme correspondant au
choix d’un facteur d’automorphie, un cocyle dans Z'(¢%, (Bf)*) = Z' (g%, (B%1)*). Les classes
d’isomorphisme de fibrés sont alors en bijection avec H' (%, (Bgﬁ)x) qui sont les classes de -

%"")X. Celle-ci sont classifiées par leur valuation m-adique,

B/~ =z
[B] —  vr(b).

conjugaison dans (B

Faisons comme si I'uniformisation précédente avait un sens précis. Sib € (B?E’"’) X notons Ly, le fibré
en droites sur X obtenu via I'uniformisation précédente, moralement celui-ci a pour réalisation
géométrique
(Y x AY/)Z — Y/Z
ol Z agit sur Y via les puissances de ¢ et sur A! via les puissances de b. On a donc
H°(Xg, L) = (BT)¥=".

Une des premieres étapes dans la preuve des théoremes de classification de Kedlaya et Hartl-Pink
consiste & montrer que si M est un ¢-module alors pour n > 0, H(M(n)) # 0 ot M(n) est
obtenu a partir de M en tordant le Frobenius par 7™. Cela nous pousse a décréter que le fibré L,
est ample. Nous avons en quelque sorte forcé cela en définissant la courbe comme étant le schéma,
associé a l’algebre graduée des puissances tensorielles de £, = Ox(1).

10.3. Le corps des fonctions rationnelles sur la courbe. Notons E(Xg) le corps des fonctions
rationnelles sur la courbe Xg c’est a dire Ox, , ol 7 est le point générique de Xg. Il s’agit du
sous-corps de Frac(Pg, ) formé des éléments de la forme £ avec x et y homogenes de méme degré.
La proposition qui suit dit que ce corps s’identifie en fait & un corps de < fonctions méromorphes
sur l'espace M(B};) » invariantes sous ¢.

Proposition 10.4. On a l’égalité E(Xg) = Frac(Bf)#=14.
Démonstration. On a bien sir E(Xg) C Frac(Bf)¢=!4. Dans l'autre direction, soient z,y €
B} \ {0} tels que

sﬂ(g) = g

Le diviseur div(z) — div(y) € ZY est donc invariant sous . On en déduit facilement qu’il existe
Dy, Dy € DivT (Y/¢?) tels que
le(.’E) — le(y) = D1 — DQ.
D’apres le point (3) du théoreme [9.7)il existe d,d’ € N, a € Py et b € Py tels que div(a) = D; et
div(b) = Dy. On obtient alors dans Div*(Y),
div(ay) = div(bx).
D’apres le point (2) du théoréme ﬁ cela implique D'existence d’une unité ¢ € B*[ﬁ]x, a €
mp \ {0}, telle que
bx = cay.
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Appliquant ¢ a I’équation précédente on obtient

o(c) = ¥ ~de.

Cette équation implique que vo(c) = 0 et donc

ceBT={z¢ B*[ﬁ] | vo(2) > 0}.

On a donc d’ > d et ¢ € Py _4. Cela implique que ;€ E(Xg). O

11. DEUX RESULTATS SUR LES PERIODES DES GROUPES p-DIVISIBLES

Les résultats de cette section seront utilisés dans la preuve du théoreme de classification des
fibrés sur la courbe X g construite précédemment.

11.1. Le cas de ’espace de Lubin-Tate. Soit Fq la cloture algébrique de Fy dans k, n > 1 un
entier et H un O-module formel 7-divisible de dimension 1 et de O-hauteur n (cf. sec. [7.3). Un
tel O-module formel est unique & isomorphisme non-unique pres. Notons D (H) le O-module de
Dieudonné covariant de H (on prendra garde que dans la section cette notation désignait le
module de Dieudonné contravariant). Il est muni d'un opérateur V associé & I'isogénie F/= : H —
H@. On a
Do(H) =<e,Ve,...,Ve >

ot Ve = re. Soit En" = Wo, (F,) et X I'espace des déformations par isomorphismes de H sur
Spf(Ogzr). C'est un Spf(O g7 )-schéma formel non canoniquement isomorphe a

E”'L’V'
Spf(OE;; [[J,‘l, . ,l‘n,lﬂ).

Soit X" la fibre générique de X comme Enr -espace analytique de Berkovich. Cet espace est
isomorphe & une boule ouverte de dimension n — 1. Si K|E™" est une extension valuée compléte
pour une valuation a valeurs dans R,

X(K) =X(0k) ={(H,p)}/ ~
ou H est un O-module m-divisible sur Ok et

P H®Fq Ok /pOx — H ®p,. Ok /pOk

est une quasi-isogénie de hauteur 0 de O-modules m-divisibles. Soit P le Enr -espace analytique
de Berkovich associé a la variété algébrique qui est 1’espace projectif sur Do (H). Il y a alors un
morphisme de périodes
X" —P

défini par Gross et Hopkins dans [22] et généralisé par Rapoport et Zink dans [40], chap. 5. Nous
n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit K |E\”T comme précédemment et
[(H,p)] € X*(K). On peut alors définir une O-extension vectorielle universelle Ex(H) ([16],
appendice B.3) et considérer son algebre de Lie, Lie Ex(H), qui est un Ok-module libre de rang
hto (H). Elle est munie d’une filtration de Hodge

0 — Vo(H) — Lie Eo(H) — Lie H —» 0.

ou Vo(H), la partie vectorielle de la O-extension vectorielle universelle, est égale & wyp /Iwgp
avec HP le dual de Cartier de H et I = ker(Ox ®z, Op — Ok). Le O-module de Dieudonné
Do (H) s’interpréte comme P'évaluation d’un cristal algebre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle (cf. [I6], app. B.3). La quasi-isogénie p induit alors un isomorphisme

px : Do(H)[£] ® g K — Lie Eo(H)[£].
Via p,, la filtration de Hodge précédente définit donc un point de P(K') qui est I'image de [(H, p)]
par l'application des périodes 7.

Théoreme 11.1 ([34], [22]). Le morphisme des périodes 7t : X°™ — P est surjectif.
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Le théoreme pécédent se traduit plus concretement de la fagon suivante. Il dit que pour tout
K|E\“T, tout y € P(K), il existe L|K une extension de degré fini et z € X*"(L) tel que 7(z) = y.
Dans [34] le théoréme est démontré lorsque K est de valuation discrete et E = Q,, mais les
arguments s’adaptent aussitot au cas général. On déduit également facilement ce théoréeme du
corollaire 23.15 de [22].

Voici maintenant la traduction du théoreme précédent en termes de théorie de Hodge p-adique.

Théoréme 11.2. Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos tel que R(O¢) = OF, c’est
a dire C = Cy, pour unm € Y. Soit 0 : BE — C' le morphisme déduit. Soient Xg, ..., \p_1 € C
non tous nuls. Alors, le morphisme

(BH* — ©
n—1
x — Z b (' ())

i=0
est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension n, V. De plus, si tp € B}, désigne la
période d’un O-module formel w-divisible de dimension 1 et de hauteur 1 sur O¢ (un groupe de
Lubin-Tate), avec les notations de la déﬁm’tion tp =1I(z) ot x € My est un générateur de m,
le morphisme B -linéaire

VepBi — (Bf)"
11 — (x, wr(T),..., ga%fl(x))
est injectif de conoyau annulé par tg.

11.2. Le cas de l’espace de Drinfeld. On garde les notations de la section précédente. Soit
maintenant D une algebre a division centrale sur E d’invariant % Ecrivons

D = Og, 1],

Wo, (k)¢&=I? = E,|E étant I'extension non-ramifiée de degré n et IT une uniformisante de D ;
II" =7 et Vo € B, on a llx = og(z)II. On note Op = Og, [II] son ordre maximal.

Soit S un Og-schéma sur lequel p est nilpotent, resp. Spf(Og)-schéma formel. Rappelons que
d’apres Drinfeld ([12]), un Op-module formel spécial sur S est O-module formel 7-divisible G sur S
muni d’une action de Op tel que Lie G soit un Op ®p, Og-module libre de rang 1. Concretement,
cette derniére condition signifie que localement pour la topologie étale sur S (en fait il suffit de
prendre le revétement S ®p, Og, — S), si

LieG = @ (Lie G),

T:OE,L‘—>OS

ou O, C Op agit sur (LieG), via 7, pour tout 7, (LieG), est un Og-module localement libre
de rang 1.

Notons can : E, — Wo(k) le plongement canonique. Soit G un Op-module formel spécial sur
k. Son O-module de Dieudonné covariant se décompose en

Do(G) = P Do(G);

1€L/NL

ou O, agit sur Do (G); via o5 ocan : O, — Wo (k). Relativement & cette graduation du module
de Dieudonné on a

deg(V) = deg(II) = +1.

On peut donc associer a un tel G un O-isocristal

(Do (G)o[L], VD).
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Supposons maintenant que G soit de O-hauteur n?, c’est & dire Do (G)g est un We (k)-module de
rang n. Si M C Do (G)o est un réseau et A = ®7 ;' TI'M on a
n=dimG = [A:VA] =n[V IM : M] +[M : 7M)]
—_——

n

et donc [V'IIM : M] = 0. Le point terminal du polygone de Newton de (Do (G)[L],V " I) est
donc 0. De plus,
LieG = @ Do(G)i/VDo(G)i-
1€L/NL

ol chacun des éléments de la graduation est un k-espace vectoriel de dimension 1. Puisque II"™ = 7,
qui induit le morphisme nul sur Lie G, il existe un indice i € {0,...,n — 1} tel que IL.Do(G);, =
VD(G);,. Alors, II7°D(G);, est un réseau invariant sous VI dans Do (G)o. De tout cela on
déduit que

i
(Do (G)o[], VT)
est un O-isocristal unité i.e. isocline de pente 0. On montre alors que la correspondance

Gr— (Do(G)o[L], V1)

™
induit une équivalence entre les Op-modules formels spéciaux de hauteur n? & isogénies pres et
les O-isocristaux unité.
En particulier, si k est algébriquement clos, la correspondance
V=
G+— ]D)o(G)o [l]

s

induit une équivalence entre la catégorie des Op-modules formels spéciaux a isogénie pres et les
F-espaces vectoriels de dimension n.

2

Soit maintenant G un Op-module formel spécial de hauteur n? sur une cloture algébrique F,

de F4». Notons
W - D(’) (G)o [ 1

s

]V:H’

un F-espace vectoriel de dimension n. Soit Qle Spf(O g7 )-schéma formel paramétrant les déformations

par quasi-isogénies de hauteur 0 de G. Soit 2 = Qon la fibre générique de Q comme En7 -espace ana-
lytique de Berkovich. Soit P I'espace analytique de Berkovich associé a 'espace projectif P(W) ..
Il y a alors un morphisme de périodes

7: 0 — P
Nous n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit donc K |§’E" une extension
valuée complete et [(G, p)] € Q(Ok) = QK). Ici, G est un Op-module formel spécial sur O et

p: G@OK/])OK — G®0K/pOK

est une quasi-isogénie de hauteur 0. On a une décomposition de I’algebre de Lie de la O-extensions
vectorielle universelle
Lie Eo(G) = @) Lie Eo(G);
i€Z/nZ

ca

ou E, agit sur Lie Fp(G); via E,, — Enr 22y Err M K On a de méme une décomposition
de la filtration de Hodge
Lie Eo(G) = € LieEo(G)i » €P Lie(G); = LieG
1€L/NT 1€EL/NZ
sur laquelle IT agit comme un opérateur homogene de degré +1. De plus, p induit un isomorphisme
gradué
pi : Do(G)[1] ®gm K = Lie Eo(G)[1]
et donc sur la partie homogene de degré 0,

pe : W o K =Do(G)o[L] ®zm K — Lie Eo(G)o[2].
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Via p,, la filtration de Hodge de G définit donc un morphisme surjectif
W @ K — (LieG)o 1]
et donc un élément de l'espace projectif P(K). Cet élément est #([(G, p)]).

Théoréme 11.3 ([12]). Le morphisme des périodes 7 : Q — P induit un isomorphisme entre §)

et Uouvert de P
P \ U e
HeP(W)(E)
qui est le complémentaire des hyperplans E-rationnels dans l'espace analytique P sur le E-espace
vectoriel W.

Remarque 11.4. Dans [38], Lafaille démontre également que l'image du morphisme de périodes
précédent est celle annoncée.

Voici la traduction du théoreme précédent en termes de théorie de Hodge p-adique.

Théoréme 11.5. Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos tel que R(O¢) = Op, c’est
a dire C = Cyp pour un m € Y. Soit 6 : BE — C' le morphisme déduit. Soient \g,...,Ap_1 € C
linéairement indépendants sur E. Alors, le morphisme

|
-

n

(555 —

I
o

)

(T0s -y Tpo1) (g&&(ﬁ@ﬂ))ﬁﬂnl
i=0 =

est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension n?.

Plus précisément, munissons @?;01 (B“‘)S(J ~" de la structure de D-espace vectoriel définie par

(20, -y 2n 1) = (950, - @ (n 1))
et pour tout a € E,, a.(xg,...,2n—1) = (axo,...,axy_1) via la plongement canonique E, C

(B+)#"=1. Alors, ce noyau V est un sous-D-espace vectoriel de dimension 1 de @/~ (B*)” 7.
De plus, le morphisme naturel

n—1
VerBi — @(BH"
i=0

(Zoy ooy Tpo1) @1 — (gpj(mo), cey <pj(xn_1))ogj§n71

est injectif de conoyau annulé par t'k.

12. FIBRES VECTORIELS

12.1. Fibrés en droites.
12.1.1. Classification et cohomologie.

Définition 12.1. Soit d € Z. Si Pg ;[d] désigne Ualgébre graduée Pg . décalée de d vue comme
Pg r-module gradué, on note

OXE (d) = Evﬂ'[d]
comme faisceau de Ox,-modules (cf. [24] 2.5.3).

Pour tout d, Ox,(d) est un fibré en droites sur Xg i.e. Ox,(d) est localement libre de rang 1.
De plus,
OXE (d) = OXE (1)®d'
Bien que nous ne l'indiquions pas dans la notation, contrairement a la courbe Xz qui ne dépend
pas canoniquement du choix de I'uniformisante 7 (cf. remarque apres la def. , le fibré Ox (1)



COURBES ET FIBRES VECTORIELS EN THEORIE DE HODGE p-ADIQUE 111

en dépend. Bien str le choix d’une autre uniformisante fournit un fibré isomorphe, mais non
canoniquement.
Comme anneau gradué,
PE,ﬂ' = @F(XE7 OXE (d))
d>0

et on peut donc penser & Ox, (1) comme < un fibré trés ample ». Un élément s € Pg 4 \ {0}
définit un diviseur de Cartier (Ox,(d),s). Si s = H?:l t; avec t; € Pgr1, V1 (t;) = {00}, on a
I’égalité de diviseurs de Weil

d
div(s) = > [00;] € Div(Xp).
i=1
Soit t € Pg 1\ {0} et V*(t) = {oo} de corps résiduel C. Soit BT Y, € le morphisme associé
(il est bien défini & composition par une puissance de ¢ pres). On a X \ {oo} = Spec(B,) avec
B, = (B*[%])wzld et @XE’OO = B;‘R d’uniformisante ¢. Rappelons (prop. ) que les fibrés sur

Xg s’identifient aux couples (M, N) ou
— N est un B;‘R—module libre,
- M CN [%] est un sous-B.-module libre de méme rang que N engendrant le B;r-espace
vectoriel N[}] (de fagon équivalente M est un sous Be-module libre de N[1] tel que M ®p,
Bgr = N [%])
D’apres la proposition si le fibré £ correspond a la paire (M, N), le complexe de cohomologie
RT(Xg, ) s’identifie &
M®N — N[i]
(myn) — m—n.
Le fibré Ox,,(d) correspond alors au couple (B.,t~?B},). Soit deg = —veo : Be — NU {—o0}.
Il y a alors une identification
H(Xp,0x,(d) = Be Nt~ "Bjjy = Bges=
via l'isomorphisme
Pprg — Bgee=!

T

La suite d’inclusions donnée par le cup-produit par t € H(X}, Ox, (1))

Xt Xt

HY(Xp,0x,) =% HY(Xp,Ox, (1) =5 ... H'(Xp, Ox,(d)) =%
s’identifie alors a la filtration de 'anneau B,
E = BgegSO c Bgegél C.---C Bgegﬁd c.
On obtient alors le résultat suivant.
Théoréme 12.2.
(1) Il y a un isomorphisme
Z —» Pic(Xp)
d — [Ox.(d)]
d’inverse donné par le degré
deg : Pic(Xp) = Z.
(2) On a
Pgraqsid>0
0sid<0

qui s’identifie ¢ B3®<? aprés choir d’un point 0o € | Xp|.

H(Xe, Ox, () = {
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(8) On a aprés choiz d’un point oo € | Xg|, si B;R = @X,Oo d’uniformisante t,
0sid>0
HY(Xp,Ox,(d) = .
(X5, Oxz(d)) {B;R (Bjpt?+ E) sid<0
12.1.2. Comportement via le changement de niveau. Soit E'|E et
TE'/E - Xp — Xg.
Il y a alors un isomorphisme non canonique
T pOx s (d) = Ox,, ([E" : E]d).
Lorsque E' = E;, = Wo, (k)?5=19 est I'extension non-ramifiée de degré h et que l'on utilise
I'uniformisante 7 de E' comme uniformisante de £, pour définir Ox (d) il y a un isomorphisme
5,/ 50X (d) = Oxy, (hd)
canonique.
12.1.3. Interprétation géométrique de la suite exacte fondamentale. Soitd > lets € H(Xp, Ox,(d)) =
Pg 4 non nul. Il y a une suite exacte
0— Ox, — Ox,(d) — F — 0.
olt F est un faisceau cohérent de torsion sur Xg. Puisque H'(Xg,Ox,) = 0, la suite exacte
précédente induit une suite exacte
0—E—% Pprqg— H(Xg,F) —0
Sis=][[_,ty out; € Pgr1, VT(t;) = {x;}, pour i # j on a z; # x;,
T

i=1"1i

F = @il’i*oXE,a:i/(t?i)’

i=1

ol iy, : {z;} — Xg. Silon note B, = Ox, 4, la suite exacte précédente se récrit donc

T T
0— E. Ht;“ — Prrd — @BjRi/(t;”) — 0.
i=1 i=1
Ce n’est rien d’autre que la suite exacte du théoreme [9.10]

12.2. Le coéne sur la courbe Xp et sa désingularisation canonique. Commencons par
quelques rappels non présents dans [24]. Soit A = @ ,., Aq un anneau gradué engendré par ses
éléments de degré 1 comme Ag-algebre et X = Proj(A), un Spec(Ap)-schéma. Posons Ox (1) =

A[l], un Ox-module localement libre de rang 1 et
E =V(Ox(1)) = Spec(Symp, Ox (1)) — X
la réalisation géométrique de ce fibré en droites. Soit
C = Spec(A)

le cone sur X, un Spec(Ap)-schéma. Il est muni d’une action de G, via la graduation de ’anneau
A ot G,, agit sur les éléments homogenes de degré d, Ay, via le caractere z — 2%, Le morphisme
C — Spec(Ap) est G,-invariant. Il est de plus muni d’une section canonique

C

v

Spec(Ao)

qui est < l'origine du cone >, donnée par le sous-schéma fermé associé a l'idéal d’augmentation
AT de A. Il y a alors un isomorphisme

~

(C\V(AT))/Gr — X.



COURBES ET FIBRES VECTORIELS EN THEORIE DE HODGE p-ADIQUE 113

Plus précisément, il y a un morphisme G,,-invariant C \ V(AT) — X qui est le G,,-torseur
E\ {0} associé & Ox (1). L’identification entre E\ {0} et C\ V(A™) se prolonge en un morphisme
Gp-équivariant

E—C

qui identifie E & I’éclatement du sous-schéma fermé V (A™T) de C, la fibre exceptionelle étant la sec-
tion nulle du fibré E. Ainsi, le cone C est obtenu par < contraction > de la section nulle de E. Dans le
cas de notre courbe X g, I'éclatement E — Spec(Pg ) est une < désingularisation > de Spec(Pg )
puisque E est un schéma régulier de dimension 2. Résumons les propriétés de Spec(Pg ) que 'on
peut déduire des résultats sur la courbe Xg.
Proposition 12.3. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(1) L’anneau Pg . n’est pas noethérien, l'idéal d’augmentation P]:;7T n’étant pas de type fini.

(2) Le schéma Spec(Pg ) \ V(PE”) est noethérien régulier de dimension 2.

(3) Sit1,ta € Pp.1 sont linéairement indépendants sur E alors Spec(Pg.) \ V(Pg ) =

D(t1) U D(t2). On a alors Pg,ﬁ =/ (t1,t2).
(4) L’éclatement du schéma Spec(Pg ) le long du sous-schéma fermé V(PEW) est noethérien
régulier de dimension 2.

12.3. Fibrés de rang supérieur : définitions et premiéres propriétés. Pour h > 1 on note
Th XEh — XE.
Définition 12.4. Soit h > 1.

(1) Pour d € Z on note

OXE (d7 h) = ﬂ-h*OXEh (d)
(2) Pour A = % € Q avec (d,h) =1 et h > 1 on note
Ox,(A\) =Ox,(d,h).
Puisque le morphisme 7, est étale fini de degré h, Ox, (d, h) est un fibré de rang h et de degré
d. On a I’égalité de pentes
/“L(OXE ()‘)) = A

On a la description suivante en termes de modules gradués. Soit

M(d,h) = €D (B) 7

€N

ih+d

C’est un Pg = @ieN(Bﬂ“”:”i-module gradué. Alors,

O (d,h) = M(d, h)
et
€N
Soit t € Pgr1 \ {0}, V7 (t) = {oo}. Soit Xp \ {oo} = Spec(B.) avec B, = (BJF[%])@E:M et
B;‘R = (5XE_,DO. On a alors
_ h _
™, (Xg \ {o0}) = Spec(BL[§]#==9).
En les termes de la classification de la proposition le fibré vectoriel Ox, (d,r) correspond au
triplet (M, N, u) ol
— M est le B.-module libre B*[%]W}}é:”
h
- N= (B:[R)
— ona

d

h ___d ~
w:BY[1]95=" @p, Bar — (Bar)"

z®1 — (z,¢0p(x),.. .,@%_1)@)).
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Puisque (Xg, )n>1 est une sphere de Riemann généralisée, les résultats de la proposition m
sont, disponibles. Nous ne les réécrirons pas. La proposition qui suit est laissée au lecteur, elle ne
pose aucun probléme.

Proposition 12.5.
0sid<0
(BE)?E="" sid >0
(2) Soit t € Pg .1\ {0}, {00} = V(1) et Bip = Ox,.o0. Alors,

0sid>0
Bln /(B + Ep) sid <0

(1) HO(Xp, O, (d, 1)) = {

HY(Xp,Ox,(d, h)) = {
Définition 12.6. Pour A € Q nous noterons Dy lalgébre a division centrale sur E définie par
Dy = Ey[I] si A = %, (d,h) =1, avec I" = 7t¢ et pour tout v € By, llx = op(z)IL.
Proposition 12.7. Il y a un isomorphisme
Dy — End(Ox,(\)).
Démonstration. Si A = £, (d,h) =1,
HOHI(OXE (>‘)7 OXE ()‘)) = HO(Xh’ OXE (_>‘) ® OX;L (A))
Or, d’apres le point (4) de la proposition on a
2
Ox,(—\) ® Ox,(\) ~ OF".
On a donc
dimg End(Ox, (\)) = h?,
1l suffit donc de construire un plongement Dy < End(Ox,(\)). Ecrivons Ox,(\) = ]\/[/(c\i',/h) ol
hiﬂ,ih#»d
M(d,h) = @,y (BT)7 . Bien siir, M(d, h) est un Ej,-espace vectoriel. On vérifie alors que
le morphisme
D)\ — EndPE,ﬂ-mod‘gradué(M(d7 h))
II — @07 'vp

induit le plongement cherché. O

12.4. Classification des fibrés : énoncé du théoréme.
Théoréme 12.8.

(1) Pour X\ € Q, les fibrés semi-stables de pente A sur Xg sont les fibrés isomorphes a des
somme directes finies du fibré Ox,(N).

(2) Pour A € Q, il n’y a sur Xg, d isomorphisme prés, qu’un seul fibré stable de pente )\,
Ox,(N). La catégorie abélienne des fibrés semi-stables de pente A est équivalente a celle
des DS -espaces vectoriels de dimension finie.

(3) La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur Xg est scindée.
(4) L’application

{(Ai)lgign eEQ"|neN, A\ > > /\n} — {Classes d’isomorphismes de fibrés sur XE}
Oees ) — [@OXE(AZ-)}
i=1

est une bijection.

D’aprés le théoréme [£.26] le théoréme précédent pour tout corps E se raméne & prouver le
théoreme suivant pour tout FE.
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Théoréme 12.9. Soit une suite exacte de fibrés
0— Ox,(—1) —&— O0x,(1) —0.
On a alors H*(Xg,€) # 0.
Nous allons donner deux preuves de ce théoreme dans la suite.
12.5. Preuve via les espaces de Banach-Colmez.

12.5.1. Espaces de Banach-Colmez. Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos. Colmez
a construit dans [9] et [I0] une catégorie abélienne que nous noterons BC et qu’il appelle espaces
de Banach de dimension finie. Cette catégorie est munie d’'un foncteur exact fidele
BC — Banach
X — X(O)
vers la catégorie des E-espaces de Banach. Notons Vecto, resp. Vectg, la catégorie des C-espaces
vectoriels, resp. des F-e.v., de dimension finie. Cette catégorie est munie de deux foncteurs pleine-
ment fideles exacts
Vecte — BC
W — W

et

Vectp — BC
Vo Ve
tels que composés avec le foncteur de BC vers les espaces de Banach on retoruve les plongements
canoniques Vectc — Banach, Vectg, — Banach. En d’autres termes, on a des identifications
canoniques W (C) = W et V¢(C) = V. De plus, pour tout X € BC, il existe Y € BC s’écrivant
comme une extension
0— V' =Y — W —0

et un sous-Qp-espace vectoriel de dimension finie V! C Y/(C) tel que X ~Y/V’ . Colmez a alors
démontré qu’il existe deux fonctions additives

dim : BC — N
{ht :BC —Z
caractérisées par les propriétés
dim W = dime W, dim V¢ =0
et
ht W =0, htV® = dimg, V.
On a de plus que Vectg, = {X € BC | dim X = 0}.

En fait, le plongement Vecte < BC s’étend en un plongement de la catégorie des B;R—modules
de longueur finie dans BC, Vects s’identifiant aux B;R—modules de longueur finie annulés par .
Pour d,h € N, il y a un espace de Banach-Colmez X (d, h) € BC tel que

X(d, h)(C) = (Bf)#=="5.

Il est de dimension d et de hauteur h. Du point de vue de Colmez, les espaces de Banach-Colmez
sont des foncteurs de la catégorie des C-algebres sympatiques vers les F-espaces de Banach. Cepen-
dant dans [38], Pliit développe une théorie des espaces de Banach-Colmez équivalente & celle de
Colmez dans laquelle certains de ces espaces (ceux qui sont extension d’un C-espace vectoriel de
dimension finie par un FE-espace vectoriel de dimension finie) posseédent un faisceau structural.
Plus précisément, ce sont des E-espace vectoriel spectraux au sens de la section [8:2} De ce point
de vue, lorsque d # 0, l'espace de Banach-Colmez X (d, h) précédent n’est alors rien d’autre que le
FE-espace vectoriel spectral X (Ga,n )a"®W@(k)QC défini dans la section ot Gg 1, est le O-module
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formel défini dans la section Le choix d’un relevement G de Ga,n & Oc satisfaisant ’hypothese
de la section (Pexistence d’une quasi-isogénie p, cf. [8.3]) induit un isomorphisme de E-espaces
vectoriels spectraux

X(Gan) " Swo (i), C =~ X(G™)

et une présentation comme extension (cf. section [8.4.2))

0 — Vi (G)* — X(G"9) —» LieG ® G — 0.
12.5.2. Preuve du théoréme [12.9 Voyons maintenant comment démontrer le théoreme [12.9) en
utilisant les espaces de Banach-Colmez. Soit

0— Ox,(—2) — & — Ox,(1) —0

une suite exacte. La classe de ’extension précédente vit dans

HY(X,0x, (-1~ })) = H'(Xg,,Ox,, (-n—1)).
Soit £ € HY(Xg,, Ox,, (—n—1)) cette classe. Il s’agit alors de vérifier que le noyau du morphisme
composé

H(Xp, Ox, (1)) = H(Xp,, Oxp, (n) —= H'(Xg,, Oxp, (1))

est non nul ot 7, : Xp, — Xg. Soit t € Pg 1\ {0}, {00} = V*H(t), Bl = @XE’OO. Tly a des
identifications

HO(X,0x(1)) = (Bf)#e="e

Hl(XEnv OXEn (_1)) = C/En

HY(Xg,,Ox, (-n—1)) = B/t 1Bl + E,).
Soit = € B;R /t”“‘lB:{R induisant £ lorsqu’on le réduit modulo E,,. Le morphisme précédent s’i-
dentifie alors au morphisme composé

(BE)#r=ms o (BT o Bl e Bl 25 B/t Bl — (Bl Bl /(B)?="E

~C/E,
Il s’agit donc d’'un morphisme d’espaces de Banach induit par un morphisme d’espaces Banach-
Colmez )
u:X(1,1) — C*"/E.
Si u était injectif, puisque dim X (1,1) = dim C*"/ES* = 1, on aurait
dim coker(u) =0
et donc cokeru € Vectg. Or, Hom(C", E*) = 0, et 1’épimorphisme composé
C™ — 0" /B — coker(u)

serait donc nul. Cela impliquerait que coker(u) = 0 et done, u serait un isomorphisme. Puisque
ht X(1,1) = 1 et ht C/E,, = —n, cela est impossible si n > 1. Si n = 1, il faut utiliser le fait que
Hom(C?", X (1,1)) = 0 pour conclure que I'on n’a pas X(1,1) ~ Co"/E*.

12.6. Preuve via les périodes des espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld.
12.6.1. Deuz résultats sur les modifications de fibrés.
Théoréme 12.10.

(1) Soit & un sous-Ox ,-module localement libre de Ox (L) tel que le quotient Ox,()/E soit
un faisceau cohérent de torsion de degré 1. Alors, £ ~ O% .

(2) Soit F un faisceau cohérent de torsion de degré 1 et €& un Ox,-module localement libre
qui est une extension

0— 0%, —&—F—0.
1l existe alors r vérifiant 1 < r < n tel que
E~ OXE(%) ®© 0%,
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Remarque 12.11. Nous allons utiliser le théoréme[12.10 précédent afin de démontrer le théoréme
qui entraine lui-méme le théoréme[12.8 de classification des fibrés. Réciproquement, il est trés
facile de vérifier que le théoréme[12.§ de classification des fibrés entraine le théoréme[12.10. Ce
théoréme[12.10] semble donc incontournable si l’on veut classifier les fibrés.

Avant d’attaquer la preuve du théoréme[12.10|commencons par quelques résultats préliminaires.
Lemme 12.12. Soit n > 1 et v € |Xg|. Notons iy : {x} — X. Soit D = Dy,,, = End(Ox,(;))

1
n
(cf. def. et prop. . Le k(x)-espace vectoriel Homo,, (Oxy(L),izik(x)) est de dimension
n. De plus, il existe 0 : Ox (L) = iz k(z) tel que
Homo, (Oxp (L), igek(z) =< 0,0 011,...,0 011" ! > .
Lemme 12.13. Soit x € |Xg| et t € Pgr,1 = H*(Xp,Ox,(1)) tel que V¥ (t) = {x}.
(1) SiW € Vecty(y) et V € Vectg, il y a un isomorphisme naturel en W et V' de k(x)-espaces
vectoriels

Homy, () (W, V ®q, k(z)) — ExtloxE (i W,V @5 Ox).
(2) L’extension (§)
0— Ox, =55 Ox, (1) 25 iguk(z) — 0

est universelle au sens ou pour toute extension de iz W par Vg Ox,, il existe un unique
morphisme k(x)-linéaire u : W — V ®@g k(x) tel que lextension soit obtenue par image
réciproque de lextension (§) @ V' via igz.u.

Démonstration. Soit
0— Ox, — & —igk(z) — 0
une extension. Puisque Ox,, est sans torsion, & < i.k(z). On en déduit que si ’extension n’est
pas scindée alors & est un Ox,-module localement libre. Si c’est le cas, £ est un fibré en droites
de rang 1 et de degré 1 et donc € ~ Ox,(1). Fixons un tel isomorphisme Ox, (1) — €. On en
conclut facilement que la classe de 'extension précédente est un k(z)-multiple de la classe de ().

Le lemme s’en déduit sans difficulté. g
démonstration du point (1) : Soit £ C Ox, (%) tel que Ox,(+)/E ~ izk(z) pour un x € |X]|.
Notons C = k() et fixons un isomorphisme Ox,, (1)/€ ~ iy k(x). Soient Ao, ..., A1 € C tels

que le morphisme u : Ox (+) — iz k(x) soit donné par

1
n—1
=0

comme dans le lemme [12.12] Puisque ce morphisme est un épimorphisme, les (\;); ne sont pas
tous nuls. Le morphisme induit au niveau des sections globales est le morphisme

(Byee=me 2P,

D’apres le théoreme [11.2] ce morphisme est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension
n, V, tel que

VepBy — (Bp)"
@1 — (z,0p(),..., 0% ()
soit injectif de conoyau annulé par ¢, on {z} = V*(¢) avec t € Pg 1. Il y a donc un morphisme
Ox, @r V — ker(u)

qui est un isomorphisme sur Pouvert X \ {z}. Puisque Ox, ®g V et ker(u) ont méme rang et
degré c’est un isomorphisme. O

démonstration du point (2) :
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Soit © € |Xg| tel que F =~ iz.k(z). Notons C = k(z). D’apres le lemme [12.13] il existe un
morphisme u : C' — C" tel que 'on ait un diagramme

0 Ox, £ i C 0
0 0%, Ox,(1)" G2 C" 0

via lequel
£ L) OXE(l)n X ix*c.

iz C"

Bien siir, si u = 0, £ ~i,.C @® O%_. On a donc u # 0. Notons u(1) = (Ao,..., A\n—1) € C™.

Supposons d’abord que g, ..., A,_1 sont linéairement indépendant sur E. D’apres le théoreme
on peut alors trouver

ZLyeoo sy Tp—1 € HO(XE, OXE(%))
tels que :
- Sif: OXE(%) — i4+C est comme dans le lemme|[12.12alors pour tout j tel que 0 < j <n-—1
on a

=0

— Le morphisme

n—1
DegOx, — E@PO0x,(2)
i=0
d®s +— (sd.xg,...,sd.Tp_1)

est un isomorphisme en fibre générique.
Remarquons que puisque u est injectif, le morphisme £ — Ox,,(1)™ est un monomorphisme de
Ox-modules. Définissons un morphisme

f:OXE(l)n — OXE(lJ'_%)
n—1

(ao,...,an_l) — Zaixi.
=0

La suite exacte
0 — Ox, — Ox,(1) — i:.C — 0

tensorisée par Ox, (L) fournit une suite exacte
0— Ox,(+) — Ox,(1+ £) == i.C" — 0.
Si on note ¢ : Ox, (1) = i..C, le composé
Oxp(1)" L5 0x, (14 2) 25 0"

est le morphisme

(a0, -+, an_1) — (S:lef(ai)e(njxi))
=0

0<j<n—1’
Il s’en suit que le composé

£ — Ox, ()" -5 0x, (14 1) 254,07
est nul et définit donc un morphisme
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En restriction a O%,_ C & ce morphisme 3 est donné par

n—1
(agy...,ap-1) +—— Z a;x;.
i=0

Montrons que ce dernier morphisme est un isomorphisme au point générique. Soit ¢ € Pg 1 tel
que V*(t) = {z}. Notons
Bep = (BEENT=T(Xp \ {a}, Ox;)
Bep, = (Bpli)?*=" =T(Xp, \75)p, (2),0xs,) = Be,p @5 En
oumg g, : Xg, = Xg. On a
L0y 1 € (BE)PETT,
Soit
M = H(X \ {z},0x, (%)) = (BL[F])7==T,
un B, g, -module libre de rang 1. Soit
y=(xoy...,Tn_1) € M".

Puisque le morphisme
n—1
D®pOx, — @OXE(%)
i=0
d®s +— (sd.xg,...,sd.Tp_1)

est un isomorphisme en fibre générique,

¥, " (®)
est une base de M" ®p, , Frac(B.,g,). Soit t, € (Bf)?E=" tel que

n—1

[[#tn) € EX 1.

=0
Alors, t,, est une base de M comme B, g, -module et (t,,o(t),...,¢" 1(t,)) en est une en tant
que B, g-module. Puisque (¢’ (y¥))o<j<n—1 est une base générique de M™, on a

J (.
det (90 (i) )
tn 0<i,j<n—1

#0 dans B, g, .

Maintenant, si z; = _; aije’ (tn) avec a;; € Be g, on a une égalité matricielle

P@Y (o (€70
(5, = @ (F)

tn 128
On a donc det(a;;); ; # 0 ce qui signifie que (xo, ..., Z,—_1) est une base générique du B, g-module
M.
Le morphisme 8 : & — Ox, (%) est donc un isomorphisme générique. Puisque deg(€) =

n
deg(Ox,, (%)), c’est un isomorphisme. Cela conclut le cas ol Ag, .. ., A\,,—1 sont linéairement indépendants

sur E.
Passons maintenant au cas général. Soit

V ={¢ e (E") | Yoou=0}cE"

ousiy € (E")*,¢: E™ — E, on note ¢ = ¢ ® Id : C™ — C. Soit W un supplémentaire de V'
dans E™,
Er=VaoW
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Notons r = dimg V. Puisque u # 0, r > 0. Notons
wiC s Ot =Vee We 20 v,
us:C s O = Voo We 220 W
On a alors ug = 0 et pour tout ¢ € V*\ {0}, ¥¢ ouy # 0. De plus,
Exto, (i:C,0%,) = Extp, (i2:C,V @5 Ox,) ® Exto, (i0xC,W @ Ox)
= Hom¢(C, Vo) @ Home (C, We).

Ainsi, 'extension
0— 0%, — & —1i:C—0

est la somme de Baer des extensions associées a u; et us. L’extension associée & uy vérifie les
hypotheses précédentes (le cas A, ..., A,—1 linéairement indépendants) et celle associée a usy est
triviale. On en déduit que pour un morphisme OXE(%) — 1. C,

£ = Oxu(}) x (0%, ®inC)

~ Ox,(3) e o5,

12.6.2. Fibrés élémentaires.

Définition 12.14. Un fibré élémentaire est un fibré € non nul possédant une résolution de la

forme
d

0— O%, — EPOxu() —E—0
pour un entier d > 1 et des h; > 1. -
Théoréme 12.15. Soit £ un fibré élémentaire, x € | Xg|, et
w: & — igk(x)
un épimorphisme de Ox, -modules. Alors,
(1) Sideg(€) =1, H(Xg,keru) # 0.
(2) Sideg(€) > 1, il existe un fibré élémentaire &' de degré deg(E) —1 et un monomorphisme
de Ox,,-modules
&' — ker(u).
Démonstration. Si deg(€) = 1, € posséde une résolution de la forme
0— 0%, — Ox,(3) — &—0.
Puisque € # 0, rg(£) > 0 et donc n < h. D’apres le point (1) du théoréeme le noyau du
morphisme composé
Oxp(L) — € 5 iuk(a)
est isomorphe & O% . Il y a donc une suite exacte
0— O%, — O&E — ker(u) — 0.
Puisque H'(Xp,Ox,) = 0 on a une suite exacte
0— Q) — Q) — H°(Xp,keru) — 0,
d’'ott H*(X g, ker u) # 0 puisque n < h.

Supposons maintenant deg(€) > 1. Soit une résolution
d
0— O%, —>@OXE(,%) —E&—0
i=1
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et notons

v @OXE hi ) — & = igik(x)

le morphisme composé. Il s’écrit sous la forme v = Zle v; oll
(’)XE( ) — k().

Soit I C {1,...,d} I'ensemble des i tels que v; # 0. Soit W C k(z)! le noyau de I'application
linéaire somme

(i)ier +— Zwi-
i
Soit W = @;esD; une décomposition en somme de droites. Considérons le morphisme

a = ®icrv; @OXE ) — zm*k:(x)l.
iel

D’apres le point (1) du théoreme [12.10} ker(«) est un fibré trivial. Il y a de plus une extension
pour tout j € J

0 — kera — @ (iguD;) — iz Dj — 0.
Le point (2) du théoreme [12.10[ nous dit alors que pour j € J,

o iz. D) = Ox, (2) @ OF,

pour des entiers a;, b; vérifiant b; > 0 et a; > 1. Il y a donc un épimorphisme de Ox,-modules

P ox.(£) P (Ox. (+ @OXE) — ker(v)
¢l jeJ

de noyau un fibré trivial.

On en déduit 'existence d’une résolution de la forme
d—1
0— Ok, — (@OXE(;%/)) © 0%, — kerv — 0.

De plus, O%, C kerv et son image réciproque dans le terme du milieu de la suite exacte précédente
est une extension de O% par O% . Puisque H'(X, Ox,,) = 0 c’est donc un fibré trivial isomorphe
a O, pour un entier m. Au final on a une résolution

0— O%, — (@OXE )@OXEerruHO

Le noyau du morphisme composé
proj
o —s (@OXE () & 0%, =% 0%,
est un fibré trivial, isomorphe O%  pour un entier e. Si I'on pose

(@OXE ) /0%,

c’est un fibré élémentaire muni d’'un monomorphisme de Ox ,-modules vers ker u. g
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12.6.3. Preuve du théoréme[12.9 Soit n > 1 et une extension

0—Ox(—-1)—€&—0x(1) —0.

n
Il y a un plongement O XE( — %) — Ox,(1)™ de conoyau un faisceau cohérent de torsion F de
degré n + 1. Puisque Ext'(Ox, (1), Ox,(1)") = 0, on en déduit une suite exacte
0—&— Ox, ()" — F—0.
Il suffit maintenant de remarquer que Ox, (1)"! est un fibré élémentaire et de dévisser F par une
extension successive itérée (n + 1)-fois de faisceaux gratte-ciel de la forme i,.k(z) avec z € | Xg|.
En appliquant le théoreme [12.15] on conclut. O

13. ¢-MODULES ET FIBRES
13.1. ¢y-modules.

13.1.1. Définitions. Rappelons que ’on note

Bp =By /p
ou
p = {z€ B%Jr | vo(z) > 0}
= { Z [zn]7 € B%’+ | 3e >0, Vn v(z,) > e}.
n>>>—oo
Notons
m = ker(Bg" — Wo,(k)o)
= { Z [xn]ﬂ'% € B%—F | Vn v(z,) > O}
n>>>—oo
et mg_ = m/p. L’anneau Bg est local d’idéal maximal mz_ et de corps résiduel Wo, (k)g.

Rappelons également que le morphisme naturel induit par I'inclusion BZ3E’+ - BE
Bp — B}, /{z € B}, | vo(z) > 0}
est un isomorphisme. Dans cette section on notera
Lg = Wo, (k).
Définition 13.1. Pour A € {Lg, Bf, Br} on note
p-mod

la catégorie formée des couples (M, @) ot M est un A-module libre de rang fini et @ : M — M
un isomorphisme @g-linéaire.

Bien str, la catégorie p-Mody, ,, est la catégorie Tannakienne des k-isocristaux relatifs & E. Cette
catégorie abélienne est semi-simple, completement décrite par le théoreme de Dieudonné-Manin.
Pour A € {LE,BE;EE}, la catégorie p-Mody est tensorielle symétrique E-linéaire, munie d’un
objet unité 14 = (A, vg), de duaux et de Hom internes. Plus précisément, on a

(My, 1) @ (Mz,02) = (M1 ®a Ma, 1 ® 2)
Hom((Mi, 1), (Ma,¢2)) = (Homa(My, Ms), )

ot h(f) = pao fop; ' Le dual de X € p-Mod, est alors

X := Hom(X,14).
On dispose de la formule usuelle

X; ® Xy = Hom(X1, Xz).
Pour X = (M, ¢) € ¢-Mod 4 posons
HY(X) :=Hom(l4,X) = M#=1d
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et
H'(X) := Ext (14, X) = coker(M —% M)
ou les extensions sont prises au sens de Yoneda. On a alors
Hom(X1, X3) = H(Hom(X1, X3)).
La catégorie p-Mod 4 est naturellement une catégorie exacte dans laquelle tout suite exacte courte
0—X; —Xo—X3—0
donne naissance a une suite exacte longue de F-espaces vectoriels
0 — H°(X;) — H°(X2) — H°(X3) — H'(X1) — H'(X2) — H'(X3) — 0.
Fixons une uniformisante 7 de E. On a alors des objets < a la Tate > dans ¢-Mody4, pour n € Z
A(n) == (A, mpep)
et des torsions & la Tate, si X = (M, ¢)
X(n)=X®An) = (M,nmp).
On a bien sir A(n) = A(1)®" et A(0) = 1 4.
13.1.2. Module gradué associé a un @-module. 11 y a un morphisme de E-espaces vectoriels pour
deux p-modules X et Y
H'X)®p H'(Y) — H (X ®Y).
On peut ainsi former la F-algebre graduée
P H (B (-d))
d>0

qui n’est rien d’autre que Pg . D’apres la proposition [7.3] on obtient la méme algeébre en rem-
plagant BE par By : via Iapplication de réduction B;E — Bgona
Pprp = @ HO (B (—d)) = D H(Bp(~d)).
d>0 d>0

De plus, si X = (M, ) € cp—Mong alors
To(X) = Pra(X) = P HO(X(~d) = P M=

d>0 d>0 d>0
est un Pg ,-module gradué via H(Bj(—d)) ® H(X(—d')) — H°(X(—d + d')). Cela définit un
foncteur
Iy : ¢-Mod gy — Pp r-modules gradués.

13.1.3. Changement de corps E. Soit E'|E une extension de degré fini. On suppose les corps
résiduels de E et F’, kg et kg, plongés dans le corps algébriquement clos k. Pour A € {L, B+, B}
notons

p-Moda, ®F E’
la catégorie formée des couples (X,t) ou X € p-Mody, et ¢ : B/ — End(X) est un morphisme
de E-algebres. L’extension Wo,, (kg/)g|FE est 'extension maximale non-ramifiée de E dans E’. Si
(M,p,.) € p-Moda, ®g E' on a une décomposition

M= & M

€L/ fp1 )T
ol
M; ={x € M |Ya € Wo,(kg)g, t(a)(z) = ¢x(a)z}.

Alors,

0 M; = M;iq,
My est un Ag OWo , (kp)o E' = Ag-module libre et

(Mo, gofE’/E) € p-Mody,, .
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Cela définit un foncteur
©-Moda, ®g E' — ¢-Moda,, .
Soit maintenant (M’,¢") € ¢p-Mod4,,. Posons

fE//E_1

M= @ Me,, . As.
=0

Pour 0 < < fp/yp — 1 posons

. ! /
v M ®AE’ i Apr — M ®AE/7<PE+1 Apr

PE

mxr ..
{‘P/(m)®SDE(x) sii= fp/p—1

Alors,
(M, /2" ) € p-Moda, @ E'.

On vérifie que les deux foncteurs précédents sont adjoints et induisent des équivalences inverses
de catégories

¢-Moda, ®g E' — ¢-Moda,, .

On dispose mainteant d’un couple de foncteurs adjoints

TE'|Ex
(P'MOdAE/ - (,D-MOdAE

T /E
qui est donné via I’équivalence ¢-Mod s, ®g E' ~ ¢-Mod 4, par les formules

WE’/E*(Xa L) = X
p(Y) = YepE,

Paction de E’ sur Y @g E’ étant Paction canonique. En termes de p-modules,
7.‘-E’/E(]\ia (p) = (M ®AE AEH()OfE//E 02y QDE’)

13.1.4. Les p-modules A(X). Soit toujours A € {L, B, B}. Fixons une uniformisante 7z de E.

h_
Pour h > 1 notons E}), = Wo,, (kz)(EE_Id I'extension non-ramifiée de degré h de E que I'on munit
également de l'uniformisante 7p.

Définition 13.2. Soit A\ € Q, A = % avec h>1,d € Z et (d,h) = 1. On pose
AE()\) = TE,/Ex (AEh (d)) S (p-MOdAE.

Le théoreme de Dieudonné-Manin affirme que la catégorie abélienne p-Mody,,, est semi-simple
d’objets simples les Lg(A), A € Q. Via les foncteurs d’extension des scalaires

p-Mody,, — gp—Mong — ¢-Modg,,
le p-module L ()\) s’envoie sur Bf()\) et Br()).
13.2. Classification des p-modules. La proposition qui suit généralise la proposition [7.3]
Proposition 13.3. Le foncteur de réduction
gp-ModB;: — p-Modg

est pleinement fidéle.
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Démonstration. L’existence de Hom internes et la formule
Hom(X,Y) = H*(Hom(X,Y))
dans les catégories p-Mod BE et ¢o-Modg  montrent que la proposition est équivalente a ce que si
X e go—Mong et X =X ®Bg Bpg alors

H(X) = H(X).
Soit donc X = (M, ) € ¢-Mod g . Fixons une base (e1,...,€en) de M et soit A = (aij)i,; €

GL,,(B}) la matrice de ¢ dans cette base, p(e;) = >_jaije;. Pour r > 0 définissons une norme
additive sur M en posant

Illr: M — RU{+o0}

inei — inf {v.(z)}.
i=1

1<i<n
Par norme additive on entend les propriétés
lm|,=0<2z=0
Al = vr(A) + [[m]|-
lma +mall = inf{[[mallr, [[mell-}.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

— M est complet pour la famille de normes additives (||.|+)r>0,

— |lllo s M = Ry U {400},

= [Imllo = lim|jm||,.

r—0
>
Si
A={me M | |mlo > 0},

un sous Bg—module stable sous ’action de ¢, on a alors
M @p+ Bp = M/A.

Pour montrer que H°(M) = H°(M/A) il suffit donc de démontrer que
Id—¢p: A — A

est un isomorphisme.
Pour r» > 0 posons

14l = dnf vr(aij) € R.
Puisque pour tout x € B}, on a v,(pp(z)) = quz(x) oli ¢ est le cardinal du corps résiduel de E,
I'inégalité suivante est vérifiée :

le(m)llr = gllmllz + (Al

On en déduit par récurrence que pour tout entier k > 1

k—1
le* )l = ¢ lmll s+ 'l Al =
=0

Lorsque r = 0 cette formule donne

k—1
e (m)llo = ¢"llmllo + (D ¢") I Allo

i=0
ou ||Allp > 0. Ainsi, si m € A vérifie o(m) = m, de I'inégalité précédente on déduit que ||ml|o = +oo
et donc m = 0. L’application Id — ¢ : A — A est donc injective.
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Soit maintenant r > 0 et m € A. D’apres la preuve du lemme [5.27], il existe rq > 0 et a > 0
tels que pour 0 < ¢/ < g on ait ||A|l,» > —ar’. I existe donc des constantes A, B € R telles que

k—1
> ¢'|All s > Ak + B.
=0

Puisque [m|| = = [m]lo > 0 on en déduit que
q

lim
k— 400
li k = .
Jim g m)] = +oo
Cela étant vrai pour tout r > 0, M étant complet pour (||.||;)r>0, on en déduit que Id—¢ : A — A
possede un inverse donné par
A — A
m —> Z ©o*(m).

>0

x>

O

Lemme 13.4. Soit M un Wo,(Op)-module libre de rang fini muni d’un endomorphisme pg-
linéaire ¢ : M — M. Soit My, := M @ Wo, (k). Alors,
=1d _~ =1d
M= — MY
et Me=1d Owo, (k) Wor(OF) est un sous-p-module de M facteur direct.

Démonstration. Fixons une base de M, ce qui permet de U'identifier & We,, (OF)™. Pour montrer
la premiere assertion il suffit de vérifier que

Id — Q W(mp)” — W(mp)”

est bijectif. Munissons We, (Or)" de la topologie produit de la topologie faible sur We, (OF).
Si Pon pose pour r > 0, ||(z1,...,zn)|» = inf{v.(z1),...,v.(2,)} il s’agit alors de la topologie
déduite de la famille de normes additives (||.||;)r>0. C’est également la topologie ([a], 7)-adique
sur M pour un a € O \ {0} vérifiant v(a) > 0. Pour cette topologie, M est complet. On vérifie
facilement que pour tout m € We, (mg)™,

lim ¢*(m) = 0.

k—+4oco

Ainsi, (Id — ‘P)IWoE(mF)" posséde comme inverse 'application m Zkzo ©*(m). On a donc
Me=ld =y ppe=te,

Le noyau de Wo,(Of) — Wo, (k) est contenu dans le radical de Jacobson de Wp,(OF). On
peut donc appliquer le lemme de Nakayama pour conclure que puisque M,” =14 st facteur direct
dans M, Me=1d Owo, (k) Wou (OF) est facteur direct dans M. O

Lemme 13.5. Soient X,Y € ¢-Modg_. On a alors
Ext'(X,Y)~ H (X ®Y).
Lemme 13.6. Pour \,u € Q on a
Ext' (Bp(\),Be(p)) = 0.

Démonstration. On a Bg(A\)Y = Bg(—2). De plus, Bg(—\) ® Bg(u) est une somme directe de
¢-modules isomorphes & B(p— A). Il suffit donc de montrer que pour tout v € Q, H'(Bg(v)) = 0.
Siyz%avec (d,h) =1, h>1et d € Z alors

H' (Bp()) = B (B, (d)) = coker (B ~ 7595, B,
Si d > 0 cela résulte de ce que

Id— 740l : Wo, (0p) = Wo,(OF)
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car 4t est topologiquement 7 -adiquement nilpotent et Wo,, (OF) est mg-adique. Si d < 0 cela
résulte de ce que

—d - —  Id—7leh — ~ —  atenh—rd —
rgteg : coker(Bg ——5 Bg) — coker(Bg —————— Bp)

et du cas précédent d > 0. Sid = 0, on a Wo,(Op) = Wo, (k) ® Wo,(mp). Puisque k est
algébriquement clos,

coker(Wo,, (k) Ldzoe, Wo, (k) = 0.

Puisque pg est topologiquement nilpotent pour la topologie faible sur Wo, (mp) et que celui-ci
est complet pour cette topologie,

Id— g : Wo,(mp) — Wo, (mp).
D’oti le résultat. t
Théoréeme 13.7.
(1) Le foncteur d’extension des scalaires de Ly a B
p-Mody,,, — go—Mong
est essentiellement surjectif.
(2) Tout X € p-Modpy est isomorphe & une somme directe de BL(\), A€ Q.
(3) Le foncteur de réduction des coefficients de B}, a B
(,D-ModB}JEr — p-Modg
mduit une équivalence de catégories.

Démonstration. D’apres le théoréme de Dieudonné-Manin, les points (1) et (2) sont équivalents.
La proposition dit que le théoréme revient alors a prouver que tout X € ¢-Modg, est

isomorphe & une somme directe de Bg(\), A € Q. Le lemme nous dit qu’il suffit de montrer
qu'un tel X posseéde une filtration par des sous-p-modules facteurs directs dont les gradués sont
isomorphes & des Bg(\), A € Q. Soit donc X = (M, ). Notons My, = M ® Lg. Soit A la plus
petite pente de Dieudonné-Manin de (M, ). Si A = % avec (d,h) = 1 et h > 1, il existe un
Wo,, (k)-réseau A C M}, vérifiant

OMA C A et AP"=TE £

Soient ey, ...,e, € M relevant une base de A. D’apres le lemme de Nakayama c’est une base de
M. Notons ¢ = m5%". Soit A € GL,,(Bg) la matrice de ¢ dans la base (e, ..., e,). Puisque la
réduction de A dans Wo, (k) est dans M,,(Wo, (k)), il existe B € M,,(Wo,(OF)) dont 'image
dans M,,(Bg) coincide avec A. On peut donc trouver un Wo,, (Op)-module libre N' muni d’'un
morphisme (7 -linéaire ¥ : N — N tel que

(N, ) OWo,, (0p) Be = (M,1)).
D’apres le lemme

Nv=Id 2y p#t=me oL,

On peut donc trouver un morphisme non-nul

qui apres réduction via Bg — Lg définit un sous-isocristal Lg()\) < (My, ). D’apres le lemme
de Nakayama, Bg(\) — (M, ¢) est un sous-p-module facteur direct. O
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13.3. ¢y-modules et fibrés.
Définition 13.8. On note Fibx, la catégorie des fibrés vectoriels sur Xg.

Définissons un foncteur
(p—MOdB+ — FibXE.
E
Soit X = (M, p) € ¢-Mod 5+ et
La(X) = P Mree=r
d>0

l’algebre graduée sur Pg ,, associée. Il lui est associé un faisceau quasi-cohérent

—~

Fe(X)

sur Xg = Proj(Pg ). Si E'|E est une extension de degré fini, rappelons que 'on a un couple de
foncteurs adjoints ((13.1.3))
TE!'/Ex
@—ModBJEr, *4> cp—ModBE.
TE')E
Il'y a un isomorphisme 77, , »BE (1) ~ BE ([E' : E]) qui induit des isomorphismes compatibles au
produit tensoriel pour tout d € Z, WE,/EBE (d) ~ BE, ([E" : E]d). Lorsque E'|E est non-ramifiée,
que l'on a fixé une uniformisante g et de E et que 'on choisit mg = 7g, un tel isomorphisme
est canonique. Pour X € ¢-Mod g+ on a
E/

CulepeX) = @H (16 X)()
- @H (n /50 (X(~1E - EJa)))
— PHXF Bl
()

qui est vu comme un Pg ,,-module gradué via le morphisme d’anneaux gradués Pg r,e. <
PE/JI'E/,[E/:E].’ On a donc si TEE : Xgr — XE,

To(rp e X) = 7o p(Cipipe(X) )
= 7 gle(X)
car I'ig.gje (X ) =T4(X). Remarquons maintenant que par définition,

Lo(Bp(d) = Ox(—d).
On a donc d’apres la formule précédente : pour tout A € Q,

Lo(BEN) = Oxy(=).

P

On déduit donc du théoreme de classification [13.7| que pour tout X € p-Modg+, Ie(X) est un

Ox-module localement libre de rang fini.

Définition 13.9. On note
QO—MOdB;: — FibXE
X — &X)

—_~

le foncteur défini en posant E(X) =Te(X). On note de la méme fagon le foncteur
(p-MOdLE — FZbXE

obtenu a partir du précédent en étendant scalaires de Lg a BE.
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On a donc
E(®i By (M) = ®iO0x,(—N).
Soit (M, ) € go—Mong. Donnons une description de £(M, ¢) en termes de données de rec-
ollement comme dans la section Soit donc oo € |Xg|, t € Pgap1 tel que VT (t) = {0} et
B;R = Oxp,00- On a alors

T(Xg\{oc},E(M, ) = M[szld
gm)m = M®BgBIR

et la donnée de recollement est ’isomorphisme naturel
M[3°="" ®p, Byp — M ®pt Bar.
Le théoréme suivant se déduit maintenant du théoréme [[2.8 de classification des fibrés.
Théoréme 13.10. Le foncteur
E(—-): p-Modgy — Fibx,
induit une équivalence de catégories tensorielles pour laquelle
H(Xp,E(M, ) = H*(M, ) = M°=14.

De plus, si E'/E est une extension de degré fini, mpr g : Xp — Xg, il y a un diagramme
commutatif

@-Mong/ & Fibx ,

* *
WE//ET lﬂ'El/E* WE/'ET lﬂ-E,’E*

p-Modps =0 pipy, .

Remarque 13.11. Le foncteur £(—) : @—Mong — Fibx, est exact. Cependant son inverse ne
l’est pas et I’équivalence de catégories précédente n’est pas un équivalence de catégories exactes.

Par exemple, il résulte du lemme et de la pmpositionw que pour tout XY € o-Mody+ on
a Ext'(X,Y) = 0 alors qu’en général Ext'(£(X),E(Y)) # 0.

Donnons maintenant une description de l'inverse du foncteur £(—). Fixons le corps E et une
uniformisante 7 de E. On note X := Xg, pour h > 1, P, := Pg, , et X}, := Xg, = Proj(P).
Soit

P = lim P,
—
h>1

Poo: @Poo,)\

AEQ4

C’est une E-algebre Q4 -graduée,

ol
Pos=J (B! =" = (BY)?"" g, Bx
R>1
si A = = avec (r,5) = 1 et Eu est 'extension maximale non-ramifiée de £. Pour £ € Fiby et
h > 1 soit

My (&) = €D T(Xn, (7€) (hN))
AEHZ
ou Th - Xh — X et
Ms(€) = lim My(€) =P [J M(Xn, (m,€)(hN)).
h>1 A€Q h>1

C’est un P-module Q-gradué.
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La tour de courbes (X})p>1 est un pro-revétement galoisien de groupe 7. Plus précisément, si

—~—

on note 0 = ¢ € Gal(E,|E) alors Gal(X),/X) = ¢%/"2. Le fibré en droites Ox, (1) = Pp[1] est
muni d’un isomorphisme

up 0 0x, (1) — Ox, (1)
vérifiant

o up 0. . o uy oup = € Aut(Ox, (1)).
Cet isomorphisme est celui associé a 'isomorphisme p-linéaire de P,-modules gradués
@ Ph[l} ;) Ph[l].

On dispose de méme pour tout d € Z d’un isomorphisme

u%d : O'*OXh(d) ; OXh(d)

associé & l'isomorphisme ¢-linéaire ¢ : Py[d] — Py[d]. Cela définit un isomorphisme ¢-linéaire
de Pso-modules

0 Myo(E) = My (E),
laction de ¢ sur I'( Xy, (7€) (d)) étant définie par

Id@u®*

¢ : D(Xn, (mhE)(d) ~Z= D(Xp, (0" mE)@0" Ox, (d)) L(Xn, (0" m,€)(d)) = T'(Xn, (m,€)(d))

puisque 7, 0 0 = TTp,.

Si (M, ¢) € ¢-Modg+ on a
Mao(E(M, ) = @ |J M=
AEQ h>1
Calculons en particulier M (Ox(—p)). Sip = L avec (r,s) = 1,ona BT (u) = Bte;®---®Bte,
sur lequel @ agit via p(e;) = e;41 sii < s et p(es) = "e1. On a alors
Moo (E(BT (1)) = Po|—pler ® -+ @ Poo[—p]es
ol P [—p] est graduée de telle maniére que les éléments homogenes de degré X soient les éléments

homogenes de degré A\ — u de Ps,. De plus laction de ¢ sur Mo (BT (1)) est celle donnée par
90(61) = €i+1 sii < set (p(eg) =7"e.

De ce calcul et du théoreme de classification des fibrés on déduit que si p-Modp, désigne la
catégorie des P.o-modules Q-gradués M., munis d’un isomorphisme @-linéaire o : My, — M,
et tels que M, soit isomorphe a une somme finie de Py [u], 1 € Q, on a un foncteur

Moo(f) : FibX — gD—MOdPM.
D’apres le calcul explicite précédent, le composé

oo (— —®py BT
Fiby = o Modp, —27=P" 4 Mody:

est un inverse du foncteur £(—).
13.4. Isocristaux et fibrés. Rappelons (cf. [3.2.4) que la catégorie abélienne des isocristaux
p-Modp,,, possede deux fonctions additives hauteur et point terminal du polygone de Newton

ht: o-Mody,, — N

tn : QD—MOdLE — 7
ou ht(D, ¢) = dimy,, D et ty(D,¢) =d sidet(D,¢) ~ Lg(d). Puisque E(Lg(X)) = Ox,(—)\), on
a donc pour un isocristal (D, ¢)

rgE€(D,p) = ht(D, )
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De plus, le polygone de Harder-Narasimhan de £(D, ¢) est le polygone concave de pentes les pentes
opposées a celles du polygone de Newton de (D, ) avec méme multiplicités.

Enfin, on remarquera que bien que le foncteur £(—) : ¢-Mody,,, — Fibx,, ne soit pas pleinement
fidele, pour tout A € Q, il induit une équivalence de catégories entre la catégories des isocristaux
isoclines de pente A et la catégorie des fibrés semi-stables de pente —A.

14. FIBRES GALOIS EQUIVARIANTS

14.1. L’action de Galois sur la courbe.

14.1.1. Action de Galois sur la courbe. Soit K|Q, un corps valué complet de valuation discrete

de corps résiduel kx parfait. Fixons une cléture algébrique K de K. On note C = K et Gg =
Gal(K|K). Soient F = Frac(R(O¢)) et k le corps résiduel de C.

Soit F une extension de degré fini de Q, « abstraite » c’est & dire que I’on ne suppose pas
plongée dans K. On note kg le corps résiduel de E et 7 une uniformisante.

Considérons la courbe Xq, = Proj(FPg,). L’action de Gk sur F' définit une action sur B(Egp
commutant au Frobenius . Cela définit une action sur I'algebre graduée Py, et donc une action
de Gk sur la courbe Xq,. Plus généralement, si Aut(F') désigne les automorphismes continus de
F,ily a une action de Aut(F) sur Xq,. L’action précédente de G, provient alors du plongement
canonique G — Aut(F).

Remarque 14.1. D’apreés la théorie du corps des normes ([44]) on peut éclaircir la structure de
F muni de son action de Gk de la facon suivante. Soit L une extension de K contenu dans K,
arithmétiquement profinie de degré infini. A une telle donnée, Fontaine et Wintenberger associent
un sous-corps fermé X (L) de F. C’est un corps local de caractéristique positive de corps résiduel
une extension de degré fini de ky . De plus, le Frobenius de O /pOy, est surjectif et

X (L)l = Frac(R(OL)) € Frac(R(O¢)) = F.
Si H = Gal(K|L) on a alors

—

et

H = Gal(Xk(L)|Xk(L)).
Lorsque L|K est galoisienne, I' = Gal(L|K) C Aut(Xk (L)) et alors
Gk = {0’ S Aut(F) ‘ O'(XK(L)) = XK(L) et O|X (L) S F}

Rappelons que Xg = Xg, ®q, £. On définit alors I'action de G’ sur Xp comme étant I'action
déduite de celle sur Xq, par extension des scalaires.

Nous avions supposé précédemment (cf. les hypotheses au début de la section [5)) que le corps
résiduel k£ de F' est une extension du corps résiduel F, de F i.e. on avait supposé fixé un plonge-
ment F, — k. Néanmoins, on a montré que la courbe Xg construite & partir de ces choix vérifie
X = Xg, ®q, E. Ici, le corps résiduel de E n’est pas supposé plongé dans k et on adopte comme
définition de Xg la formule Xq, ®q, E.

Supposons qu’il existe un plongement de kg dans k. Fixons un tel plongement. Il y a alors une
action de G sur By, et donc sur lalgebre graduée Pp ., = @d>0(BE)”E:”%. Cela définit une
action de G sur Proj(Pg ). Le lemme qui suit dit que cette action coincide avec celle définie
en posant Xp = Xg, ®q, F et en faisant agit 0 € G via o @ Id.

Lemme 14.2. Sous les hypothéses précédentes, les deux actions de Gx sur Xg coincident.
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Démonstration. Soit a € We,, (k)™ tel que
a’E~L = WEEEi@p]/pr/@p_
L’isomorphisme Xq, ®q, E ~ Proj(Pg,x,) provient alors de I'isomorphisme d’algebres graduées

~ [E:Qp)e
Péwp Xq, EF— PE,ﬂ-Ep
qui est donné en degré d par
~ __[E:Qp)
(Bap)w@pzpd ®q, B — (BE)@E—WE v

r®@1 — a'x.

Soit ¢ € Ggk. Les deux actions de o sur Proj(Pg ,,) différent alors de l’automorphisme de
Proj(Pg ) induit par I'automorphisme d’algebre graduée donné en degré d par = +— (o(a)/a)%x.
Bien que non trivial en général cet automorphisme induit ’automorphisme trivial de Proj(Pg )

O

14.1.2. Construction de points fermés a linfini. .
Soit Q € Op[X] vérifiant Q(X) = mpX mod X? et Q(X) = X? mod 7g. Notons LT ¢ la loi
de groupe formel de Lubin-Tate sur O telle que [7]z7, = @ (on a donc LT ¢ = LT ). Soit
7:E— K

un plongement dans Home(E,F). On en déduit une loi de groupe formel L7, sur O, (g) et un
polynoéme Q7 € O, (g)[X]. Soit € € Rg-(O¢) défini par € = (€7),>0 un générateur de Ty, (LTG)-
Le plongement 7 définit un plongement du corps résiduel F, de £ dans k. On est donc dans la
situation des chapitres précédents. En particulier on a une identification Xg = Proj(Pg x,).
Notons alors

tpr =loger, (ldo-) € (BE)# ™"

(cf.[0:3). Soit

OOE,r € |XE|
défini par
VJF(tE,T) = {OOEJ-}.

Le corps résiduel en cop, de Xp est C et si uc = [€lo-/[¢/gr € Wo,(OF), un élément
primitif de degré 1, via < 'uniformisation > de la courbe par les idéaux primitifs de degré 1 on a

Ye/oh — |Xgl
cp%(ue) —  00s.
On a alors une suite exacte
0— B4, — BYT 20— 0

et < apres avoir pris les produits infinis > la suite exacte donnant les périodes de LT,

0— Etp, — (BL)¥e=" 0o
——
Ty (C£TF)
On vérifie que si 0 € Gk alors
0.0F,+ = OFE o7-
On a donc défini une injection G g-équivariante
Home(E,F) — |XE|

T > OOgr.
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14.1.3. Sur les orbites de Galois. Notons oo := 0og, € |Xq,| le point construit précédemment,
{o0} = VT (t) ot t est un période de Gy, .
Proposition 14.3. Le point oo est le seul point fermé de Xq, qui soit G i -invariant.

Démonstration. Rappelons que les points fermés de Xg, sont en bijection avec

(mF \ {O})/Q;

Cette bijection est compatible & I’action de G . On en déduit que tout point fixe de Gg est donné
par un élément x € mp non nul et un caractere x : Gx — Z,; tel que

VYo € Gk, o(z)=x(0).x.

Notons Gal(K|K') = kerx. On a = € mgal(mKl). D’apres Ax-Sen-Tate, CCalK1K) = K7 Sup-
posons d’abord K’ de valuation discrete. Alors,

Ogal(ﬁ}(') _ R(OC)Gal(ﬁu() — R((’)I?,) = kg

puisque K’ est de valuation discrete a corps résiduel kg parfait. On a donc mgal(KlK ) = mp N

kx: = 0. Le corps K’ n’est donc pas de valuation discréte. Notons z = (2(™),>0 € R(O¢) ot
(™ e me et (D) = 2™ On a alors

log(z(?) € HY(Gk,C(x™ 1) =0

d’apres Tate ([43] theo. 2). Il s’en suit que (%) est une racine de 'unité. D’olt le résultat. O

Par application de la proposition précédente a I'action de Gal(K|K') sur X g pour toute exten-
sion de degré fini K'|K on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 14.4. Le point oo est le seul point fermé de Xq, dont la G -orbite soit finie.

Investiguons maintenant les orbites finies de G sur Xg pour tout E. Soit 7g g, : Xg — Xq,
la projection. D’apres le corollaire précédent, les points de X de Gk-orbite finie sont 'ensemble
fini FE}QP(OO). La construction de la section |14.1.2| associe a chaque plongement F < K un point
fermé oog » de Xg. On vérifie que

-1
WE,@,,(OO) ={p }pow
On en déduit la proposition qui suit.

Proposition 14.5. Les points fermés de X de G -orbite finie sont en bijection Gk -équivariante
avec 'ensemble des plongements Homq,(E, K). Ce sont les cop ; lorsque T parcourt les plonge-
ments de E dans K.

Exemple 14.6. La courbe Xpg posséde un point fermé G g -invariant si et seulement si il existe
un plongement £ — K.

14.2. Fibrés Galois équivariants.

14.2.1. Topologie de Bjj,. Soit p € Spec(W(Op)) un idéal engendré par un élément primitif de

degré 1et m=1p [%] I'idéal maximal de B»* associé. Soit

B;R — 1(21 Bb’+/mk
E>1

de corps résiduel C' = B+ /m. Pour tout k > 0, m* /m**! est un C-espace vectoriel de dimension
1. C’est donc canoniquement un C-espace de Banach et en particulier un Q,-espace de Banach.
Pour tout k, le réseau W (Op)/p* de B;,/m* est p-adiquement complet. On munit alors B, /m*
de I'unique topologie de Q,-espace de Banach définie par une norme de boule unité W(Op) /pk.
On vérifie que B}, /m” est alors une extension successive des espaces de Banach (m’/m'™1)o<;<
précédents (par extensions on entend une suite exacte d’espaces vectoriels strictement compatible
aux topologies de Banach). On munit alors BJR de la topologie limite projective ce qui en fait un
Qp-espace de Frechet.
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14.2.2. B;‘R et Bgagr-représentations. Reprenons les hypotheses et notations de la section [14.1.1
Soit oo € |Xg, | le point fixe sous Gk et B, = Oxg, 00

Définition 14.7. Une BJR—représentation est un B;R—module libre muni d’une action semi-
linéaire continue de Gx. Une Bygr-représentation est un Bgp-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une action semi-linéaire de G stabilisant un B;R—réseau sur lequel Uaction de Gk est
continue. On note RepB;R (Gk) et Repg,,(GK) ces catégories.

On définit de méme Repp o, p(Gk), resp. Repg, .o, p(GK), en evigeant que le Bi. ®E,
P y P

resp. Byr ® E, module sous-jacent soit libre.

On vérifie que si W est une Bgg-représentation alors 'action de G sur tout B;‘R—réseau
invariant est continue.

14.2.3. Fibrés Galois équivariants : définition. Notons I = Homg, (E, K).Tl'y a un isomorphisme
compatible a l'action de G

H Oxp,o0p,, = BIR ®q, E.
TEIE

Définition 14.8. Un fibré Gk -équivariant sur Xg est un fibré £ muni d'une action de Gy
compatible a celle sur Xp tel que Uaction semi-linéaire de G sur le Bj,-module Drerp Eon s

soit continue. On note sz)G{Fj la catégorie de tels fibrés équivariants.
La catégorie Fibg;{; est K-linéaire exacte munie d’un foncteur
2.GK
FleE — RepB;R(ngE(GK)

E — EOO::@EOOE’T‘

r€lp
14.2.4. Interprétation en termes de B-paires. Notons
B. =T(Xg, \ {00}, Ox,,) = (Bg, [{)*~.
Soit alors
B.®q, E=T(Xg\ wg}Qp (00), Ox,)-

C’est un anneau principal munie d’une action de Gk. Il y a un plongement

B. — Bur
et B F — Bjr® F.

Définition 14.9. Une B, ® E-représentation de Gy est un B ® E-module libre de rang fini M
muni d’une action semi-linéaire de G telle que M ®p, Bar soit une Bgr @ E-représentation de
Gk . On note Repp_ o la catégorie associée.

Il y a un foncteur
Fibi% — Repp, ,(Gk)
E — F(XE\{OOEJ}TE]E,E).

Voici maintenant le lien entre les B-paires introduites par Berger dans [3] et les fibrés Galois
équivariants. Il s’agit d’une traduction immédiate de la proposition 2.1

Proposition 14.10. La catégorie des fibrés G g -équivariants sur Xg est équivalante a celle des
triplets (M, W,u) ol M € Repp op(Gk), W € Reppy op(Gk) et u: M ®p, Bar = W[l

Remarque 14.11. [ résulte de la proposition précédente que la catégorie szg’;g est équivalente

a celles € € szg’;f munis d’une action de E tels que Eno s0it un B, ®q, F-module libre.
Qp g
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14.2.5. La catégorie des B.-représentations est abélienne. La catégorie Repp o p(Gx) est & priori
seulement une catégorie exacte. On a cependant le résultat suivant.

Théoréme 14.12. La catégorie Repp o (Gr) est abélienne E-linéaire.

Démonstration. Si f : £, — & est un morphisme de fibrés G g-équivariants sur Xg \wngp(oo)
alors le faisceau cohérent qui est la partie de torsion de coker(f) est G g-équivariant. Etant de
torsion son support est constitué d’un nombre fini de points de Xg \WEIQP(OO). Mais ce support

est nécessairement invariant sous Gx. D’apres la proposition il est donc vide. On en déduit
que coker(f) est un fibré vectoriel. O

14.3. Lorsque F est contenu dans K. Supposons maintenant que E C K et notons 79 € Ig le
plongement canonique déduit de cette inclusion. Le point cog -, € | Xg| est donc fixe sous Gk . Le
plongement £ C K induit un plongement du corps résiduel de E dans k. L’action de Gk sur F
induit alors une action sur l'algébre graduée Pg -, qui induit une action sur Xg = Proj(Pg )
Elle coincide avec I'action définie précédemment.

Soit

Bep =T(Xp \{o0pr},Ox,) = (BE[£]) ="
ou V*(tg) = {o0g +,} i.e. tg est une période d'un groupe de Lubin-Tate associé¢ a4 E. L’anneau
principal B, g est muni d’une action de Gx. On a bien slir un plongement compatible & ’action
de Galois
Be,E CB.®F

qui identifie B, @ E & un localisé de B, g apres inversion de [E : Q,] — 1-idéaux premiers.

Toujours d’apres la proposition on a la classification suivante en termes de B-paires des
fibrés équivariants. On définit comme précédemment Repp, , (Gr).

Proposition 14.13. La catégorie sz%; est équivalente a celle des triplets (M, W,u) ot M €
Repp, ,(GK), W € RepB;rR(GK) et u: M ® By — W[1].

Remarque 14.14. Contrairement au cas du théoréme il 'y a pas de raison pour qu’en
général Repp_ (G ) soit abélienne.

14.4. Torsion par un cocyle. Soit £ € Fibg;{bf de fibré sous-jacent &£ et 300 € Rede*R@E(GK)-
Le groupe Gk agit alors sur Aut(€) et Aut(€) = HY(Gg, Aut(€)). Il y a un plongement Galois
équivariant R
Aut(€) — GLB;R®E(EOO).
On munit alors Aut(€) de la topologie induite de celle de GL Bl GE (Ex), elleeméme déduite de
celle de Bjj,. On note alors
ZY Gk, Aut(€))
I’ensemble des 1-cocyles continus et
HY (G, Aut(&)) = Z' (G, Aut(&))/ ~
I’ensemble pointé de cohomologie galoisienne associé. La proposition suivante résulte de la propo-
sition 10l
Proposition 14.15.

(1) Les fibrés G -équivariants de fibré sous-jacent £ sont en bijection avec l’ensemble de 1-
cocyles Z1 (G, Aut(€)).

(2) Les classes d’isomorphisme de fibrés G i -équivariants de fibré sous-jacent € sont en bijec-
tion avec HY (G, Aut(E)).

Définition 14.16. Soit c € Z1(Gk, Aut(€)). On note

G
§/<<c

le fibré G -équivariant de fibré sous-jacent € obtenu a partir de £ par torsion.
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14.5. Fibrés Galois-équivariants et semi-stabilité.

14.5.1. Invariance sous Galois de la filtration de Harder-Narasimhan. Une des propriétés fonda-
mentales de la filtration de Harder-Narasimhan d’un objet est son invariance sous les symmeétries
de cet objet. Cela impose des contraintes sur cette filtration de Harder-Narasimhan.

Proposition 14.17. Soit £ € szg’; de fibré sous-jacent €. Soit 0 =& C & C - C & =€
la filtration de Harder-Narasimhan de £. Pour 0 < i < r il existe une unique structure de fibré
Gk -équivariant sur &;, £;, telle que la filtration précédente provienne d’une filtration dans sz)G(g :

0=E,CE G CE =&
Démonstration. Pour o € Gx notons u, : 0 — £ donnant P’action de ¢ sur £. 11 suffit de
remarquer que si F C & est un sous-fibré (localement facteur direct) alors
deg(uy (0 F)) = deg(F).
La propoposition résulte alors de 'unicité de la filtration de Harder-Narasimhan. O

14.5.2. Classification des fibrés Galois équivariants semi-stables de pente 0.

Définition 14.18. On note Oy le fibré Gi-équivariant qui est Ox, muni de sa structure
équivariante canonique déduite de ’action de G sur Xg.

Proposition 14.19. Soit OFibg';;f la catégorie des fibrés G k-équivariants semi-stables de pente
0. Soit Repp(Gk) la catégorie des représentations continues de G a valeurs dans un E-espace
vectoriel de dimension finie.

(1) Il y a une équivalence de catégories

Repy(Gr) — OFib§s
Gk
(Vip) +— (V@gOx,) A p.

(2) L’équivalence précédente se réecrit de la fagon suivante. Le couple (V,p) définit un fais-
ceau G g -équivariant en E-modules a droites V. sur Xg dont le faisceau sous-jacent est le
faisceau constant de valeur V. Le faisceau O, est un faisceau équivariant en E-espaces
vectoriels. Alors,

Repg(Gx) —— OFib§x
(Vip) — Vep0Ox,
et
OFibG< 5 Repg(Gk)
£ +— HYXpE)

sont deuzr équivalences inverses ot l'action Gk sur les sections globales est donnée par la
structure équivariante sur £.

Le point (1) résulte du théoreme de classification des fibrés [12.8, de ce que Aut(Ox,) = E*
avec comme action induite de Gk provenant de la structure équivariante canonique I'action triviale
et de la proposition [14.15 Le point (2) n’est qu’une reformulation du point (1). O

14.5.3. Classification des fibrés Galois équivariants semi-stables de pente quelconque lorsque kg C
kx. Notons kg le corps résiduel de E. Supposons que kg se plonge dans kg le corps résiduel de
K (on ne fixe pas un tel plongement).

Le choix d’un plongement ki C ki permet de définir la E-algebre graduée Pg ., avec action
de G de telle manitre que Xg = Proj(Pg ) avec son action de Gg .

Pour A > 1, on dispose également d'une action de G sur la FE-algebre graduée Pg, . =
@dZO(BEV}é:”d. Lorsque h = 1, l'action déduite sur Xz = Proj(Pg ) est 'action précédente
déduite de 'action de G sur Xg, et de la formule Xg = Xog, ®q, E. Lorsque h > 1, notons Ej,
une extension non-ramifiée de degré h de E. Il y a alors une action de G sur Ej indépendante
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du choix d’un plongement de kg dans kx (car le groupe de Galois de Ej|E est abélien). L’action
de 0 € Gk sur Xg, = Xg ®p Ej, déduite de l'action sur Pg, ,, est alors 0 ® 0.
Pour d € Z,

OXE,L (d) = Pgy, s [d]

est alors canoniquement muni d’une structure de fibré G g-équivariant pour 'action tordue de
Gk sur Xp, précédente. Cela résulte de ce que le module gradué P, -[d] est muni d’une action
semi-linéaire de Gk (semi-linéaire relativement & l'action de Gk sur Pg, r,). Le fibré

OXE (d7 h) = ﬂ-EhyE*OXEh (d)

est donc également muni canoniquement d’une structure G g-équivariante sur Xg. On vérifie que

cette structure équivariante ne dépend pas canoniquement du choix fait du plongement de kg dans
k.

Définition 14.20. Supposons que le corps résiduel de E se plonge dans celui de K. Pour A € Q,
on note Oy _(N) € szgg le fibré Ox, (A) muni de sa structure Gk -équivariante canonique définie
précédemment.

Remarque 14.21. Le fibré Ox,(\) pour A # 0 dépend du choiz d’une uniformisante g de
E ; deux choix différents fournissent des fibrés isomorphes mais non canoniquement isomorphes.
Lorsqu’on ajoute l'action de Gy, deux choixz différents différents d’uniformisante donnent des
fibrés équivariants O, (\) qui ne sont pas isomorphes en général. Cependant on vérifie que si ki
contient une cléture algébrique de ), alors les fibrés équivariants associés & ces choix sont (non
canoniquement) isomorphes.

Pour A € Q soit Dy 'algebre & division d’invariant A sur E. Si A = d/h avec (d,h) = 1 et
h > 1 on définit une action de Gal(Ej|E) sur D) de la fagon suivante. Notons Dy = Ej[lI] avec
" = g et pour x € Ey, 2II~! = og(x). L’action est alors

Gal(Eh\E) — Aut(D)\)
op — [y Oyl
Par composition cela définit une action
G — Gal(Eh|E) — Aut(D)\)

qui est triviale si le corps résiduel de K contient F,n et ne dépend pas du choix d’un plongement
du corps résiduel de E dans celui de K (car Gal(Ey|E) est abélien).

Proposition 14.22. Supposons que le corps résiduel de E se plonge dans celui de K. Pour A € Q,
soit AFibgég la catégorie des fibrés galois équivariants semi-stables de pente X. Soit RepD;pp(GK)
la catégorie des représentations semi-linéaires continues de G & valeurs dans un DS -espaces
vectoriel de dimension finie.

(1) 1l y a une équivalence de catégories

RepDzml (GK) L> )\Flbg;(g
Gk
(Vip) = (V@p, Ox,(\) A p.

(2) L’équivalence précédente se réecrit de la fagon suivante. L’action de Gk sur Dy définit un
faisceau Gk équivariant en anneauxr Dy sur Xg, le faisceau sous-jacent étant le faisceau
constant de valeur Dy. Le couple (V, p) définit un faisceau G i -équivariant en D, -modules
a droites V. dont le faisceau sous-jacent est le faisceau constant de valeur V. Le faisceau
Ox, (\) est un faisceau Gk -équivariant en D, -modules. Alors,

RepD;pp (GK) ;> )\Flbgég
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et
A Gr ~
FZbXE — RepDipp (GK)
£ +— HYXg,E®0x, (-N)
sont deuz équivalences inverses ou l’action de DSPP sur HY(X g, £ ® Ox,, (=) est donnée

par DPP = End(Ox, (=) et celle de Gk par la structure équivariante sur E@ O (—A).

Démonstration. Le point (1) résulte du théoreme de classification des fibrés de ce que
Aut(Ox,) = Dy avec comme action induite de G provenant de la structure équivariante canon-

ique Paction triviale et de la proposition [14.15] Le point (2) n’est qu’une reformulation du point
(1). O

Remarque 14.23. Si le corps résiduel de K contient une cloture algébrique de Fp, Uaction de
Gg sur Dy est triviale et RepDipp(GK) est la catégorie des représentation linéaires continues de

Gk a valeurs dans un D$PP-espaces vectoriel de dimension finie.

14.5.4. Extensions équivariantes de fibrés. Soit Xg/Gk le topos des faiceaux G g-équivariants
sur (Xg)zar- Le faisceaux structural Oy, est canoniquement un faisceau d’anneaux équivariant

et définit donc un anneau Oy dans Xg/Gg. Il y a alors un morphisme de topos annelés

T (X;,OXE) — (X;EK»QXE)

qui est la < projection sur le quotient ». Ce morphisme s’inscrit dans un diagramme commutatif
de topos annelés

(Xg,Oxy) —> (Xp/Gk,Ox,)

d |
(Ens, E) " . (BGk,E)

ou Ens désigne le topos des ensembles et BGk celui des Gx-ensembles. Soient maintenant £, et

&, deux Oy -modules dans Xg/Gk ie. deux Ox, -modules G g-équivariants. Notons & = &,
et & = 1*E, les Ox,-modules sous-jacents. Notant Hom pour les Hom internes, on a

RHomo, (£,.&) = RI(Xp/Gr,RHom(E,.£5))
= RI‘(BGK,Rg*RHom(§2,§2))
Mais si F est un Oy, -module la fléeche de changement de base associée au diagramme précédent
h*Rg.F — Rf.m*F
est un isomorphisme. En particulier,
h*Rg.RHom(E,y, E,5) = RHomo, (€1, E2).
De cela on déduit l'existence d’une suite spectrale du type Hochschild-Serre
E3? = HP(Gg, Exth, (€1,8)) = Extht{qE (£1,E,).
ou HP(Gk,—) désigne la cohomologie du groupe Gk vu comme groupe abstrait. Malheureuse-
ment, cette suite spectrale n’est pas exploitable telle quelle car nous avons mis une condition de
continuité dans la définition de nos fibrés G i-équivariants. On dipose tout de méme du résultat

qui suit qui s’interpréte comme étant la suite des termes de bas degrés d’une telle suite spectrale
hypothetique qui tiendrait compte de la condition de continuité.

Soient donc &,,&, € Fibg’;g de fibrés sous-jacents &1, & € Fibx,. Pour tout ¢ > 0, Ext?(&, &)
est muni d’une action de Gg. Si pour o € Gk, Uy : 0*E —> & et vy : 0°Ey —» & sont les actions
de o associées aux structures équivariantes alors 'action de o sur Ext?(&;, &) est donnée par

. w=1* Vo )w
Eth(é‘l,gg) j——) Eth(U*gl, 0'*52) % Extq(5170*52) .(—)——) Eth(gl,gg).
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On a alors
Hom(&,,E,) = Hom(&y, E)C%.
Munissons Hom(&1, &) de la topologie induite par le plongement suivant
Hom(&y, &) < HomBIR®E(51’OO, E2.00)
dans un B}, ® E-module libre de rang fini. En fait, Hom(&, &) est un sous-espace de Banach de
I'espace de Frechet Hom g+ o (€1 005 £2,00). Plus précisément, si t € (BQf )¥=P est associé au point
dR P

oo de Xg,, le lieu d’annulation de ¢ dans Xg est {oor} g 7. Soit D = > [00;] € Div(Xg).
Alors, pour k> 0,

Hom(&1,E(—kD)) =0
et donc si W = HomBjR®E(gLoovg2,00)
Hom(&1, &) — W/tFW
ott W/t*W est un espace de Banach comme B;R /th(J{R—module libre de rang fini.
Proposition 14.24. Il y a une suite exacte de E-espaces vectoriels
0 — HY(Gg, Hom(&1,E)) — Ext'(E,,€,) — H (G, Ext' (£1,&)) — H*(Gx, Hom(&1,E))

ot la cohomologie galoisienne est la cohomologie continue. Si (¢;)o € Z1(Gx, Hom(Ey,E2)) est un
1-cocyle continu, limage de la classe de (cy)y dans Ext'(E,,E,) se décrit de la fagon suivante.
Soit o = (ag)e € ZN (G, Aul(Ey & £1)) défini par aqe, = 1de, et agye, =1de, + o,

_ Id52 Co
o = ( 0 1d51>'

Alors la classe de ’extension équivariante associée est

Gk
0—& — (&0&) Na— & —0.

Démonstration. Cela se démontre sans difficulté en explicitant les cocyles et diverses applica-
tions de bord. O

Voici le corollaire que nous utiliserons.

Corollaire 14.25. Notons pimaz €t fimin les plus grandes et plus petites pentes de Harder-Narasimhan.
Supposons que fmaz(E1) < timin(E2). Il y a alors un isomorphisme

HY(Gg, Hom(&1,&)) — Ext'(£,,E,).

Démonstration. On a Ext*(£,&) = HY (X, &)Y ® &). Puisque fimaz(E1) < fimin(E2), d’apres
le théoréme de classification des fibrés, £ ® £ est isomorphe & une somme directe de fibrés de
la forme Ox(\) avec A > 0. On a donc Ext'(£;,&) = 0 et on conclut grace a la proposition
précédente. O

15. FIBRES EQUIVARIANTS DE DE RHAM

On reprend les hypotheses et notations de la section [14.1

15.1. Modifications de fibrés.

Définition 15.1. Soit S C |Xg| un sous-ensemble fini de points fermés stable sous Gk et £ €
sz%; Une modification équivariante de & en S est un couple (£',u) o &' € szg;(’bf et

u . g|/XE\S L) S‘XE\S
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Proposition 15.2. Soient S et £ comme dans la définition précédente. Pour x € S, notons t,
une unifomisante de 5XE,z- L’application
(&' u) — u(@g;)
€S
induit une bijection entre les classes d’isomorphismes de modifications équivariantes de & et les
sous-réseauz de P, g gx[i] stables sour l'action de G .

Démonstration. Cela résulte de la proposition [2.1 O

Une modification de fibrés ne change par le rang du fibré. On vérifie également facilement le
lemme qui suit.

Lemme 15.3. Soit (£',u) une modification de & en S et A = Dreshs C D eq fj‘[%] le réseau
associé. Alors,
deg(&’) = deg(€) + Z[Al 2 Exl.
zeS
15.2. Polygone de Hodge d’une modification. Soit £ € Fibg’;’; derang n et S C | Xg| comme
dans la section précédente. Notons

(Z")" ={(a1,...,an) €Z" [ a1 > -+ > an}.
Pour tout x € S, il y a une application de ’ensemble des réseaux de gw[ti] a valeurs dans (Z™)*.
Elle donne la position relative d’un réseau relativement a &,. Plus précisément, si A C é’;[ti] est
un réseau, il existe une base (eq,...,e,) de EAI telle que
A=<tey,...,t%e, >, (a1,...,a,) € (Z™)7.
On associe alors & A le n-uplet (a1, ...,a,). On peut voir les éléments de (Z™)* comme des poly-
gones concaves A pentes entieres. A (aq,...,a,) € (Z™)T on associe le polygone concave d’origine
(0,0), d’extrémité (n,>", a;) et de pente a; sur le segment [i — 1,4]. Si (', u) est une modification
équivariante de F en S on peut donc associer & tout z € S, un polygone concave Hdg(E', u),

que P'on appelle polygone de Hodge. La famille de polygones de Hodge (Hdg(&’, u),)zes est un
invariant plus fin que le degré de la modification. Ainsi,

deg &' = deg & — Z ordonnée terminale de Hdg(E', u),.
rzes

15.3. B('i"R et Byg-représentations plates. Rappelons que pour tout ¢ € Z, Bgé‘ = K et que

(Fil'Bgr)®% = K si i < 0 et 0 sinon. Il en découle (J20] 1.6.1) que si M € Reppy (Gk) et
M’ € Repp,,, alors

MC% @x Bi, — M
M/GK®KB(1R — M

sont injectifs. Notons Vecty la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie. On a donc
deux foncteurs adjoints
~®B,p
Vect g RGPB;R (Gk)
(-)°K
et
—®Bar
Vect i Repg, . (Gk)-
()
De plus le foncteur (—) ® B, est pleinement fidele d’image essentielle les W € Rep B;R(G K ) telles
que
WY @ Bl =5 W
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i.e. W est engendré par ses invariants sous G . De méme, le foncteur (—) ® Bgr est pleinement
fidele d'image essentielle les W € Repg, . (Gx) telles que

WGK XK Bar AN V4
ou encore,
dimy WY = dimp,, W.
Définition 15.4.
(1) Une B:{R—représentation W est plate si WEK Qg BjR — W est un isomorphisme.
(2) Une Bgg-représentation W est plate si WEK @y Bqg — W est un isomorphisme.

(8) Une BJR—représentation W est génériquement plate si la Byg-représentation W[%] est
plate.

Remarque 15.5. Soit K|K extension cyclotomique. Dans [21] le second auteur a associé a
une Bgr-représentation un module & connexion sur Ko ((t)) et montré que la Byg-représentation
est plate si et seulement si ce module a connexion est engendré par ses section horizontales. Cela
justifie la terminologie < plate > utilisée.

Proposition 15.6.

(1) Une Bgr-représentation est plate si et seulement si dimg WGk = dimp,, W.
(2) Une Bjj,-représentation W est plate si et seulement si dimy (W/tW )5 = 951 (W) c’est
a dire W/tW est une C-représentation de Hodge-Tate de poids 0.

Démonstration. Le point (1) a déja été vérifié auparavant. Le point (2) est une conséquence de
ce que pour tout entier n,

ker(H' (G, GLy(Bjg)) — H'(Gk,GL,(C))) = {*}
(noyau au sens des ensembles pointés). Cela résulte de ce que pour ¢ > 1, Id + tiMn(BjR) /Id +
t M, (Bl,) ~ M, (C(i)), or H'(Gk,C(i)) =0 et donc H'(Gk, M, (C(i)) = 0. O

Les considérations précédentes montrent que le foncteur V — V ® g Byg, resp. V — V Qg B;{R,
induit une équivalence entre Vecty et les Byg-représentations plates, resp. les B;‘R—représentations
plates. On va maintenant classifier les B;R—représentations génériquement plates.

Appelons filtration d'un K-espace vectoriel de dimension finie V' une filtration décroissante
Fil*V vérifiant Fil'V = V pour i < 0 et Fil'V = 0 pour ¢ > 0. Pour une telle filtration on définit
une filtration décroissante sur V ® ¢ By en posant

Fil"(V ®x Bar) = Z Fil'V @ Fil! Byg.

i+j=n
Cette filtration est formée de B;R—réseaux G g-invariants dans V ® g Bgr. De plus,
Fil"(V @k Bar) = t"Fil’(V @k Bar).
Proposition 15.7. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. L’application
Fil*V — Fil®(V @k Bag)

induit une bijection entre les filtrations de V' et les B;’R—Téseaux stables sour G dans V @k Byg.
L’inverse de cette bijection associe a un réseau W la filtration définie par

Fil"V = (t"W)9%, n € Z.
Démonstration. Soit Fil*V une filtration de V. Il y a une inclusion pour tout n

Fil"V C (Fil"(V ® Byg))“%.
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Puisque V ® Bgr = UnezFil"(V ® Bggr), pour n < 0 cette inclusion est une égalité. Montrons
par récurrence déscendante sur n que c’est toujours le cas. Supposons donc vérifié que Fil"V =
(Fil™(V ® Bgr))“% . Puisque

g’l"n(V (%9 BdR) = @ griV X gT‘deR
i+j=n
et que d’apres Tate
. G 0sij+#0
(gr?! Bag)™* = {K S =0,
on a
(gr"(V @ Bgr))“% = gr"V.

On a donc un diagramme commutatif

0—Fil"'v Fil"V gr"V——=0

| | -

0 — (Fil"™(V ® Byg))¢* —— (Fil"(V ® Bygr))®* — (9r"(V ® Bag))“*

Le lemme du serpent permet de conclure que Fil"™'V = (Fil"*H(V @ Byr))¢x.

Dans 'autre direction, soit W un B:[R—réseau galois invariant dans V ® Bgg et Fil*V = (t*W)¢x
la filtration induite de V. On veut montrer que I'inclusion
Z (tiW)GK ® FﬂdeR cW
i+j=0

est une égalité. Il suffit de montrer qu’il existe des entiers (a1, ...,a,) € Z™ tels que

n
W ~ @ Fil% Byg

i=1
comime B;R-représentations. On procede pour cela par récurrence sur dim V. Le cas dimV = 1
est évident. Soit donc dimV > 1, V/ C V un sous-espace de dimension dimV — 1 et V" = V/V'.
Posons W' = W NV'® Bgr et W’ = Im(W — V" ® B4r). On a donc une suite exacte de
B;‘R—représentations

0—W — W —W"—0.
Par hypothese de récurrence appliquée & V' et W', il existe (ay,...,a,_1) € Z" ! tels que W' ~
OP'Fil" Byg. Soit a,, € Z tel que W ~ Fil*" Byg. Puisque W[1/t] ~ B}, la classe de I'extension
précédente est donnée par un élément de
er(H' (G, @15 1" " Bj) — H'(Cx. Bl ")),
Or ce noyau est trivial car on vérifie aisément que pour tout k € Z,
ker(H'(G g, Fil* Byr) — H*(Gx, Bar)) = 0.

O

La proposition qui suit se déduit des considérations précédentes. Le point (2) résulte soit de la
démonstration précédente, soit du choix d’un scindage de la filtration de notre espace vectoriel.

Proposition 15.8.

(1) Les foncteurs (V,Fil*V) — Fil*(V ® Bag) et W — ((W[3]%%, (t*W)%%)) induisent des
équivalences inverses de catégories entre K -espaces vectoriels de dimension finie filtrés et
B;R—représentations génériquement plates.

(2) Une B;R—représentation W de rang n est génériquement plate si et seulement si il existe
(ar,...,an) € Z" tels que W ~ @I 1% B,
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15.4. L’enveloppe abélienne des BIR-représentation génériquement plates.
Définition 15.9.

(1) On note Cqr la catégorie des B;R—modules de type fini munis d’une action semi-linéaire
de G isomorphes auz objets de la forme

n
@FﬂainR/FﬂbinR7 a; €N, b; e NU {+OO}, a; <b;
i=1
ot on pose Fil*° Byr = 0.
(2) On note Modﬁfﬂ la catégorie des K[T|-modules gradués de type fini.
(8) On note VectFilk la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie filtrés.
Si M = @iezM; € Mod?{m on a les propriétés suivantes :
- M; =0 pour i < 0,
— pour tout i, dimg M; < +o0,
— il y a un opérateur M; >, Miqq,
— pour > O, xT Mz ; Mi+1-
Réciproquement, étant donnée une famille de K-espaces vectoriels de dimension finie (M;);cz mu-
nie d’opérateurs M; — M, satisfaisant les propriétés précédentes, on déduit un objet de Mod?(rm.

Il y a un foncteur
VectFilx — Mod iy

qui & Pespace vectoriel filtré (V,Fil*V) associe M = @;czM; ol
M; = Fil™'V
et
xT : Mz — Mi+1
est I'inclusion Fil ™"V < Fil """ 'V. Il y a également un foncteur dans 'autre sens
Mod§y —+ VectFilg
M +— (My,Fil*M,)
ol
My, = lim M;,
—
i>0
les applications de transition étant données par x7T': M; — M; 11 et
Fil* My = Im(M), — M), k€ Z.
La proposition qui suit est immédiate.
Proposition 15.10.
(1) Les deux foncteurs
M odgfﬂ VectFilk
sont adjoints l'un de l’autre.

(2) Le foncteur VectFilg — Modgfﬂ est pleinement fidéle d’image essentielle les K[T]-
modules gradués sans torsion.

(3) Le morphisme d’adjonction Modng] — ModIC?["T] associe & M le module gradué M /Mo,
ot My, est le sous-module de torsion.
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Définissons maintenant un foncteur
Car — Mod{iyy
en associant & W € Cyr le module gradué M = @,z M; avec
M; = (W(_i»GK
et
KT+ (W(=i)) " = (W (=i — 1)) %
On définit maintenant un foncteur dans ’autre sens
Mod?{m — CdR
en associant a M = ®;czM; le B;R—module

M ®xiry Big

N

ou :
— le morphisme de K-algebres K[T] — B;R est celui qui envoie T sur ¢,
— Paction de Gk est obtenue en faisant agir G sur M; via la puissance i-eme du caractere
cyclotomique.
Si (V,Fil*V) € VectFilg et M = @®iezFil ™"V est le module gradué associé, il y a un isomor-
phisme de BiR—représentations

M ®gr Big — Fil%(V ® Byg)
(Ti)iez®1 in @t
i€z
Via le plongement VectFilg — Mod?{r[T], le foncteur Modf{m — Cqr étend donc celui étudié
dans la section précédente.

Proposition 15.11. Les deuz foncteurs précédents

Modgfﬂ —__ Cur

sont des équivalences inverses de catégories. En particulier, Car est une catégorie abélienne. Plus
précisément, c’est la sous-catégorie abélienne de la catégorie des B;’R—module munis d’une action
semi-linéaire de G engendrée par les B;R-représentations génériquement plates.

15.5. Fibrés de de Rham. Notons I les plongements de E dans K. Rappelons (cf. [14.1.1]) que
I'on a défini une application compatible a I'action de Gk

T +— 00r.

Définition 15.12. Un fibré équivariant € € sz%; est de de Rham si la B;R—représentation

goo = @ EOOE,T

T€lE

est génériquement plate.

Proposition 15.13. Il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des fibrés équivariants
de de Rham sur Xg et celle des couples (€,Fil®) od
-£¢€ szgg vérifie rery(Eco, @ k(00r)) € Repo(Gk) est Hodge-Tate de poids 0,
- Fil* est une filtration du K ®q, E-module libre (Ex, & k(cog))9% par des sous-K @ E-
modules.
L’équivalence associe au couple (€,Fil*) la modification équivariante de € en {oor }rer, associée

au réseau Filo( Drerp Excli—]) 0U tp,, est une uniformisante de Ox, . .

1
tE,T
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Démonstration. C’est une conséquence des propositions [15.8] [15.6] et [15.2} O

Il y a un isomorphisme de K-algebres

KoE= || FKe.
7€Gr\IE

—Stab . . o L
ouKg,=K tabaic (T). Des lors, un K ®E-module libre filtré comme dans la proposition précédente
est la donnée pour tout 7 € Gg\Ig d'un Kg ,-espace vectoriel filtré (V;,Fil*V;) tel que pour
71,72 € Ig on ait dimV,, = dim V,,.

Appelons polygone de Hodge d’un espace vectoriel filtré (V, Fil*V') le polygone convexe d’origine
(0,0), de pentes entieres i € Z, dim gr'V étant la multiplicité de la pente i. On note

ty(V,Fil*'V) =) "i.dimgr'V
i€EZL

l'ordonnée de son point terminal. Maintenant, si (V, Fil*V') est un K ® E-module libre filtré comme
précédemment, pour tout 7 € I'g on peut définir

Hdg(V, Fil*V).,
qui est le polygone de Hodge du K-espace vectoriel filtré (V,Fil*V) ® kg g 1a0- K. On a donc
Hdg(V,Fil*V), = Hdg(V,Fil*V)./

si 7 et 7/ sont dans la méme G g-orbite.

On vérifie alors la proposition suivante.

Proposition 15.14. Soit £ un fibré équivariant de de Rham et (€, Fil®) le couple associé par la
pmpositionm. Notons (€', u) la modification associée de E' en {00, }rcr,. Soient (Hdg(E',u)o, )
les polygones de Hodge de la modification . Soit V= (€, @ k(cog))9x. Alors, pour tout
T€lg,

T€lR

Hdg(E' 1) o0, (8) = —Hdg(V, Fil*V) . (e).
En particulier
deg(&’) = deg(€) + Z tg(V,Fil*V),.

TEIR

15.6. Faisceaux cohérents de de Rham.

Définition 15.15. Un faisceau cohérent G -équivariant £ sur Xg est de de Rham si sa fibre a

Uinfini, la représentation semi-linéaire €@ EOOT, est dans la catégorie Cqr (def. .

TElp =

Bien sir, tout fibré de de Rham est un faisceau cohérent de de Rham. La catégorie des faisceaux
cohérents de de Rham est abélienne.

Proposition 15.16. Soit £ un fibré Gk -équivariant sur X g de fibré sous-jacent E. Alors, E\XE\{ooT}TezE
est un fibré vectoriel.

Proposition 15.17. La catégorie des faisceauz cohérents équivariants de de Rham est équivalente
a celle des triplets (€, M, «) ot
— & est un fibré Gg-équivariant tel que W = @TeIES
Tate de poids 0,
- M = ®;ezM; est un K @ E[T]-module gradué de type fini,
- st Mo = lz_r}n M;, a: Moo = WEEK est un isomorphisme de K @ E-modules.
i>0

soit une C-représentation de Hodge-

00+
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16. FIBRES CRISTALLINS ET LOG-CRISTALLINS : FAIBLEMENT ADMISSIBLE IMPLIQUE ADMISSIBLE

Soit K|Q, valué complet de valuation discrete a corps résiduel kg parfait. On fixe une cléture

algébrique K de K et on note C = K, F = Frac R(O¢). Le corps résiduel de Oz est une cloture
algébrique de kx notée k. On note Ko = W(kk)g et L = W(k)g. Ils sont munis du Frobenius o
qui se réduit sur Frob, en caractéristique p.

La courbe X := Xg, est munie d’une action de Gk via I'action de celui-ci sur B* := Béfp. Elle
est de plus canoniquement munie d’un point & I'infini co € | X| invariant sous l’action de Gx. On
a{oo} =VH(t), t € (BT)?=P étant une période de G,, sur Ok. Notons

B, =T(Xg, \ {o},0x,,) = (B¥[{])"".
et

PPN
Bip = OXQP,OO'

16.1. L’anneau B;"

log* Rappelons qu’il y a un isomorphisme

L:1+mp — (BT)#=P
x — log[z].
On a un scindage canonique O = k* x 1 +mp. Etendons le morphisme £ & O} en posant
Lyx = 0.
Le morphisme de groupes £ définit alors un morphisme d’anneaux
Sym;Of — B™.

Définition 16.1. On note

+ _ pt
Biog = BT gy, 0% Symy F*.
muni du morphisme
) +
L:F* — B,

étendant canoniquement L : OF — BE. On définit les opérateurs suivants.

(1) ¢ est Vunique automorphisme de BEJOg étendant p sur Bt et vérifiant
oLl =pL.

(2) N:Bf — B

log log €5t lunique Bg-dérivation vérifiant : si x € F* est tel que v(x) = 1 alors

N(L(z)) = 1.

(8) L’action de Gk sur Bltg est l'unique extension de l’action sur BT telle que L soit com-
patible a l'action de G : pour o € Gk et x € F*,

L(z)° = L(x°Y) + L(x)
ot z° 7 € OF.
Le choix d’un élément z € F* vérifiant v(z) = 1 définit un isomorphisme
BY[X] = B,

X — L(x).
Via cet isomorphisme on a ¢(X) = pX, N(X) =1 et pour 0 € Gg, X7 = X + L(z° ).

16.2. Fibré équivariant associé a un (¢, N)-module.
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16.2.1. Fibré équivariant associé a un w-module.

Définition 16.2. On note o-Modk, la catégorie des couples (D, ) ou D est un Ko-espace vec-
toriel de dimension finie et v : D = D un isomorphisme o-linéaire.
On a défini dans la section [[3.3] un foncteur
p-Modp+ — Fiby.

Composé avec le foncteur extension des scalaires p-Modg, — ¢-Mod g+ cela définit un foncteur

E(—):p-Modg, — Fibx

(D,¢) +— (Do, BH=) .
d>0

Remarquons maintenant que via I'action de G sur BT, le module graduée définissant £(D, ¢)
est munie d'une action de Gk semi-linéaire relativement a l'action sur Py, ,. Cela définit donc
canoniquement une structure de fibré équivariant sur £(D, ¢). On note

¢-Modg, — Fib§x
(D,¢) — &(D,p)

le foncteur associé. En termes de B-paires,

D(X\{oo},E(D,9)) = (D&k, BYL)*™ € Repp, (Gk)
E(D,9) = D@, Bjn € Repy (Gro)

Lorsque kg est algébriquement clos,
ED,¢) ~ P Ox, (1™
AEQ

ot my est la multiplicité de Dieudonné-Manin de A dans (D, ). En général,

ED,¢) = @ (Ox, (1™ K )
A€Q
ol
p)‘ : G — Gal(klkg) — GLmA(DA)
est un cocyle non-ramifié de G .

16.2.2. Fibré équivariant associé a un (¢, N)-module.

Définition 16.3. On note (p, N)-mody, la catégorie des triplets (D, @, N) ot (D, @) € p-Modg,,
N : D — D est linéaire et vérifie N = ppN.

Bien sir, un tel opérateur N est nécessairement nilpotent. Soit (D, p, N) € (p, N)-Modg,.
Posons )
p=p“,N=0
Le(D, ¢, N) :®(D @K, Bg,log) :
d>0
C’est un module gradué sur
=p?,N=0
PanP = @(Bfgg)w P
d>0
muni d’une action semi-linéaire de Gg. Le choix d'un & € F* tel que v(z) = 1 détermine un
isomorphisme
BT [X] = Bl'gg
pour lequel N(X) = 1. Cela définit pour tout d > 0 un isomorphisme

~

(4) (Do BY)#=" . (Do Bfgg)“’:pd’N:O

y — Z(_Tl)ijvf(y).xi.
i>0 ’



148 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

Ces isomorphismes définissent un isomorphisme d’algebres graduées

P ©x, B> = DD @k, B,)?="" V="
d>0 d>0

Néanmoins cet isomorphisme n’est pas compatible a I'action de Galois. Plus précisément, si 'on
pose
00gs.o = L(x771),
alors cela définit un cocycle
(€ogu0)occr € 21 (Grcs (BE )*7).
Le choix d'un y € F* vérifiant v(y) = 1 différent de = change le cocyle précédent par un cobord :
logy » = logy o + L(yz™ )7 — L(yz™1).
Via I'isomorphisme laction de G sur (D ® B+)‘P:pd est donnée par
y — exp(—L0ge,o N)(y7).

Des considérations précédentes on déduit la proposition qui suit.

Proposition 16.4.
(1) Il y a un foncteur
E(-): (¢, N)-Modre, — Fib$x

=p N=0\"
(D N) — (B (Pex, BL) )
d>0
(2) Apres oubli de laction de Gk on a
E(D,p,N)~&(D, ).
3) L’opérateur de monodromie N : (D, ) — (D,pyp) définit un morphisme dans FibGx
( X
N :E(D,p) — E(D,pp) = E(D, ) ® Ox(-1).
Pour x € F* vérifiant v(x) = 1, on dispose d’un 1-cocyle
(60990,0)0 VA (GK’ HO(X)QX(l)))'
Alors,
(€0g$,g ®Ido N)UGGK € Zl (GKa End<€(D> SO) )
est un 1-cocyle en endomorphismes nilpotents dans End(E(D, ¢)) qui définit un 1-cocyle

(exp(—logy,s ®1d o N))(7 € Z'(Gr, Aut(E(D, p))).

1l y a alors un isomorphisme de fibrés G i -équivariants
G
E(D,p,N) ~E(D,p) A (exp(—éogmﬁ ®Ido N))U.

Remarque 16.5. Supposons que U'on ait choisit z = (x("),cn € R(O¢) de telle maniére que
20 € K*. Soit E la courbe elliptique de Tate sur K telle que E™ = G799 /(z(®))2. On a donc

Ty(E) = {(Zn)nzo | Gn € K" /(@ O)2, G5, =G et §o = 0} ot l'on note gy la classe de y, € K '
modulo (2. Il y a alors une suite exacte de représentation de G

0 Zp(1) T,(E) z, .
(e(n))nZO — (6(771))”20
(T Jnz0 —> ngr_{_locp" U”(gy(g)))

On a alors Log, , € Zy.t C (B1)?=P et ce cocyle définit 'extension précédente de Z, par Z,y(1).
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Remarque 16.6. La formule donnée dans le point (3) de la proposition précédente est similaire
a la description des représentations (-adiques de Gy via le théoréme de la monodromie poten-
tiellement semi-stable de Grothendieck. Plus précisément, soit £ # p et fizons une uniformisante
nx de K. Il y a un morphisme surjectif canonique

te: I —> Zz(l)
16, 1/
o — (O'(ﬂ'K )/ﬂ'K )nzo

indépendant du choixz des racines w}(/é” de Ty . Soit E la courbe de Tate sur K telle que E™9 =
Gri9 /nk. Comme dans la remarque on a Ty(E) = {(Jn)n>0 | Un € FX/W%(, yhi =

n et Jo = 0} ou l'on note g, la classe de y, € K modulo 7%. On a alors une suite evacte
similaire a celle de la remarque[16.

00— Z@(l) — Tg(E) — Zy — 0.

Le choiz d’une suite compatible de racines {"-iémes de g dans K, (ﬂ_}(/@")n>07 définit un scindage
de la suite exacte de Zg-modules précédente i.e. un scindage de la projection Ty(E) — Zy donné

parZe> 1 — (w}(/erj o € T,(E). Le cocyle associé est ¢, € Z (G, Z(1)) défini par
n>0

co(0) = o(ml" ) fml”

et vérifie ¢, = te. Soit maintenant p : G — GL(V') une représentation (-adique de G telle
que p|r. Sse factorise a travers un sous-groupe ouvert et N : p — p(—1). Alors,

N € ZH Gy, End(V))

ot Uaction de Gk sur End(V') est la représentation adjointe de p. Cela définit par exponentiation
un cocyle
exp(ceN) € ZH(Gg, GL(V))

et on peut définir la représentation £-adique
Gk
p A exp(ceN).

16.2.3. Description en termes de B-paires. Soit (D, p, N) € p-Modg, , et £(D,p, N) € Fibg’;’; le
fibré équivariant associé. On vérifie aisément que

DX\ {oo},£(D, ¢, N)) = (D@x, B, [+)"" """ € Repp (G
ED,pN), = (D&, Bi) ™ ©p+ Bfy € Repy (Grc).

On a cependant une autre description du complété de la fibre a l'infini du faisceau équivariant
E(D,p,N).

Prolongeons le logarithme usuel log : 1 + mp — K a (’)% en posant loglz] = 0 si z € k*.
Choisissons maintenant un prolongement
log : K —K
compatible a I'action de Gg. Cela revient a fixer un élément logp € K. Un tel choix définit un

plongement G i-équivariant

. pt+
oz.Blog

— Bjn
étendant le plongement naturel BT C B;R associé & un morphisme de groupes
. +
L:F* — Bjp,.
étendant le composé
Oy LBt Bl

On renvoie pour cela & la section 4.2 de [20].
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Proposition 16.7. A chaque choiz d’un élément logp € K est associé un isomorphisme de BJR—
représentations de G

D ®K0 B(}LR % §(Da ©, N)oo
Démonstration. On a une égalité de Bj-modules

(D @K, BlJcr)g)NZO = (D QKo By

N=0
log) .

+

Le plongement « : Biog

— B;R induit un morphisme de B;R-modules

(D ®x, By

10g)N=0 ®p+ Bjr — D®K, B

ey el — zoay).
Cela définit un morphisme de BjR—représentations

(D ®k, Bt

log)N:O @B+ B;_R — D QKo BJ_R

dont il s’agit de montrer que c’est un isomorphisme. Pour cela fixons z € F* tel que v(z) = 1. Ce
choix induit un isomorphisme

D ®k, Bt = (D XK, Bltg)N:O
(=1)" . i
Yy — Z S L(2) N (y)-
>0
Le composé
D &k, Bip = (D ®K, BY) ©@p+ Bjp = (D @k, Bl—gg)NZO ®p+ Bip — D @k, B

est alors donné par 'endomoprhisme exp(—N ® £(z)) de D®, B. C’est donc un isomorphisme.
O

Remarque 16.8. Le point de la proposition précédente est que le cocyle (0gy.)s devient trivial
dans B;R et que donc dans lisomorphisme du point (3)/di la proposition le cocyle o =

(exp(—£0gy,, @ Id o N))U devenant trivial dans GLB;R(E(D, ©) oo )s

o — Gx

G — _—
(E(D,0) N @) =ED,9)o N a=E(D, ).
Corollaire 16.9. Les fibrés équivariants de la forme E(D, ¢, N) sont de de Rham.

16.3. B.-représentations cristallines et log-cristallines. Nous utiliserons dans la suite le
résultat suivant ([I9] théo. 4.2.4) : le morphisme

B, ®x, K — Bjg
est injectif. Puisque Bfé‘ = K, on en déduit que
Frac(B1)%x = Frac(Blﬁg)GK = K.
Lemme 16.10. Soit W € Repg (G ). Alors,
dimg, (W ®p, BT[1])9% < +oo et dimg, (W @5, Bfgg[%])GK < +00

+

2 . . ~ . . 1
Démonstration. Le second point entraine le premier. Puisque Blog[f] — Byr,

(W @B, B [{])% € (W @p, Bar)®~.
Etant donné que [K : Ky] < +o0 il suffit donc de montrer que
dimg (W ®p, Bar)* < +oc.
Mais si M est une Byg-représentation de G g, puisque Bg}? = K, le morphisme naturel
MCY% @ By — M
est injectif ([20] prop 1.6.1). On a donc dimg MEx < 4oc0. O
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Définition 16.11.
(1) On définit deux foncteurs
Deris : Repg (Gx) — p-Modg,
M — ((M ®B, B+[%])GK,Id® g@)
et
Veris : p-Modg, — Repp (Gk)
(D,p) — (DK, BY[L))*7
(2) On définit de méme
Diog-cris : Repp (Gr) — (¢, N)-Modg,
Mo (M ep, B e e lde N)
et
Viog-cris = (¢, N)-Modx, — Repp (Gk)
(D,¢,N) +— (D &g, BF[L])77 V.

Soit (D, ) € p-Modg,. Il y a un morphisme naturel compatible & laction de G
(D ®K, BT[1)¢= ®p, BT[] — D ®x, BE[3].
Utilisant que BT[1]9% = K; on en déduit un morphisme
(Do, BF)P M @p. B — (Do, Bli) ™ = D.
On a donc une transformation naturelle de foncteurs sur ¢-Modg,
Deyis 0 Veris — 1d.
De méme, utilisant que Bfgg[%]GK = K on obtient une transformation naturelle
Diog-cris © Viog-cris — 1d.
Si M € Repp, (Gk), il y a un morphisme naturel compatible aux Frobenius
(M ®p, BT[1]))°% @K, BT[}] — M ®p, B*[}]
qui, puisque M est libre sur B, induit un morphisme
(M @p, B[L)9% @, BY[L))*" — (M @p, BT[L])* = M.
Cela induit une transformation naturelle de foncteurs sur Repg_(Gx)
Veris © Depis — 1d.
De méme, on a une transformation naturelle
Viog-cris © Diog-cris — 1d.
Proposition 16.12.
(1) La transformations naturelle de foncteurs sur o-Modg, , resp. (¢, N)-Modk,,
Deris o Veris  —  1d,
resp.  Diog-cris © Viog-eris —  1d,
est un isomorphisme.
(2) Pour M € Repg (Gk)
Veris(Deris(M))
Viog-cris(Diog-cris(M))

— M
— M

sont injectifs.
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Démonstration. Pour le point (1), soit (D, ¢) € p-Modg,. On est ramené & montrer que
=Id
(D oK, BT[3])" @5, BT [}] — D@k, B3]
est un isomorphisme. Pour 2 > 1 il y a un isomorphisme
(D ®x, B[]

11 suffit alors de montrer que

e=Id oh=1d

®p, (BY[L])?" =14 2 (D @k, BY[Y)

h—=1d
(D ®x, BY[1])” Dpipajenota BT[] — D@k, B[]
est un isomorphisme. On peut supposer h > 1 de telle maniere que les dénominateurs des pentes
de (D, ¢) divisent h. On est alors ramené & montrer que pour tout d € Z,

h__. d
(B+[%])so =r ®B+[%]¢h,=1d B‘*‘[%] SN B+[%]

est un isomorphisme. Mais cela résulte de ce que si t;, € (BT)?"=P est tel que V*(t;) soit un
point de Xg , s’envoyant sur oo via la projection Xq , — X, t) € BY[3]% et (B'*‘[%])Wh:pd est
un Bﬂ%]“’hzld—module libre de base t{.

Le point (1) < log-cristallin » résulte du cas précédent apres avoir fixé un isomorphisme B
BE[X].

+ o~
log —

Pour le point (2), soit M € Repp_(G ). On veut montrer que
(M ®p,, BT} @, BY )7 — M
est injectif. Il suffit pour cela de montrer que
(M ®p,, BYF)" @K, B[] — M @5, BY[{]
I'est. Il suffit en fait de montrer que le morphisme
(M ®Byg., Frac(B"))9% ®, Frac(B") — M ®p, Frac(B")

est injectif. Mais cela résulte de ce que Frac(B1)9% = K et de la proposition 1.6.1 de [20]. On
procede de méme pour le cas log-cristallin. O

Corollaire 16.13.

(1) Les foncteurs
Veris
¢-Modk, __ Repp (Gk),

Dm*is
resp.

Vvlog-cr'is

—_—

(p, N)-Modk, Repp_ (Gk),

Dlog-cris
sont adjoints, Veris, 1esp. Vieg-cris, €tant l'adjoint a gauche de Dcris, 1esp. Diog-cris. Le
morphisme d’ajonction Id — Dipis 0 Veris, 1esp. Id — Diggocris © Viog-cris, est l'inverse
de lisomorphime du point (1) de la proposition |16.12. Le morphisme d’ajonction Vi.;s o
Deris — 1d, resp. Vigg-cris © Diog-cris — 1d, est celui du point (2) de la proposition |16.12

(2) Le foncteur Vepis, 1esp. Vipg-cris, €st pleinement fidéle.

(3) L’image essentielle de Vepis est formée des représentations M € Repp (Gk) telles que
l'ingection
V::ris(Dcris(M)) — M

soit un isomorphisme.

Définition 16.14. Une B.-représentation M de Gy est cristalline, resp. log-cristalline, si M est
dans l'image essentielle de Veris, mesp. Vipg-cris-
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Proposition 16.15. Une B.-représentation M de G est cristalline, resp. log-cristalline, si et
seulement st

dimg, Deris(M) = rgg, M, resp. dimg, Diog-cris(M) = rgg, M
Démonstration. Soit = € {cris,log-cris}. Si Iégalité de rangs est vérifiée alors le conoyau de

I'injection Vi (D,(M)) < M est de torsion. Or, tout faisceau cohérent équivariant sur Xq, \ {oo}
est sans torsion, i.e. est un fibré vectoriel, car les orbites de G dans |Xg,| \ {oo} sont infinies

(coro. [14.4).

Proposition 16.16.
(1) Considérons une suite exacte de B.-représentations de G
0— My — My — M3z — 0.

Supposons My cristalline, resp. log-cristalline. Alors, My et M3 sont cristallines, resp.
log-cristallines, et il y a une suite exacte de p-modules

0— Dcris(Ml) — Dc’r‘is(M2) — Dcris(MS) — 07
resp. de (¢, N)-modules
0— Dlog—cris(Ml) — Dlog»cris(MZ) — Dlog—cris(MB) — 0.

(2) Soit M une B.-représentation cristalline, resp. log-cristalline, de Gg. Appelons sous-
représentation de M un sous-B.-module facteur direct stable sous l'action de Gk . Le fonc-
teur Veris, resp. Vieg-cris, induit alors une bijection entre les sous-o-modules de Deyis(M),
resp. les sous-(p, N)-modules de Diog.cris(M), et les sous-représentations de M.

Démonstration. Le point (2) résulte aussitét du point (1). Dans le cas cristallin, le point (1)
résulte lui-méme facilement du diagramme

0 —_— Vcris(Dcris(Ml)) —_— ch's(Dcris(M2)) — ‘/(ZTiS(DCTiS(MB))

~

0 M,y Mo Ms 0
dont les suites horizontales sont exactes, les fléches verticales injectives et la fléche verticale du
milieu est un isomorphisme. Le cas log-cristallin est identique. O

Remarque 16.17. Soit M une B, -représentation de G et M’ C M un sous-B.-module invariant
sous l'action de Gg. Alors M’ est automatiquement facteur direct dans M. Il suffit pour cela de
vérifier que M /M’ est sans torsion. Or, tout faisceau cohérent Gk -équivariant sur X \ {oo} est
sans torsion car les orbites de Gk dans |Xq,| \ {oo} sont infinies (coro. . Dans le point (2)
de la proposition [16.16| précédente on peut donc alléger la définition d’une sous-représentation.

16.4. Fibrés cristallins et log-cristallins.
Définition 16.18.

(1) Un fibré équivariant € € Fibg’;f\‘{oo} sur X \ {oo} est dit cristallin, resp. log-cristallin, sila
B, -représentation correspondante T'(X \ {00}, E) est cristalline, resp. log-cristalline.

(2) Un fibré équivariant € € Fibf(’( est dit cristallin, resp. log-cristallin, si sa restriction a
Pouvert X \ {oo} l’est. On note Fibg’;’(’c”s, resp. Fibg;(K’log_C”S, les catégorie correspon-
dantes.

D’apres la proposition [16.15] £ est cristallin si et seulement si

dimp, (HO(X \ {00}, &) @p, B, [1])“" = rg(&).

cris
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Le foncteur

p-Modr, — FibFE
(Do) > E(D,9)|x\{c0}

induit une équivalence entre p-modules et fibrés équivariants cristallins sur X \ {oo}. Il en est de
méme pour les (¢, N)-modules et les fibrés équivariants log-cristallins sur X \ {oco}. Utilisant les
résultats de la section 15[ on en déduit le théoreme qui suit.

Théoréme 16.19.
(1) Il y a une équivalence de catégories
¢-ModFily e, ——  FibGe
(D,p,Fil*Dg) — E&(D,¢,Fil*Dg)
ot E(D, p,Fil* D) est la modification équivariante de E(D,p) telle que
E(D,¢,Fil*Dg), =Fil’(Dx @ Bar).
(2) A chaque choiz de logp € K est associé une équivalence de catégories
(¢, N)-ModFilg /i, - FibGtooers
(D,p,N,Fil*Dg) +— &(D,p,N,Fil*Dg)
ot E(D, ¢, N,Fil®* D) est la modification équivariante de E(D, @, N) telle que
E(D, ¢, N,Fil*Dg)., = Fil’(Dx ®k Bar),
le choiz de logp permettant d’identifier E(D, o, N)__ a D R K, B;R (prop. .
16.5. Fibrés cristallins/log-cristallins et filtration de Harder-Narasimhan.

Lemme 16.20. Pour X € (p, N)-ModFilk k, on a deg&(X) = ty(X) —tn(X), r9(E(X)) =
hi(X) et p(X) = p(E(X)).

Théoréeme 16.21. Soit X € p-ModF'ily ), resp. X € (¢, N)-ModFilk . Notons
0=XoCXiC---CX, =X
sa filtration de Harder-Narasimhan. Alors
0=E(Xo) CEX) &+ CEXy) = E(X)

est la filtration de Harder-Narasimhan de £(X). De plus les polygones de Harder-Narasimhan de
X et £(X) coincident.

Démonstration. Soit X un p-module filtré. Notons Y le p-module associé. Les sous-objets
stricts de X sont en bijection avec les sous-objets de Y. De méme, puisque £(X) est obtenu par
modification de £(Y), les sous-fibrés équivariants stricts (i.e. localement facteur directs) de £(X)
sont en bijection avec ceux de £(Y). Le théoréme est alors une conséquence de la proposition
du point (2) de la proposition et du calcul du degré et du rang des fibrés associés aux
p-modules filtrés. O

16.6. Les foncteurs D.,.;s et V,.;s sur la courbe. On a défini précédemment des foncteurs
adjoints
Veris
o-Modg, Fibgf\({w},
le foncteur V,.;s étant pleinement fidele d’image essentielle les fibrés équivariants cristallins sur
X\ {oo}. Le foncteur Ve,;s n’est rien d’autre que le foncteur (D, ) — E(D,¥)|x\{oc}- On va

étendre ces foncteurs aux p-modules filtrés et aux fibrés sur toute la courbe.
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Proposition 16.22. Le foncteur

E(-) : p-ModFily i, — Fib$s

resp.  E(—): (¢, N)-ModFilg/x, — Fib§x
admet un adjoint a gauche.
Démonstration. Soit F un fibré équivariant sur X. Considérons le ¢p-module

(D, ) = Dcm‘s(f\X\{oo}))-
Il y a un plongement naturel de Byg-représentations

D ®x, Bar — Foo[L].

Le réseau
D ® Bgr N foo
est alors invariant sous G et correspond donc & une filtration Fil®* D . Cette filtration est donnée
par
Fil'Dx = Dk Nt'F ., i€Z.
On vérifie que la correspondance F +— (D, ¢, Fil® D) définit bien un foncteur adjoint. On procede
de méme en remplagant < cris > par < log-cris >. O

Définition 16.23. On note Deyis, 1esp. Digg —cris, le foncteur adjoint défini dans la proposition
précédente.

Ce foncteur se décrit de la facon suivante en termes de B-paires. Soit (M, W) ou M € Repp_(Gk),
W e RepB;rR(GK) et M ®B, Byr = W[%] Alors,
Deyis(M) = (M ©p, BT[3])%,1d® o)

et il y a un plongement

(M ®p, B+[%])GK ® K, Bir — M ®p, Bqr.
Posons _

Fil' = (M ®p, BT[1])°" @K, K Nt'W, i€ Z.
On a alors

Deris(M, W) = (M ®@p, BT[3])9%,1d ® ¢, Fil*).

Le foncteur composé
Repg, (Gx) — PFib§s —2< o-ModFilg i,
est le foncteur usuel qui & une représentation galoisienne V' associe
G
(V ®g, BH[L])Cx
muni du Frobenius Id ® ¢ et de la filtration déduite du plongement
(Ve BJF[%])GK ®K, K — V @ Bgr.

On vérifie facilement le lemme qui suit.

Lemme 16.24. Pour un fibré équivariant F, le sous-Ox-module équivariant E(Deris(F)), resp.
E(Diog-cris(F)), de F est le plus grand sous-Ox-module invariant sous Galois qui soit un fibré
cristallin, resp. log-cristallin.

On déduit également de la proposition I'assertion suivante.

Proposition 16.25. Un fibré équivariant F est cristallin, resp. log-cristallin, si et seulement si
dimgy Deris(F) = rg(F), resp. dimg, Diog-cris(F) = 19 (F).



156 LAURENT FARGUES ET JEAN-MARC FONTAINE

Définition 16.26. Pour A € p-ModFilkk,, resp. A € (¢, N)-ModFilkk,, on pose
Veris(4) = H (X, £(A)),
resp.  Vieg-cris(A) = HO(X7§(A)).
C’est un Qp-espace de Banach muni d’une action continue de G .

Si F est un fibré équivariant, l'inclusion £(D..;s(F)) C F induit une injection compatible &

I’action de Galois d’espaces de Banach
‘/cris<Dcris<]:)) — HO(Xa ]:)
En particulier, pour V € Repg(Gk),
%ris(Dcris(V)) — V

Si Bg,(Gx) désigne les Qp-espaces de Banach munis d'une action continue de Gx on a en

résumé un diagramme
Veris

¢-ModFily g, —— FleK -~ By, (Gx)

*®OX
\m /

RepQ (Gk)

16.7. Représentations cristallines et p-modules filtrés admissibles. Rappelons ([14.22
14.19) qu’il y a une équivalence entre représentations galoisiennes et fibrés équivariants semi-
stables de pente 0 :

Repp(Gr) — CFib§e
(V,p) +— V®p0Ox.
Définition 16.27. Une représentations V' € Repp(G ) est dite cristalline, resp. log-cristalline,

si le fibré G -équivariant V. @ O est cristallin, resp. log-cristallin. On note Reps™ (Gr), resp.
Replog "S(Gk), les représentations cristallines, resp. log-cristallines.

Remarque 16.28. Lorsque E # Q,, cette notion est plus forte que la notion usuelle de représentation
cristalline a coefficients dans E : il s’agit des représentations cristallines V' a coefficients dans E
telles que la C-représentation de Hodge-Tate ©,+.,V @ C soit de poids 0. Par exemple, si G est
un groupe p-divisible sur O muni d’une action de O, V,(G) satisfait la condition précédente si
et seulement si Uaction de O sur LieG se fait a travers le plongement canonique 79 : O — Ok.

Définition 16.29. Un p-module filtré, resp. un (@, N)-module filtré, X est dit admissible si le
fibré équivariant £(X) est semi-stable de pente 0.

Théoréme 16.30.
(1) Soit V € Repp(Gg). Sont équivalents :
(a) V est cristalline,
(b) Vinjection Vepis(Deris(V)) < V' est un isomorphisme,
(c) dimg, Deris(V) =dimg V' et @4,V @ - C est de poids 0.
(2) Soit A € p-ModFilkk,. Sont équivalents :
(a) A est admissible,
(b) dimp Vria(A) = hi(4).
(c) A est semi-stable de pente 0

Les mémes énoncés sont vérifiés en remplacant < cristallin > par < log-cristallin >.
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Démonstration. Le point (1) résulte de la proposition Passons au point (2). Il résulte du
théoreme de classification des fibrés et du calcul des sections globales des Ox(\), A € Q, qu'un
fibré F sur X est semi-stable de pente 0 si et seulement si dimg H°(X, F) = rg(F). Appliquant
cela au fibré £(A), on voit que le point (a) est équivalent & (b). L’équivalence de (a) et (c) résulte
du théoreme qui dit que les polygones de Harder-Narasimhan de A et £(A) coincident. En
particulier, A est semi-stable de pente 0 si et seulement si £(A) Uest. O

Remarque 16.31. Dans le point (2) du théoréme précédent, ’équivalence de (a) et (c) est
U’énoncé admissible < faiblement admissible. La preuve semble un peu formelle, mais on a en
fait utilisé au préalable de facon cruciale le théoréme de classification des fibrés afin d’identifier
les fibrés équivariants semi-stables de pente 0 aux représentations galoisiennes.

Le théoreme de classification des fibrés fournit en fait 1’énoncé plus fin suivant.

Théoréeme 16.32. Soit A € p-ModFilk )k, -
(1) Sity(A) > tn(A) alors dimg, Veris(A) = +oo.
(2) Situ(A) <tn(A) alors soit dimg, Veris(A) = +00, soit dimg, Veris(A) < ht(A).
(3) Situ(A) =tn(A) alors soit dimg, Veris(A) = +00 soit dimg, Veris(A) = ht(A).
En particulier :
— A est admissible si et seulement si det(A) l'est et dimg, Veris(A) < 400,
— si dimg, Veris(A) < +00 alors dimg, Veris(A) < hi(A).
De plus, si dimg, Veris(A) < 400, Veris(A) est une représentation cristalline et Deyis(Veris(A))
est le plus grand sous-p-module filtré admissible de A.
Les mémes énoncés sont vérifiés en remplacant < cristallin > par < log-cristallin >.

Démonstration. Sity(A) > tn(A) alors deg(E(A)) > 0 et donc d’apres le théoréme de classifica-
tion des fibrés £(A) possede un sous-fibré isomorphe & Ox () avec A > 0. Puisque dim H?(X, Ox()\)) =
~+00 on conclut que dim V,,.;5(A4) = +00.

Si tg(A) < ty(A) alors deg(E(A)) < 0. D’apres le raisonnement précédent, si le polygone
de £(A) possede une pente > 0 alors dim V,,;s(A) = +oo. Sinon, puisque ce polygone doit
posséder au moins une pente < 0, utilisant le théoreme de classification des fibrés on en déduit
que dim Ve,i5(A) < ht(A).

Sity(A) = tn(A) alors deg(€(A)) = 0. Si le polygone de £(A) ne possede pas de pente > 0,
par concavité de celui-ci, c’est une droite de pente 0. On conclut que A est admissible.

Si dim V.;5(A) < +o00, les pentes de Harder-Narasimhan de A sont nécessairement < 0. De
plus, si B C A est le premier cran de la filtration de Harder-Narasimhan si la pente 0 intervient
ou bien B = 0 sinon, les pentes de £(B/A) étant strictement négatives on a Vipis(B) = Veris(A).
Mais B étant admissible, V..;s(B) est cristalline et D.p;s(Veris(B)) = B. O

16.8. Classification des fibrés semi-stables cristallins/log-cristallins de pente quelconque.
Notons OFibgéK ® DSPP 1a catégorie des fibrés équivariants semi-stables de pente 0, £, munis d’une
action semi-linéaire de D{”, c’est & dire un morphisme G g-équivariant Dy — End(€) ol € est le
fibré sous-jacent a £. On peut également définir ces objets comme étant les fibrés équivariants en
Ox ®g Dy-modules ot D, est un faisceau en anneaux G g-équivariant sur X.

Proposition 16.33. Il y a une équivalence

~

ARG s OFi$E © D,
E — E£R0x(-)N)

ot E® Ox(—A) est muni de Uaction de Dy associée a lidentification DY —= End(Ox(—N\)).
Un inverse est donné par

Lemme 16.34. L’équivalence précédente et son inverse respecte les fibrés cristallins, resp. log-
cristallins.

Proposition 16.35.
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(1) Soit V € Repp, (Gk). Le fibré équivariant V.®@p, Ox () est cristallin, resp. log-cristallin,
st et seulement si aprés oubli de l'action de Dy la représentation V, comme objet de
Repy(Gk), est cristalline, resp. log-cristalline.

(2) Notons RepgiS(GK) les objets de Repp, (Gk) qui sont cristallins aprés oubli de ’action
de Dy. Il y a alors une équivalence

Repp*(Gx) —= Mp-ModFily )
V. +— Deis(V®p, Ox(N).

17. DE RHAM IMPLIQUE POTENTIELLEMENT LOG-CRISTALLIN

On reprend les hypotheses et notations de la section précédente. On note X = Xg, la courbe
munie de son action de Gg et co € |X| le point fermé stable sous 'action de Gx. On a alors
Ky = W(kk)g. Si L|K est une extension de degré fini contenue dans K de corps résiduel kj, on

note G, = Gal(K|L) et Lo = W (k)o :
L
L

0 K
Ky
17.1. Fibrés potentiellement log-cristallins. Si £ € Fib)G(K et L|K est une extension de degré
fini de K dans K on note Ry, /K€ € Fibg;(L le fibré équivariant obtenu par restriction de l'action

de Gk en une action de Gr. Supposons L|K galoisienne et soit £ € F ibg’;L de fibré sous-jacent &.
Si 7 € G, on note u, : 7 = &€ Paction de 7. Pour ¢ € Gk notons
£ e Fib§r
le fibré équivariant de fibré sous-jacent c*& et tel que 'action de 7 € GG, soit donnée par
o*u 1

oTo

™ (0*E) = 0*((o7071)*E) —Z2— o*E.
On a la formule
(EN) @) = gl172) 5 gy € G
Si f : £ — £ est un morphisme de fibrés G -équivariants il induit un morphisme f() : £ @) _ g'lo)
qui est simplement le morphisme o* f au niveau des fibrés. Lorsque o € G, il y a un isomorphisme
canonique

can, : £ =5 &
donné par u, au niveau des fibrés.

Définition 17.1. Supposons L|K galoisienne. Pour £ € Fibg;f on appelle donnée de descente de
L a K sur & la donnée pour tout 0 € G d’un isomorphisme

fo i€ €
dans Fib)GfL vérifiant
fl71172 = fdzo(fa1)(02)7 01,02 EGKa
fo = can,, o€ Gy.

Si€ e Fibg’;K , R k€ est canoniquement muni d’une donnée de descente de L a K. En effet, si &
est le fibré sous-jacent & &, si pour 0 € G, uy : 0*E =5 £ définit I'action de G, il suffit de poser
fo = u, dans la définition précédente. On a alors la proposition suivante dont la démonstration
est formelle.
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Proposition 17.2. Le foncteur qui a £ € Fibg';’( associe Ry k& € Fz'bg’;’“ muni de sa donnée de de-

scente induit une équivalence de catégories entres Fib?{‘ et la catégorie des fibrés G -équivariants
munis d’une donnée de descente de L a K.

Définition 17.3. Un fibré G équivariant £ sur X est dit potentiellement log-cristallin s’il existe
une extension finie L de K dans K telle que Ry k& soit un fibré Gr-équivariant log-cristallin.

Supposons L|K galoisienne. Alors, Lo| K 'est également et il y a un morphisme de restriction

Définition 17.4.
(1) Un(p,N,Gy k)-module filtré est un (@, N')-module filtré (D, ¢, N,Fil*Dr) € (¢, N)-ModFil, 1,
tel que via Gal(L|K) — Gal(Lo|Ky), D est muni d’une action semi-linéaire de Gal(L|K)

commutant & ¢ et N et laissant invariant la filtration Fil*Dy, de D ®r, L. On note
(o, N,Gr/Kk)-ModFily, 1, la catégorie correspondante.

(2) On note
(¢, N,G)-ModFil = U (¢, N, G i )-ModFily 1,
L/K
ou L|K parcourt les extensions galoisiennes de degré fini de K dans K. On appelle

catégorie des (¢, N, G)-modules filtrés.

Dans le point (2) de la définition précédente, on utilise la fait que si L'|L| K sont des extensions
galoisiennes finies de K alors le foncteur d’extension des scalaires

((,O, N, GL/K)_MOdFﬂL/LO — (g&, J\/v7 GL’/K)_MOdFﬂL’/L{)
est pleinement fidele.

Proposition 17.5. La catégorie des (¢, N,G)-modules filtrés est équivalente a celle des fibrés
G -équivariants potentiellement log-cristallins.

Démonstration. Pour A = (D, p, N,Fil*Np) € (¢, N)-ModFily /1, et o € Gal(L|K) on calcule
que
E(A)) = £(A))
ol
A = (D &Ly0,, Lo, p® @, N@Id,Fil* Dy @, L).
Il suffit alors d’appliquer la proposition [I7.2} O

17.2. Enoncé du théoréme. Rappelons qu'un fibré équivariant £ € Fibg’;K est de de Rham si

la B;‘R—représentation éoo est génériquement plate i.e. éoo[%] est engendré par ses invariants sous
G . Géométriquement cela s’interprete en disant que le tiré en arriere du fibré équivariant £ sur
le < disque formel épointé » Spec(Bgyr) est trvial.

Lemme 17.6. Tout fibré G g -équivariant potentiellement de de Rham est de de Rham.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que toute Bgg-représentation potentiellement plate est
plate. Mais si L|K est galoisienne de degré fini et W € Repp,,(GK), WYL est un L = B(%—

espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-linéaire de Gal(L|K). Puisque we" =
(WG)GallLIK) on a dimg, W&t = dimx WY (Hilbert 90). O
Puisque tout fibré équivariant log-cristallin est de de Rham, on en déduit la proposition suivante.
Proposition 17.7. Tout fibré Gk -équivariant potentiellement log-cristallin est de de Rham.
Le théoreme principal de ce chapitre est la réciproque a la proposition précédente.

Théoréme 17.8. Tout fibré G k-équivariant de de Rham sur X est potentiellement log-cristallin.
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Le théoreme précédent appliqué aux fibrés équivariants semi-stables de pente 0 permet de retrou-
ver le théoreme de monodromie p-adique : toute représentation de de Rham est potentiellement
log-cristalline.

La proposition permet de réduire le théoréeme a 1’énoncé suivant.

Théoréme 17.9. Soit £ un fibré Gk -équivariant sur X tel que £ ®k(00) soit une C-représentation
de Hodge-Tate de poids 0. Il existe alors une extension de degré fini L|K et (D, o, N) € (¢, N)-Mody,
tels que Ry /g€ ~ E(D,p, N).

17.3. Le cas semi-stable. On commence par démontrer le théoréme lorsque &£ est semi-
stable. Soit donc A la pente de £. Si A = %, (d,h) = 1, quitte & remplacer K par une extension
non-ramifiée de degré fini, on peut supposer que kf contient .. D’apreés la proposition [14.22] il
existe alors un D" -espace vectoriel de dimension finie V' et une représentation continue

p: GK — GLDipp(V)

tels que

Gk
£ (Van, 0x0) W p

Comme C-représentation de G,
O (A)oo @ k(o0) = C".
Il y a de plus un isomorphisme
Dy ®qQ, C ~ M},(C)

tel que l'action de Dy sur Ox (A) induise sur Ox (A)oo ® k(00) 'action canonique de 'algebre de
matrices M, (C) sur C". On a alors un isomorphisme de C-représentations de G'gx

(V ®p, Ox(N)eo ® k(00) = Ve @, () C"
olt 'on note Vo =V ®q, C. On a donc

§Oo & k(oo) ~ Vo ®Mh,(C) Ch

ott I'action semi-linéaire de o € G est donnée par (p(0) ® o) ® 0", (p(0) ® o) désignant 1’action
sur V ®q, C. Rappelons qu’il y a une équivalence de Morita entre Mj,(C)-modules a droites et
C-espaces vectoriels. Au M}, (C)-module M elle associe M @y, (¢ C". Au C-espace vectoriel W
elle associe le module W ®c C", I'action de la matrice A € Mj,(C) étant donnée par Id ® *A. On
a alors un isomorphisme naturel

Ve ~ (Ve My, (C) Ch) Qc ch.

C’est un isomorphisme de C-représentations de G . On en déduit que Vi est Hodge-Tate de poids
0. D’apres Sen ([41] 3.2) il en résulte que si I C G est le sous-groupe d’inertie alors pj, est

d’image finie. Apres une extension L|K de degré fini on a donc Ry /g€ ~ (V ®p, Ox(N)) G/\K PGy
avec p|g, non-ramifié. Le morphisme pg, : G — Gal(kp|kr) — GLDipp(V) définit par tor-
sion (cf. proposition qui suit) un isocristal (D, ) € p-Mody, isocline de pente —\ tel que
E(D,¢) ~ Rr/kE. On a donc démontré le théoreme lorsque £ est semi-stable.

La proposition qui suit est bien connue. Lorsque A = 0 elle donne la classification des < unit
root > isocristaux en termes de représentations galoisiennes.

Proposition 17.10. Soit k un corps parfait et k une cléture algébrique. Pour A € Q notons Isocz
la catégorie des k-isocristaux isoclines de pente X. Il y a alors une équivalence de catégories

Isocp > RepDipp(Gal(mk))
(D,p) > Hom(W(k)g(M), (D, ¢) @ W(k)g)-

17.4. Le cas général : dévissage & un énoncé de cohomologie galoisienne.



COURBES ET FIBRES VECTORIELS EN THEORIE DE HODGE p-ADIQUE 161

17.4.1. Calculs d’extensions. Soient A1 = (D1, ¢1,N1) et Ay = (Da, 2, No) deux (¢, N)-modules
filtrés. Le foncteur

(p, N)-Modg, — FibGx
A — E(4)
induit une application

—

iy, e BXy ) Mod e (A1 A2) = ker (Extp o, (E(A1), E(A2)) — Extﬁep3+ (@) (E(A1) o, E(A2) )
X dR
Le membre de gauche
Ker (Bxtl o, (E(A1),£(A2)) — Exthey (o) (E(A1) o0, E(A2) )
X Bar

consiste en les classes d’extensions de £( A1) par £(As) qui sont des fibrés équivariants de de Rham.
On a
EXt%ap,N)—ModKO (A1, Ay) = EXt%ga N)-Modg, (1; Al ® Ay)
Bxtl o (E(A),E(A) = Bxtly o, (O E(A)" © £(4y)
by

Ethl{epB:’rR(GK) (g\f‘h)w@m) = EXtRepB;R(GK)(B;R7§/(\/11)Zo ® 5/(\142)00)
= H'(Gk,DY ®k, D2 ®k, Bj)
= DY ®x, D2 @K, H'(Gx, Bjp)
= Dy ®x, D2 @k, H'(Gk,C).
Le lemme suivant permet de calculer les extensions de (¢, N)-modules dans le cas dont nous

aurons besoin plus tard.

Lemme 17.11. Pour (D1, 1, N1), (Da, @2, N2) € (p, N)-Modk, n’ayant aucune pente de Dieudonné-
Manin en commun il y a un isomorphisme

—p— 1l ~
Hom(DhDQ)Lp_p — Eajt%gp,N)-ModKo (<D17 P1; Nl)a (D27 P2, NQ))

Démonstration. Soit (E, @, N) qui est une extension entre nos deux (¢, N)-modules. Puisque
(D1,¢1) et (D2, p2) n'ont pas de pente en commun, la suite exacte associée de p-modules est
canoniquement scindée. On peut donc supposer que

(Ev 90) = (Dla ng) D (DQ? 302)

Dans une telle décomposition, 'opérateur de monodromie N est de la forme

Ny O
N =
(7 »)
ou f € Homg, (D1, D3). La condition Ny = ppN se traduit alors en I’équation
fowr=pp2of

soit encore
pa0foprt=p7'f.

Notons
(Da 2 N) = (Dla P1s Nl)v Y (D2a 2, N2)'
Faisons maintenant ’hypothese suivante : les pentes de (D1, 1) sont strictement plus grandes que
celles de (D2, p2). Les pentes de Harder-Narasimhan du fibré £(Dy, 1) sont donc strictement plus
petites que celles de (D3, p2). D’apres le corollaire on a donc

Exty o (E(41).£(42)) = H'(Gx Hom(£(A1).£(A2)))

—  H'(Gx,(D @k, Bi,)*="4N=0).
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L’application a4, 4, s’identifie donc a I'application

B : DF " — ker (HY (G, (D @i, B

log

)LP:Id,NZO) — H'(Gk,D ®k, C))

Celle-ci est définie pour tout (p, N)-module filtré (D, ¢, N) de pentes strictement négatives,
BD,p,N = a1,(D,p,n) O 1 = (Ko, ,0). On vérifie le lemme suivant par un calcul explicite.

Lemme 17.12. Soit (D, ) un @-module de pentes strictement négatives que ’on voit comme un
(¢, N)-module en posant N = 0. Alors,

1 —
ﬁD,cp,O . D¥=P — Hl(GK, (D ®K0 B+)Lp_ld>
a — [(a’ ® logx,a)a]

ot (log, ,)o € Z* (G, (B1)¥=P) est le 1-cocyle défini dans la section (16.2.2,

17.4.2. Dévissage a énoncé de cohomologie galoisienne d’espaces de Banach-Colmez. Soit £ un
fibré G g-équivariant tel que la B;R—représentation £, soit plate. Notons

0=E,C& C - CE =€

sa filtration de Harder-Narasimhan . Toute BJ‘R—représentation qui est un sous-quotient
d’une BjR—représentation plate est elle méme plate. Il en résulte que pour 0 < i < 5 < r,
(éj/éi); est plate. Si 7 = 1 on sait d’apres la section m que & est potentiellement associé
a un (p, N)-module. Procédons maintenant par récurrence sur r et supposons donc r > 1 et £,
potentiellement associé & un (¢, N)-module. Quitte & remplacer K par une extension de degré fini
on peut donc supposer que

E/E, 1 =E(A), &1 =E(As)

avec Ay, Az € (p, N)-Modg,. La classe de 'extension équivariante
0—¢&._,—EE—E/E,_1—0

vit dans -
ker (Ext;ib}c(K (E(A1),E(A2)) — EthlachIR(GK) (E(A1)or E(A2) )

D’apres les calculs d’extension de la section précédente, afin de montrer que £ est associé a un
(¢, N)-module extensions de A; par Ag, on est ramené & démontrer la proposition suivante.

Proposition 17.13. Soit (D, p, N) un (¢, N)-module de pentes strictement négatives. Alors,

log

B, s DF sk (H (G (D @y B)*~'*N=)  H' (G, D o, €))

est un isomorphisme.

Commencons par remarquer que la pleine fidélité du foncteur associant & un (¢, N)-module un
fibré équivariant implique que Bp o N est toujours injective (si 'extension de fibrés équivariants
associée & une extension de (p, N)-modules est scindée alors l'extension de (¢, N)-modules lest
également). Tl reste donc & montrer sa surjectivité.

Montrons maintenant qu’il suffit de vérifier la proposition [I7.13] précédente lorsque N = 0 et

D est isocline. Pour cela soit
m

D=EpD;
=1

la décomposition en parties isoclines de D ou D; est de pente \; avec A\; > --- > \p,. Puisque
N : (D,p) = (D,pp), Nip,, = 0 et (Dp,¢,0) est un sous-(¢, N)-module de (D, e, N). Notons
D' = D,, et D" = D/D' comme (¢, N)-modules. On a bien sir une suite exacte

0— (D)?=P — D¥=P ' — (D)= — 0.
La suite exacte de fibrés équivariants

O—>§(D/a¢) —)é(DﬂDvN) —>§(D/,7907N) —0
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induit une suite exacte
0 — Exty o (Ox, E(D', ) — Bxty o (Ox, E(D, 0, N)) — Exty o, (O, (D", ¢, N)).

Fib$K
En effet,

Hom (QX7§(D//7 ®, N)) = Hom(go,N)-MOdKO (17 (D//, @,N)) =0

Fib§K
car (D", ) ne posseéde pas de pente nulle. Le corollaire [14.25| permet de réécrire la suite exacte
précédente sous la forme

0 — H'(Gk,(D'®B*)¥=") — H'(Gk, (DB} ,)*~'*N=0) — H'(Gk, (D"@B,)*=14N=0).

Afin d’abréger les notations prenons la définition suivante.
Définition 17.14. Pour un (¢, N)-module M on note

Hy(Gr, (M @ B )P~ N=0) = ker (H'(Gk, (M @ B ,)?='*N=0 — H'(Gx, M @ Bjp)).

De la suite exacte précédente on déduit une suite exacte

0 — Hy (G, (D'®BT)#=) — H (G, (D2B,)*='*N=") — H,(Gk, (D"®B,)?='*N=0).

On a donc un diagramme commutatif a lignes exactes

0——— pre=p" pe=p" plre=p~ ————= ()

lﬁp/,w lﬂD,«p,N \LBD”,(p,N

0~ H}(Gre, (D @ B)7=) = H1(Gie, (D ® By, )¢="4N=0) = H} (G, (D" © B, )#=14N=0).

log

1

Il en résulte que si Bp,, et Bpr N sont des isomorphismes alors 8p , v est un également un.
Par récurrence sur le nombres de pentes de l'isocristal (D, ) on est donc ramené & montrer la
proposition suivante.

Proposition 17.15. Soit (D, p) un isocristal isocline de pente strictement négative.
(1) Sila pente de (D, @) est différente de —1 alors H, (Gk, (D ® BT)#=11) = 0.
(2) Si (D, p) est de pente —1 alors linjection
Bpe:DFP — HY Gk, (Do B*)*=ld)
a — [(a®log, ,)o]
est un isomorphisme.

Soit (D, ¢) comme dans le théoréme précédent. Remarquons maintenant que I’on peut supposer
kx algébriquement clos. Soient en effet I C Gk le sous-groupe d’inertie. Si M = (D ®@ B+)#=14,
il y a une suite d’inflation restriction

0 — HY(Gal(k|kg), M'*) — HY (Gg, M) — H' (I, M)S2*ke) o g2(Gal(k|kg), MT5).

Puisque (B*)/x = W(k)g on a

M = (D @, W(k)g)?="" = 0
car (D, ) ne posséde pas de pente nulle. Il y a donc un isomorphisme

Res{’™ : H' (G, M) = H' (I, M) *1ki),

Soit K™ I’extension maximale non-ramifiée de K dans K. Puisque pour i > 0, H(Gal(k|kk), k) =
0, par approximations successives on a

Hi(Gal(k|kg), K") =0, i> 0.
Rappelons de plus que d’apres Tate, CTx = K. La suite d’inflation restriction

0 — HY(Gal(klkx),C'%) = HY(Gg,C) — H' (I, C)S1FIkx) _ H2(Gal(k|kg), CTx)

fournit donc un isomorphisme

Res{¥ : H (G, C) = H' (I, C) ki),
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Mettant ensemble les deux isomorphismes de restriction que 'on vient d’établir on obtient un
isomorphisme

RGS?KK . Hgl (GKu (D ® B+)¢:Id) N Hgl (IK, (D ® B"r)CP:Id)GaI(kUCK).
Puisque D = (D ®p, w(k)g)“***x) on obtient donc que si

1 — Ga
6(D,¢)®W(k)@ . (D X W(k)@)wip — Hg} (IK, (D X B+)4‘071d) 1(klkz)

est un isomorphisme alors 8p , en est un. On est donc ramené a démontrer le théoréme lorsque
ki est algébriquement clos.

Si kg est algébriquement clos on peut décomposer I'isocristal isocline (D, ) en somme directe
d’isocristaux simples. La proposition [I7.15] se réduit donc & la proposition suivante de Colmez.

Proposition 17.16 ([I0] prop. 10.11). Supposons ki algébriquement clos. Soient d, h deux entiers
strictement positifs premiers entre euzx. Si

w: (BYF = o
z o (0(x),0(p(2)), ..., 00" (@)
notons
H; (GK’ (B-‘r)tph:pd) — ker <H1 (GK7 (B-‘r)go’l:pd) u_*> H! (GK; Ch)>

(1) Sid=h=1 alors H.(Gg,(B%)¥=P) est un Q,-espace vectoriel de dimension 1 engendré
par la classe du cocycle (log, )., classe qui est celle de 'extension 0 — Q,(1) — V,(E) —

Q, — 0 associée a une courbe elliptique de Tate E sur K via le plongement Q,(1) = Qp.t C
(B+)go=p_

(2) Si(d,h)# (1,1) alors
H}(Gg,(BT)?"="") = 0.

17.4.3. Interprétation en termes de l’exponentielle de Bloch-Kato des puissances du caractére de
Lubin-Tate. Soient d, h > 0 avec (d, h) = 1. Notons x 271, : Gk — Q;h le caractere de Lubin-Tate.
Il y a une suite exacte de G g-modules

0 — xir, — (BY)?"=P" — Bi,/t"Bh, — 0.
Celle-ci fournit une suite exacte
0 — K 25 HY (G, xhr,) — H (G, (BY)?"=") — H' (G, Bip/t*Bly) = H'(Gx, C)
ou 0 est 'exponentielle de Bloch-Kato de de—h. On a donc
coker(8) = ker (Hl (G, (BT)"=P") L HY(G, C)).
L’application composée
Xir, — (BN < By

est a valeurs dans tdB:{R et définit donc par composition avec la projection sur grdB;R une appli-
cation

d
Xz, — C(d).
Pour 0 < ¢ < h, on a une application composée
_ fop®
X7, — (BY)#" =" 22
Mises ensembles cela définit une application
X¢r, — C(d)e CM !
qui fournit la décomposition de Hodge-Tate de X%Th

X7, ®qg, C — C(d)@C".
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On a donc
H; (GKa XdﬁTh) = ker (HI(GKv XdET;,) — HI(GKv XdﬁTh ®QP C)>

0Py 00001
= ker (B! (G, (B)" ="y LB ) (G, 1))

qui parametre les extensions de Q, par de—h qui sont de de Rham. De fagon équivalente, H' (G, de-h)
parametre les extensions de Q,»-représentations de Q,» par XdLT;L‘ La classe d’une telle extension

0—X¢r, —V—Qpn—0

est dans H;(GK, XdﬁTh) si et seulement si V' est de de Rham comme Q,-représentation.
Voici maintenant la traduction de la proposition|17.16|en termes de représentations galoisiennes.

Proposition 17.17. Soient d,h > 0 avec (d,h) = 1. Notons xc7, : Gk — Q;h le caractére de
Lubin-Tate.

(1) Si d = h =1, Uezponentielle de Bloch-Kato § : K — HY(Gr,Q,(1)) a pour conoyau un
Qp-espace vectoriel de dimension 1. En d’autres termes, si V est une extension de Q,
par Q,(1) alors soit V' est cristalline isomorphe au module de Tate d’une courbe elliptique
ayant bonne réduction ordinaire, soit V est semi-stable isomorphe au module de Tate d’une
courbe elliptique de Tate.

(2) Si(d,h) # (1,1), Uexponentielle de Bloch-Kato
5 K — H' (G, xbr,)

est un isomorphisme. En d’autres termes, toute Qpn-représentation de dimension 2 qui
est une extension de Q,n par de—h et qui est de de Rham en tant que Qp-représentation
est cristalline.

Remarque 17.18. Le cas (1) de la proposition précédente découle en fait facilement de la théorie
de Kimmer (cf. [37] ). Plus précisément, si K* désigne le complété p-adique de K>, la théorie de
Kiummer fournit une identification
H'(Gk,Qy(1)) = K* @z, Q.
1l y a une application exponentielle
exp: K — I/(\X@)ZPQP
z — exp(p"z)®@p ", n>0

ot exp(p"z) € 1+ mg C K*. Cette application s’identifie a ’exponentielle de Bloch-Kato. La
valuation v : K* — Z s’étend en une application v : KX — Z, et on a une suite exacte

0— K 225 KX g, Q, 224, @, — 0.

17.4.4. Preuve alternative lorsque le corps résiduel est fini d’aprés Hyodo. Supposons que le corps
résiduel de K est fini c’est a dire K est une extension de degré fini de @, et reprenons la preuve
du théoreme 3 la proposition juste avant le dévissage au cas d'un corps résiduel
algébriquement clos.

Soit donc (D, ¢) un isocristal isocline de pente strictement négative.

Lemme 17.19. Il eziste une filtration Fil*Dg de D telle que (D, ¢, Fil*Dg) soit admissible et
Fil'Dg =0 sii > 0.

Démonstration. Si (D, ) est simple il suffit de choisir une filtration Fil®* D telle que t g (D, Fil* Dy ) =
tn(D,p) et Fil'Dg = 0 lorsque i > 0 (cette derniére conditions est possible car la pente de D est
strictement négative). En général, supposons que 1’on ait une extensions d’isocristaux

O—>(DI7S0) —>(Da<)0) —>(DH7S0) — 0.
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Soit Fil® D, resp. Fil®* D%, une filtration admissible de (D', ), resp. (D", ¢), telle que FiliD’K =0,
resp. Fil'D%. = 0, lorsque ¢ > 0. Soit w : D" — D une section Ky-linéaire de D’ — D". Posons
alors Fil*Dg = Fil* D 4+ u(Fil* D). La suite de ¢-modules filtrés

0 — (D', p,Fil*D%) — (D, ¢,Fil*Dg) — (D", o, Fil*D},) — 0
est exacte. On conclut puisqu’une extension de p-modules filtrés (faiblement) admissibles est ad-

missible (dans une catégorie de Harder-Narasimhan, une extension entre objets semi-stables de
pente 0 est semi-stable de pente 0). O

Soit donc Fil®* Dy une telle filtration et V = V,.;5(D, o, Fil* D ), une représentation cristalline
a poids de Hodge-Tate positifs. Remarquons que puisque la filtration Fil®Dx est concentrée en
degrés négatifs ou nuls,

Fil’(D ® Bar) C D @ BJp.
Il y a une suite exacte
0—V— (Do B¢ — D® B}, /Fil’(D ® Byr) — 0.
Puisque les pentes de (D, ¢) sont strictement positives, H*(G ., (D® B7)#=14) = 0. On en déduit
une suite exacte
0 — HGg,D® Bj,/Fil’(D ® Bar)) — H'(Gx,V) — H (G, (D @ B+)#=14)
— HY(Gg,D @ BJ,/Fil’(D ® Byg)).

L’application naturelle

Dg /Fil’Dx — H°(Gg,D ® BJ/Fil’(D ® Byr))

est un isomorphisme (cela résulte de ce que d’apres Tate, pour a > 0, 6 : H*(Gg, Bl /t"Bls) =
H°(Gk,C) = K). L’homomorphisme de connexions § dans la suite exacte précédente est I'expo-
nentielle de Bloch-Kato de V' ([5] §3) :
§ =expy : Di/Fil’Dg — HY(Gg, V).
Notons maintenant
Hgl(GK, V) = ker (Hl(GK, V) — Hl(GK, Ve BdR))

qui parametre les extensions de @, par V' qui sont de de Rham. L’exponentielle de Bloch-Kato est
a valeurs dans H, ;. La suite exacte précédente fournit 1’égalité

HY(Gx, (D @ B*)#=1%) = coker(Dg /Fil’ Dy —%+ H}(Gk,V)).
Soit 1 € p-ModFilg, , I'unité de la catégorie tensorielle des p-modules filtrés. Puisque (D, ¢) ne

possede pas de pente 0 on a

Ext(,, N)-ModFily i, (1, (D, ¢, Fil* D)) = D?*=P" @ Dy JFil° Dy

olt le facteur D¥=P parametre 1'opérateur de monodromie dans I’extension (cf. lemme [17.11])
et Dg/ Fil’ Dy parametre la filtration. Par application du foncteur Vjog.cris a de telles extensions
cela induit une application injective

D¥=""" @ D JFil’Dyc «— HY(G,V)
qui coincide avec I'exponentielle de Bloch-Kato sur la seconde composante. L’énoncé de la propo-
sition est alors équivalent & ce que cette application soit un isomorphisme c’est & dire :
toute extension de @, par V qui est de de Rham est log-cristalline. Remarquons maintenant que
I’application
HY(Gk,Fil’(D ® Bqr)) — H'(Gk,D ® Bar)

est injective (c’est une conséquence de ce que la filtration Fil®* D est concentrée en degrés négatifs
ou nuls et des calculs de cohomologie galoisienne de Tate). On a donc

H)(Gk,V) =ker (H (Gk,V) — H'(Gk,Fil’(D ® Byr))).
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D’apres Tate,
K = HYGg,C)
1 +— —[logoxeyel
qui induit un isomorphisme (toujours d’apres les calculs de cohomologie galoisienne de Tate)
Fil’Dyx — H'(Gg,Fil’(D ® Byg))).
L’application déduite
HY(Gg,V) — Fil’Dg

coincide alors avec I'exponentielle duale de Bloch-Kato expi, (cf. preuve prop. 3.8 de [5]) : via
I'accouplement de dualité de Tate parfait

HY(Gg,V*(1)) x H(Gk,V) — H*(Gk,Qp(1)) = Q,
on a pour & € (Fil’Dg)* = Depis(V*(1))/Fil° Depis(V*(1)) et y € HY(G g, V)
< expy-()(T),y >=trg g, < x,expy(y) > .

La perfection des accouplement précédents couplée a I'injectivité de expy«(1) montrent que expj,
est surjectif.
On dispose donc d’une suite

0 — D¥=P' @ Dy /Fil'Dy —5 HY (G, V) - Fil®Dg — 0

telle que Soa = 0, « est injectif et S surjectif. On veut montrer que cette suite est exacte. Il suffit
pour cela de montrer que la dimension du Qp-espace vectoriel du milieu est la somme de celle des
termes extrémes. D’apres Tate,

dim H°(Gk,V) — dim H' (Gg, V) + dim H*(Gg,V) = —[K : Q] dim V.
Puisque (D, ¢) ne posséde pas de pente nulle, VEx = (. Par dualité de Tate,
dim H*(Gg,V) = dim H*(G g, V*(1)) = dim Fil' (D*)#=?.

Utilisant la faible admissibilité de (D*, ¢, Fil® D) appliquée au sous-isocristal (D*)?=P ®q, Ko de
D* on vérifie que Fil' (D*)?=P = (D*)#=P. Soit W = (D ®x, W (k)g)?=P ' comme représentation
de Gal(k|kx ). Notons u € End(W) D'action du Frobenius de Gal(k|kg ). Ona D¥=F"" = ker(Id—u).
De plus, (D*)¢=? = ker(Id — 'u). On a donc dim(D*)#=F = dim D®*=? . On conclut.

17.5. Addendum : cohomologie équivariante et exponentielle de Bloch-Kato généralisée.
Voici quelques constructions dont les auteurs igniorent si elles seront utiles plus tard. Dans la
preuve du théoreme est apparu naturellement le Q,-espace vectoriel

EthlsibgK (QX ’ é) .

Posons donc pour £ € Fib)G(K
HE, (X,£) = Hom(Oy,€) = H(X, )"
He\ (X,€) = Bxty o (Oy,€)
que l'on appelle cohomologie équivariante de £. D’aprés la proposition [[4:24]il y a une suite exacte
0 — H'(Gg,H°(X,€)) — HE, (X,E) — HY (X, E)°".
Par exemple, si V € Repg, (Gk),

HéK(X7K®Qp QX) = HI(Gva)
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Le H' équivariant généralise donc la cohomologie galoisienne des représentations p-adiques de G .
On peut en fait définir des groupes de cohomologie équivariante en degrés supérieurs de la fagon
suivante. Notons (M, W, ) la B-paire associée & &,

M = D(X\{cc},£) € Repp, (Gk)
W = & € RepBIR(GK)
« : ]\4(2)3e BdR l> W[%]

Par définition, une i-cochaine continue ¢ : G% — M est une i-cochaine telle que composée avec
le plongement défini par a, M — W[%L elle soit a valeurs dans un B;R-réseau G i-invariant de
W (4] et soit continue pour la topologie de Fréchet sur ce réseau (cette définition de la continuité
ne dépend pas alors du choix d’un tel réseau). On définit de méme les cochaines continues & valeurs
dans W et W[1]. Notons C*(G, M) et C*(Gx, W) les groupes de cochaines continues. On forme
alors le bicomplexe (Dij )i’j concentré en degrés i > 0 et 0 < j <1 en posant

D" = CYGg,M)aC Gk, W)

DY = Ci(Gk, W)
ou les différentielles sont données par 9 : D»% — D%! est induit par

MeW — W[
(z,y) — alz)-y
et 0 : D" — D1 est la différentielle usuelle sur les cochaines. Posons maintenant
Rl (X,€) := TotD®®,
le complexe simple associé au complexe double précédent. On note alors
Hg, (X,€) = H' (Rlg, (X,£)), i>0.
On vérifie que cela coincide avec la définition donnée précédemment pour i = 0,1. Les colonnes
du complexe précédent calculent la cohomologie du fibré £ associé a £. On en déduit une suite
spectrale - o
EY = H (Gg,H(X,€)) = Hi7 (X, €).
Puisque H7(X,E) = 0 pour j # 0,1 et cd(Gg) < 2 elle dégénere en une suite exacte longue
0 — HYGx,H"(X,£)) > Hg, (X,€) —» H'(X, €)% — H* (G, H'(X,£)) = HE, (X, )
— HYGg,H'(X,£))—0
est un isomorphisme
3 ~ 2 1

He (X, &) — H*(Gk,H (X,£)).

De plus, H&K(X,é) =0sii#0,1,2,3.

Il y a une application
dont on note
Hg, o(X,E)
le noyau. Maintenant, si (D, p, Fil*Dg) est un ¢-module filtré, £ = £(D, ¢, Fil* Dk ), d’apres le
théoreme [I7.9]il y a un isomorphisme
EXt%@,N)—MOdFil(lv (D7 2 Fll.DK)) — Hé:x,g(X7 §)
On dispose en particulier d’'une exponentielle de Bloch-Kato
D [Fil’Dy — H, (X, €)

qui est un isomorphisme lorsque (D, ) ne posséde pas de pentes 0 ou —1. L’exponentielle de
Bloch-Kato usuelle correspond au cas ou (D, ¢, Fil®* D) est admissible.
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Voici quelques questions concernant ces groupes de cohomologie équivariante. Supposons que
[K : Qp] < +o00. Est-il vrai que pour tout 4, dimg, H, (X, £) < 400 ? Dispose-t-on d’un analogue
de la dualité de Tate?

18. SIMPLE CONNEXITE DE LA COURBE
Théoréme 18.1. Le schéma Xg est simplement conneze.
P

Démonstration. On se ramene & prouver que si E|Q, est de degré fini et f : Y — Xpg est un
revétement étale fini géométrique irréductible alors Y = Xpg. Notons

A= f*OY7

un fibré vectoriel sur Xg. D’apres le théoreme de classification des fibrés, quitte a remplacer F
par une extension de degré fini, on peut supposer que

i=1

oudy > --- > dj, sont des entiers. Fixons un tel isomorphisme. La multiplication de la Ox ,-algebre

A,
m: ARQA— A,
est alors donnée par des morphismes
mi gk Oxp(di +dj) = Oxp(di) ® Ox,(d;) — Oxp(di), 1<4,j,k<n.
Supposons par I’absurde que d; > 0. Alors, pour tout k € {1,...,n},
mik - Oxp(2d1) — Ox,(dy)
c’est a dire
minik € HO(XanXE(dk - 2d1)) =0
car dy — 2d; < 0. Ainsi,

m\(’)XE (d1)®O0x,, (d1) = 0.

Cela est impossible car Y est un schéma integre et donc le produit de deux sections non nulles de
A est non nul. On adonc 0 >d; > -+ > d,.
D’apres la proposition [£.7 on a

A®2? ~ @ OXE(d’L_Fd_]):OXE

1<i,j<n
On en déduit que dy = ...... d, =0, c’est a dire
A~0O%,.

Utilisant que H°(Xg,0Ox,) = E, on constate que les morphismes définissant I’algébre A, la
multiplication m : A ® A — A et 'unité de 'algebre Ox, — A, sont donnés par des morphismes
E"®@E"™ — E™ et E — E™. Ceux-ci définissent une F-algebre A telle que A = A®g Ox, . Puisque
Y/ X est étale, A est une E-algebre étale qui est nécessairement triviale puisque Y est supposé
géométriquement connexe. O

Remarque 18.2. La preuve précédente s’applique également a la droite projective sur un corps
algébriquement clos. Elle fournit une preuve de sa simple connezité utilisant le théoréme de classi-
fication des fibrés de Grothendieck. Cette preuve est plus élémentaire que la preuve usuelle utilisant
la formule de Riemann-Hurwitz et la classification des courbes de genre 0, classification qui utilise
le théoréme de Riemann-Roch.
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